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Modelo do Algoritmo NLMS Aplicado
a uma Estrutura em Sub-bandas com
Decomposicao Generalizada

Javier E. Kolodzig), Orlando J. Tobias e Rui Seara

Resumo—Este trabalho apresenta um modelo estatistico para
o algoritmo NLMS aplicado a uma estrutura em sub-bandas
com decomposicio generalizada (GSD-NLMS). Tal estrutura é
utilizada como uma alternativa a estrutura classica FIR-NLM S
implementada na forma direta. A abordagem em sub-bandas
per mite abrandar o problema de convergéncia lenta quando o
sinal de entrada é correlacionado. O modelo analitico proposto
descreve os momentos de primeira e segunda ordens do vetor de
coeficientes da estrutura adaptativa em questéo. A andlise usada
leva em conta a natureza variante do passo de adaptagdo como
também o parémetro de regularizacdo (adicionado a estimativa
de poténcia média) que evita a divisdo por zero na operagéo de
normalizacdo de poténcia do algoritmo. Através dos resultados
de smulagdo, pode ser comprovada a qualidade de predigéo
obtida pelo modelo aqui proposto.

Palavras-Chave—Algoritmo
sub-bandas, mode o analitico.

NLMS, decomposicdo em

Abstract—This paper presents a stochastic model for the
NLMS algorithm using a structure with generalized subband
decomposition (GSD-NLMS). Such an algorithm is used as an
alternative to the standard NLMS one to overcome the
conver gence problems under correlated input signals. Analytical
models for the first and second moments of the filter weight
vector are presented. The analysis used takes into account the
time-varying nature of the step-size parameter as well as the
regularization parameter (added to the power estimate) which
prevents division by zero in the power normalization operation.
Through simulation results the accuracy of the model here
derived is assessed.

Keywords—NLMS  algorithm,  subband
analytical model.

decomposition,

I. INTRODUCAO

Devido & sua simplicidade, o algoritmo LM S é amplamente
utilizado para a implementagéo de filtros FIR adaptativos.
Porém, quando o sina de entrada é correlacionado, a
convergéncia do algoritmo LM S padrdo torna-se muito lenta.
Para mitigar tal problema, podem ser consideradas duas
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aternativas: usar um outro algoritmo de adaptacdo com
melhor desempenho para esse tipo de sina (por exemplo, 0
algoritmo RLS); ou uma outra estrutura mais adequada para
tal condicdo. Seguindo a segunda opcdo, constata-se que
muitas estruturas com decomposi¢do em sub-bandas tém sido
propostas para implementar o algoritmo FIR-LMS. Uma
dessas estruturas € baseada na decomposi¢éo generalizada em
sub-bandas (GSD) [1], [2]. O procedimento de decomposi¢éo
apresentado em [1] consiste em implementar um filtro FIR
fixo, de comprimento N, através da conex&o em paralelo de
M ramos, com 1< M < N, na qual cada ramo € composto
pela cascata de um filtro interpolador e um filtro esparso. Na
versdo adaptativa [2], o interpolador € mantido fixo
(implementado através de uma transformagdo ortogonal:
DCT, DFT, etc.) e o filtro esparso, por sua vez, caracteriza a
parte adaptativa da estrutura. Desse modo, a atuacdo de cada
filtro esparso sobre uma determinada banda de fregiiéncia
resultard, para a estrutura adaptativa global, em um aumento
da velocidade de convergéncia. Além do mais, em algumas
aplicagbes, as sub-bandas que pouco contribuem para a
resposta em freqiiéncia total podem ser desconsideradas,
reduzindo-se, assim, 0 numero de operagdes necessarias
requeridas para implementar o algoritmo. Adicionalmente, a
convergéncia de cada filtro esparso pode ser melhorada
através do uso do algoritmo NLMS [2]. O agoritmo
resultante € denominado GSD-NLMS, podendo ser visto
como uma generalizacdo do agoritmo NLMS transformado
(TD-NLMS). Esse agoritmo (GSD-NLMS) ainda apresenta
uma vantagem adicional: um menor tamanho de
transformacao ortogonal [2].

Neste trabalho, é apresentado um modelo estocastico para o
algoritmo GSD-NLMS. Assim, S0 propostas expressoes
analiticas para o primeiro e segundo momentos do vetor de
coeficientes do filtro adaptativo, considerando sinais de
entrada Gaussiano. A derivac8o dessas expressdes considera a
natureza variavel no tempo do passo de adaptacdo como
também o par@metro de regularizagdo (adicionado a
estimativa de poténcia) que evita a divisdo por zero na
operacdo de normalizagdo de poténcia do algoritmo. Tais
consideracbes ndo foram até entdo utilizadas nos trabalhos
disponiveis na literatura [2]. Sendo assim, a estrutura e seu
modelo aqui descritos representam um novo resultado para o
algoritmo GSD-NLMS. Através de simulagbes numéricas,
pode-se verificar a qualidade do model o apresentado.
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Il. ALGORITMO NLMS USANDO UMA ESTRUTURA COM
DECOMPOSICAO EM SUB-BANDAS GENERALIZADA

Nesta secdo, sdo apresentadas as expressdes basicas que
descrevem o algoritmo GSD-NLMS[1].

A. Decomposicdo de um Filtro FIR em Sub-bandas
Generalizada

Consideremos entdo um filtro FIR de comprimento N cuja
funcéo de transferéncia € dada por

N-1
H(Z=> hz". )
i=0

Esse filtro pode ser implementado através de uma estrutura
em sub-bandas com M ramos; cada ramo é composto pela
cascata de um filtro interpolador e um filtro esparso. Assim,

Go(ZL)

H (Z) — |:1 Z—l Z—(M -1) :|TT Gl(:ZL) , (2)
Gm —;(ZL)

onde
L& I
G(z)=D gz . ©)
=)

Em (2), T caracteriza uma matriz ndo-singular de dimenséo
MxM , L éo fator de esparsidade, M denota o tamanho da
transformagdo ortogonal (nimero de ramos) e K, o nimero
de coeficientes em cada filtro esparso. A relacdo existente
entre tais parametros é

N=(K-D)L+M . 4

A expressdo (2) representa um sistema de N equagdes e

KxM incognitas. Para L <M , os coeficientes da estrutura

em sub-bandas ndo sdo Unicos, podendo ser escolhidos a
partir de um conjunto infinito de valores[2].

Em relagdo aos filtros interpoladores, esses sdo em geral de
dimensdo M , sendo obtidos por

F(2) = [1 71! 7MY }tk , (5)

onde t, éak-ésimacolunadamatriz T'.

B. Versdo Adaptativa da Estrutura GSD-FIR

A estrutura de filtragem adaptativa, mostrada na Fig. 1,
considera os seguintes sinais. x(n) sinal de entrada, o qual é
processado primeiramente pela transformagéo unitaria T de

dimensBio M, gerando o0s snais uc(n), com
k=01..,M-1. Esses dhas sd0 posteriormente
processados pelos filtros esparsos Gy (z). O vetor

u(n)e CM, contendo as amostras transformadas, é descrito
como
T

u(n) =[up(n) ty(n) Uy ()] (6)

estando relacionado com o vetor de entrada através da
EXPressao
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u(n) =Tx(n), (7)
com
x(n) =[x(n) x(n=1)---x(n—M +D]" . (8)

Definindo-se o vetor de coeficientes g,(n) e cM
vetor contendo o /-iésimo coeficiente de cada subfiltro
esparso, obtém-se
g,(n)=[do,(N) 9y,(N)...9u_1, (n)]T: (=01,...,K-1.(9)

Assim, asaidado filtro y(n) é determinadaa partir dos K
vetores g,(n) , dada por

como o

K-1
y(n) = > u"(n-L)g,(n).

(10)
(=0
O sina deerro e(n) correspondente é entéo
e(n)=d(n)-y(n), (11)

onde d(n) representa o sinal desejado.
A equacdo de atualizag@o dos coeficientes, usando-se o
algoritmo NLMS, é escrita como

g,(n+1) =g,(n)+2uD*e(n)u”(n- /L), ¢=01...,K-1.
(12
Em (12), p caracteriza o passo de adaptagdo e “*” denota o

complexo conjugado.

x(n)

Transformada
T

’ y -
Algoritmo | (£ )e—d(n)
Adaptativo e(n) +

Fig. 1. Diagrama em blocos do agoritmo GSD-LMS.

1. ANALISE
A. Normalizacdo do Passo de Adaptacdo

A operagdo de normalizacdo da poténcia em (12) é
efetuada multiplicando-se 1 pela inversa da matriz diagonal
D. Os elementos dessa matriz sdo as variancias dos sinais

uy (n) , representadas por cﬁ . Assim, aestruturade D é

(13)
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Note que, para implementar o algoritmo GSD-NLMS, é
necessirio se ter o conhecimento das varidncias i para
proceder com a operag@o de normalizagdo. Em nosso caso, a
matriz D é substituida por sua versdo variante no tempo,
denotada por D(n). Essa Ultima matriz, também diagonal,
tem como elementos ciz(n), 0s quais sdo determinados a
partir da seguinte expressao [3]:

) 1 M-l 5
of(m =1 > -k, (14)

w k=0
onde u(n), para i=01...,M -1, representa a i-ésima
amostra transformada, e M, é a dimensdo da janela de
observagdo. Assumindo-se que M, tenha um valor

suficientemente grande, pode-se manipular (14) para
implementé-la de formarecursiva. Assim,

M =—13 Ju -l = 1 Ju e 3 Ju (=P
I MW k=0 I MW I MW k=1 I .
(15)

Assumindo-se M, >1, tem-se a seguinte aproximacao

para (15):

o?(n—1)=i%f|u. (n-k)F;LMfﬁu- (n-k)>. (16)
I Iv'w k=1 I I\/Ik_]' k=1 I

Combinando-se entdo (15) e (16), obtém-se
o2(n) = ?(n-1) +Mi[|ui m[*- c?(n-l)] i=0,1...,M—1.

17)
Finalmente, para prevenir uma possivel divisio por zero na
determinacdo da inversa DY(n), uma prética comum é

adicionar uma constante positiva €, de valor pequeno, a cada

elemento da diagonal. Tal constante & denominada parametro

de regularizagdo. Assim, neste trabalho, tal pardmetro é

também considerado na derivacdo do modelo. Portanto, a

estrutura da matriz de normalizagdo D(n) é
Gé(n) +g - 0

D(n) = (18)

0 o oya(n)+e

B. Comportamento Médio do Vetor de Coeficientes

Definindo-se o vetor g(n)e CK*M de tal forma que ele
contenha todos os coeficientes dos filtros esparsos, tem-se

9(n) =195 (M g{ (n)...gk_1(M]"
O vetor de entradas transformadas ampliado u,(n)e
definido por
uy(m={u"(Mu'(n-L)..u"[n—(K-1L]}". (20)

(19)

(CKXM é

Agora podemos rescrever a expressdo do sinal de saida
dado em (10), como
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y(n) =ug (Mg(n). (21)

Similarmente ao vetor u,(n), podemos também definir o

vetor de entrada ampliado x,,(n) e C**M

X, (n) ={x" (Nx" (n-L)x" [n—(K-DL]}". (22

Desta forma, considerando-se que os sinais transformados

uy (n) estéo vinculados ao sinal de entrada através de (7), os
vetores definidos em (21) e (22) estéo relacionados por

u,(n) =Wx,(n), (23)

onde a matriz W de dimensdo KM xKM esta relacionada

com a matriz de transformagdo T de dimensoM xM
através da seguinte expressdo:

como

T 0O - 0
0 .o

W = : 24
o0 (24
0 - 0T

onde O representaumamatriz nulade dimensdo M xM .
Assim, a equagdo de atualizagdo para o vetor g(n) € dada por

g(n+1) = g(n) + 20D (N[d(n) - y(M]uz(n),  (25)
onde
D O - 0
o . - :
D,(n) = . ol (26)
0 - 0D

Subgtituindo-se (21) em (25), e determinando-se o valor
esperado em ambos os lados da expressdo resultante, tem-se

E[g(n+1)] = E[g(n)] + 2uE[DZ" (N)uz (n)d(n)] |
-2uE[DZ (Nug(nug (M]E[g(n)]

Para determinar os valores esperados de (27), utilizam-se
as seguintes consideraces:

@7

i) g(n) e u,(n) sfo estatisticamente independentes [2],
(41, [5]-

i) D(n) e uy(n)ul(n) sdo processos conjuntamente
estacionarios e D;}(n) tem uma variacdo lenta em
relacdo a u,(n)u] (n). Dessa forma, o Principio da
Média [6] pode ser invocado.

Entdo, para  determinar  E[D;(n)u,(n)ul(n)],
considerase 0 i-ésmo elemento da diagonal da matriz
D, (nuy(nug (n), dado por [u?(m)][c?(n)+e]™, onde,
para fins de implementacao, csiz(n) € obtido a partir de (17).
No entanto, para a modelagem, visando obter expressdes
matematicas mais trataveis, utilizase a forma equivaente
ndo-recursiva [equacdo (15)] para determinar o ciz(n).
Assim, 0 i-ésimo elemento da diagonal é dado por
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U2 (MM, [u?(n) + U (=D +---+u?(n—M,, +1) + M e .

(28)

Em (28), considera-se que o termo com expoente negativo

tem variagdo lenta quando comparado com uiz(n) , permitindo
assim a aplicacdo de (ii), resultando em

E[D;}(nuz(nul (M)] = E[D;}()]E[u (nul (n)]

= E[D;' (MR, - 9

Similarmente, para o valor esperado do outro termo de (27),
tem-se

E[D; (n)u, (nd(n)] = E[D;"(n)]E[ug(n)d(n)]

(30)
= E[D(M]Pyq>

onde R, , = E[uy(n)uz ()] éamatriz de autocorrelagio do

sina de entrada transformado e Pud = E[u;(n)d(n)] € o

vetor de correlagdo cruzada entre o sind de entrada
transformado e o sina desgjado. Substituindo-se (29) e (30)
em (27), obtém-se

E[g(n+1)] ={I - 2uE[DZ (MR, , }E[g(N)]
+ 2UE[D; (N]Pyq-

A derivagdo do momento de primeira ordem de g(n) é
finalmente concluido determinando-se o valor esperado
E[D;}(n)] . Assim, assumindo-se que 0 processo {uiz(n)} tem
uma distribuicdo qui-quadrado com M,, graus de liberdade
[7], o valor esperado procurado é dado por [3]

E[D;(n)] = [diag(Ry, o, )17

__w
(Mw _2)
M

_ o
© My —2 My, —a) R T

(32)

C. Curva de Aprendizagem e Momento de Segunda Ordem do
Vetor de Erro

O vetor de erro nos coeficientes é definido pela expresséo
f(n)=g(n)—g.,, onde g,. € o vaor em regime permanente

do vetor de coeficientes da estrutura em sub-bandas.
Assumindo-se que o algoritmo converge, tal valor é obtido de

(31) fazendo-se lim E[g(n+1)] = lim E[g(n)]=g... Agora,
N—oo N—oo

expressando-se o sinal de erro em fungdo do vetor de erro,
tem-se

e(n) = d(n) - ug (N)f (n) —ug (Ng.. +2(n)
= &, (n) —ug (Nf (),
onde z(n) representa o erro de medicdo, o qual é uma

(33)

varidvel aeatéria i.i.d, com média zero e variancia o2, néo
correlacionada com qualquer outro sinal do sistema; e e, (n)
€ 0 erro de estimagéo, dado por

768

& (N =d(n)-uz(Ma., +2(n). (34)

Elevando-se a0 quadrado ambos os lados de (33), e
caculando-se o0 vaor esperado da expressdo resultante,
tem-se

E[€?(n)] = E[€? (n)] - 2E[&, (n)ug (N)f (n)]

A (35)
+E[f T (nug(nud ()" (n)].

Pelo Principio da Ortogonalidade tem-se que
E[e,(N)u,(n)] =0. Além disso, as variaveis u,(n) e g(n)
sd0 estatisticamente independentes. Entdo, a expressdo da
curva de aprendizagem pode ser escrita como

E[e®()] = &yin —tr{Ry, E[f" (M (M},  (36)

onde e, = E[eg(n)] € 0 minimo erro atingivel em regime
permanente. Note que (36) é completamente determinada se a
matriz de covariancia do vetor de erro K (n) = E[f " (n)f T (n)]
€ conhecida. Paratal fim, podemos subtrair g., de ambos os
lados de (25), determinar o produto externo f'(n)f'(n) e

tomar o valor esperado em ambos os lados da expressio
resultante. Dessa forma, obtém-se

K(n+1) =K (n) - 2uK (R}, , E[D;}(n)]
~ 2uE[D (IR}, K (n) +44°E[ D) |

x{2R} 4 K (MR}, + R [ R K ]}

x E[D; ()] +4u*E[D; (MR}, o E[DL (M)]epin-
37

IV. RESULTADOSDE SIMULAGCAO

Para verificar a precisSo do modelo proposto, sdo
apresentados aguns resultados de simulagdo numérica,
considerando-se um problema de identificacdo de sistema
Assim, consideraremos ent&o dois exemplos. um com sinal de
entrada ndo-correlacionado e outro com um sina
correlacionado, esse Ultimo obtido a partir de um processo
auto-regressivo AR(2), dado por

X(n) = gy x(n—-1) +a,x(n—-2) +v(n), (38

onde v(n) é um sinal branco com variéncia unitaria. Os
coeficientes do modelo auto-regressivo sdo: a =-1,3214 e
a, =0,8500. A dispersio dos autovalores € 305,9. O ruido de
medicido z(n) utilizado tem uma variancia o2 =107
(SNR =40dB). Os outros parametros séo: M =4, K =4,
L=2e M, =32. O comprimento do filtro FIR equivalente,
calculado apartir de (4), ¢ N =10.

A Fig. 2 ilustra a comparagdo entre 0 modelo proposto e 0s
resultados obtidos por simulacdo Monte Carlo (MC),

considerando-se 0 sinal de entrada ndo-correlacionado. A
Fig. 2(a) mostra os coeficientes do primeiro filtro esparso
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(Joo 901 902 903) € a Fig. 2(b) ilustra as curvas de

aprendizagem. A Fig. 3 apresenta 0 mesmo padréo da Fig. 2,
considerando-se agora um sinal de entrada correlacionado.
Em ambos os casos, é observado um bom casamento entre o
model o proposto e os resultados de simulacdo. As Figs. 2(b) e
3(b) ilustram, para fins de comparagdo, as curvas de
aprendizagem obtidas a partir do algoritmo NLMS padrdo.
Dessas figuras, obsarvase, para um sinal de entrada
ndo-correlacionado, que o0 uso de uma estrutura em
sub-bandas néo proporciona qualquer melhora na velocidade
de convergéncia do agoritmo. Entretanto, quando o sina de
entrada € correlacionado, tal estrutura proporciona um
consideravel ganho de velocidade de convergéncia quando
comparada com uma implementacdo FIR naformadireta.

1,4

e

E[g(n+1)]

———e e ]

1000 1500 2000
IteracOes

@

E[e? (n)]

108 :

0 500 1000 1500

IteracOes
(b)

Fig. 2. Comportamento do algoritmo GSD-NMLS para um sina de entrada
branco e p=0,004. (a) Comportamento médio dos coeficientes. (Linha
tracejada preta) simulagdo M C (média de 200 rodadas independentes). (Linha
continua cinza) modelo proposto. (b) Curvas de EQM: (Linhairregular preta)
simulagdo MC; (linha continua cinza) modelo proposto; (linha irregular
cinza) simulacdo MC do agoritmo FIR-NLMS na forma direta apenas para
efeito de comparagéo.
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Fig. 3. Comportamento do algoritmo GSD-NMLS para um sina de entrada
correlacionado e pw=0,004 . (a) Comportamento médio dos coeficientes.

(Linhatracejada preta) smulagdo MC (média de 200 rodadas independentes).
(Linha continua cinza) modelo proposto. (b) Curvas de EQM: (Linha
irregular preta) simulagdo MC; (linha continua cinza) modelo proposto;
(linha irregular cinza) smulagdo MC do agoritmo FIR-NLMS na forma
direta apenas para efeito de comparagéo.

V. CONCLUSOES

Este trabalho apresentou uma andlise estatistica do
algoritmo GSD-NLMS. Tal andlise é independente da ordem
do filtro adaptativo como também do tipo de transformacdo
ortogonal utilizada. S8o propostos model os analiticos para os
momentos de primeira e segunda ordens do vetor de
coeficientes dos filtros adaptativos, considerando-se a
hipétese de adaptacdo lenta. No modelo desenvolvido, €
também levado em conta o parémetro de regularizacdo que
evita a divisdo por zero na operagdo de normalizagcdo de
poténcia do algoritmo.
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