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Discriminante minimo de subcorpos de @((,r)

Cétia Regina de Oliveira Quilles e Antonio Aparecido de Andrade

Resumo—No presente trabalho apresentamos o calculo do
discriminante de subcorpos de Q((,r), usando caracteres de
Dirichlet e seus condutores, e encontramos alguns discriminantes
minimos. Com isto podemos obter reticulados com empacota-
mentos mais densos. Neste sentido, apresentamos o conceito de
reticulado, empacotamento e suas propriedades.
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Abstract—1In this work we present the computing of the
discriminant of subfields of Q((,~), by using Dirichlet characters
and their conductors, and we find some minimum discriminants.
With this, we can obtain lattices with dense packings. In this
sense, we present the concept of lattice, packing, and their
proprieties.
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I. INTRODUCAO

Os reticulados tem se mostrado bastante tteis na teoria das
comunicagdes. Contudo os reticulados de maior interesse sdo
aqueles com maior densidade de empacotamento, e o calculo
do discriminante minimo pode ser utilizado nesta busca.
Encontrar um corpo de ndmeros de um grau previamente
determinado e discriminante minimo € um problema cléssico
e as poucas solu¢des que se conhecem sdo para corpos de
grau baixo. A solucdo para tal problema tem implicacdes
imediatas em outras dreas do conhecimento, especialmente
na teoria da informagdo, quando se constréi codificadores de
fontes baseados em reticulados algébricos [1]. Neste trabalho
apresentamos algumas formas para o célculo do discriminante
minimo de subcorpos de Q((,r), com p um primo fmpar e
7 um inteiro positivo, e encontramos alguns discriminantes
minimos [2]. Deste modo, na Se¢do II faremos um estudo
de caracteres de Dirichlet e suas propriedades. Na Secdo III,
veremos algumas propriedades de caracteres de Dirichlet tendo
por condutor uma poténcia de primo. Na Se¢do IV, veremos
o célculo de alguns discriminantes usando os caracteres de
Dirichlet. Na Secdo V, veremos condi¢des para o célculo
do discriminante minimo para certos corpos numéricos. Na
Secdo VI, apresentamos a definicio de reticulados e suas
principais propriedades. Na Secdo VII, veremos reticulados
via corpos numéricos e a forma da densidade de centro usando
o discriminante. Na Secao VIII, daremos nossas conclusdes.

II. CARACTERES DE DIRICHLET
Nesta se¢@o apresentamos os caracteres de Dirichlet, seus
condutores e algumas propriedades, que serdo tteis para o
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cdlculo do discriminante dos subcorpos de Q((,~). Esses car-
acteres descrevem parte da aritmética de um corpo abeliano e
mostram que qualquer grupo abeliano finito pode ser analisado
como um subgrupo de um grupo de Galois de um corpo
ciclotdmico Q(¢y,).-

Definigdo I1.1: Sejam G um grupo, K um corpo e K*
o grupo multiplicativo dos elementos inversiveis de K. Um
homomorfismo de grupos o : G — K* é chamado de caracter
de G em K.

Observagdo I1.1: O conjunto dos caracteres forma um
grupo.

Defini¢do 11.2: Um homomorfismo x : (Z/nZ)* — C*
multiplicativo é chamado de um caracter de Dirichlet.

Observagdo 11.2: Um caracter de Dirichlet médulo 7 € uma
funcdo x que satisfaz as seguintes propriedades:

D x(1) =1,

2) x(a) = x(a + n), para todo a inteiro positivo,

3) x(ma) = x(m)x(a), para quaisquer m ea inteiros
positivos,

4) x(a) =0, para todo a tal que mdc(a,n) # 1.

Observagdo I1.3: Sejam n e m inteiros positivos. Se n|m,
entdo o caracter x : (Z/nZ)* — (C)* induz um ho-
momorfismo X : (Z/mZ)* — (C)*, via a composicio
com o homomorfismo candnico sobrejetor 6 : (Z/mZ)* —
(Z/nZ)*.

Definicdo 11.3: Seja x um caracter de Dirichlet. Definimos
o condutor de x e denotamos por f,, o menor valor de n que
satisfaca a condi¢@o 2 da Observacdo I1.2.

Exemplo I.1: Seja G = (Z/10Z)* = {1,3,7,9}. O grupo
de caracteres de Dirichlet de G é {xo, x1, X2, X3} € podemos
descrevé-los através da seguinte tabela:

Xo | X1 | X2 | X3
1 1 1 1 1
3 1 1 -1 ] -1
7 1 -1 1 -1
9 1 -1 ] -1 1
fx 1 5 5 5

Os caracteres X1, x2 € X3 podem ser definidos médulo 5, pois
xi(a +5) = xi(a), para todo a e i = 1,2,3. Assim, como
5 é o minimo que isso ocorre, segue que o condutor de x; é
fro =5,1=1,2,3.

Teorema II.1: [3] Seja x um caracter de Dirichlet definido
moédulo m. Se n|m, entdo o condutor de x é n se, e somente
se, quando mdc(a,m) =1 e a = 1(mod n), x(a) = 1.

Definigcdo 11.4: Um caracter de Dirichlet definido médulo o
seu condutor é chamado caracter primitivo.

Observagado 11.4:

1) A vantagem de usarmos caracteres de Dirichlet primi-

tivos é evidente quando tomamos um produto de varios
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caracteres com vdrios condutores, pois o médulo de
definicdo cresce rapidamente.

2) Algumas vezes € vantajoso pensar nos caracteres de
Dirichlet como os caracteres dos grupos de Galois de
corpos ciclotomicos. Se identificarmos Gal(Q(¢,)/Q)
com (Z/nZ)*, entdo o caracter de Dirichlet médulo n
¢ um caracter de Galois.

Definigdo I1.5: Sejam x um caracter de Dirichlet do grupo
de Galois Gal(Q(¢,)/Q) e K o corpo fixo do nicleo de .
O corpo K é chamado corpo associado a Y.

Observagdo 11.5:

1) O corpo K associado a x é um subcorpo de Q(¢), €
se n é o menor valor, entdo n € o condutor de x.

2) O corpo K depende somente de Y.

3) Se X é um grupo finito de caracteres de Dirichlet
e mme(fy,) = n, onde x; € X, entio X ¢ um
subgrupo do grupo dos caracteres de Dirichlet. Sejam
H a interseccdo dos nucleos destes caracteres e K o
corpo fixado por H. Assim, K € o corpo associado a X.
Além disso, como X ¢ isomorfo a Gal(K/Q), o grau
de K/Q é igual a ordem de Y.

Exemplo 11.2: Se X é o grupo de caracteres de (Z/mZ)*

satisfazendo y(—1) = 1, entdo a conjugagdo complexa

(Cn — ;1) estd no nicleo de cada y; € X. O corpo K
associado a X é Q((, +¢; 1), que é o subcorpo maximal real
de Q(¢,). Analogamente se y é um caracter, entdo K é real
se, e somente se, x(—1) = 1.

Exemplo I1.3: Consideremos o grupo G = (Z/12Z)* =
{1,5,7,11}. O grupo de caracteres de Dirichlet associado a
G é X = {x0, X1, X2, x3} € podemos descrevé-los pela tabela
abaixo:

Xo | X1 | X2 | X3
1 1 1 1 1 | oq
5 1 1 |-1|-1] o3
7=-5 1| -1]-1 1 | o7
=11 | -1 ] 1 |-1]|on
Ix 1 4 12| 3
Os subgrupos multiplicativos do grupo de Galois sdo:
Hy ={o1} Hy, ={o1,05}
Hy = {01,011} Hsz={01,07}
H,=G.

Assim, temos que Ky = Q((12) = Q(V-3)Q(v/-1) ¢
fixado por Hy, K; € fixado por H; e os caracteres associados
sdo {xo0,x1}, logo K; tem condutor 4, e segue que K; =
Q(¢) = Q(v/—1). Ky ¢é fixado por Hs, e os caracteres
associados sdo {xo, X2}, logo Ky tem condutor 12, e segue
que Ko = Q((12) = Q(V3). O fato que x2(—1) = 1
informa que Ky € o subcorpo real. K3 é fixado por Hs e
os caracteres associados s&o {xo, x3}, logo K3 tem condutor
3 e dai K3 = Q(¢3) = Q(v/-3), e Q é fixado por G.

Proposicdo I1.1: [3] Se G é um grupo abeliano finito e G
€ o grupo dos homomorfismos multiplicativos de G' em C*,
entdo G ¢ isomorfo a G e G é isomorfo a G.

Proposicdo I1.2: [3] Se H é um subgrupo de G e H =
{x € G : x(h) = 1, Vh € H}, entio H+ é isomorfo a
(G/H), H é isomorfo a G/H ¢ (H+)+ = H.
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III. CARACTERES DE DIRICHLET MODULO p”

Nesta secdo apresentamos algumas propriedades particu-
lares dos caracteres com condutores poténcia de primo.

Sejam g um inteiro tal que g = g(mod p”) é um gerador do
grupo (Z/p"Z)* e x um caracter de Dirichlet. Assim existem
(p—1)p"~1 caracteres de Dirichlet definidos sobre (Z/p"Z)*,
uma vez que (Z/p"Z)* tem ordem (p—1)p" 1 e tais caracteres
sdao completamente determinados pela imagem de g. Por outro
lado, pelo Teorema II.1, temos que

r—1

L= x(I) = x(g@=Dr ") = x(g) ="
Logo x(g) é uma raiz (p—1)p"~! - ésima da unidade. Assim,
dado um caracter de Dirichlet médulo p”, existe um inteiro 4,
onde 0 < i < (p—1)p"—%, tal que x(g) = Cfp_l)p,.,l. Como
existem (p — 1)p"~! caracteres e (p — 1)p"~! possibilidades
para ¢, concluimos que todos os caracteres definidos médulo
p” sdo da forma

X’L(g) = C(ipfl)pT—la
parai=0,1,---,(p—1)p L.
Teorema II1.2: [4] Se i é um inteiro tal que 0 < ¢ < (p —

1)p"~1, entdo o condutor f,, de x; é p"~7 se, e somente se,
p’ = mdc(i,p").

IV. CALCULO DO DISCRIMINANTE

Nesta secdo apresentamos o valor do discriminante de um
corpo de nimeros K, contido em uma extensao ciclotdomica
do tipo Q({pr).

Definicdo 1V.6: Sejam L uma extensdo de um corpo K,
onde K € finito ou tem caracteristica zero. Sejam o1, ...,0,
os distintos K-isomorfismos de IL sobre K. Definimos o
discriminante de K sobre IL por

D(ay, ... ay) = det(oi(a;))? #0.
Teorema 1V.3: [3] (Férmula do condutor discriminante) Se
K € o corpo de nimeros associado ao grupo X de caracteres
de Dirichlet, entdo o discriminante de K é dado por

D(K/Q) = (1) ] £«
x€eX
onde 7y € a metade do nimero de automorfismos complexos
de K.

Lema IV.1: [4] Se g € um inteiro tal que § = g(mod p")
¢ o gerador do grupo multiplicativo (Z/p"Z)*, onde p é um
nimero primo fmpar e 7 um inteiro positivo, entdo, para todo
0 < j <7, temos que g°¥ = 1(mod p’) se, e somente se,
k= 0(mod (p—1)p’~1)

Sejam p um primo impar, r um inteiro positivo e K um
subcorpo de Q({,r). Como o grau de K sobre QQ € um divisor
de (p — 1)p"~1, segue que [K : Q] = up’, onde u é um
divisor de (p —1) e 0 < j < r — 1. Sejam H o subgrupo
de Galois Gal(Q(¢,r)/Q) isomorfo a (Z/p"Z)*que fixa K e
Xk o grupo d(is caracteres associados a K, isto é, o conjunto
{x € (Z/prZ) tal que x(i) = 1, para todo i € H}.

Teorema 1V4: [4] Se K é um subcorpo de Q({,r) com [K:
Q] = upj , onde p é um primo impar, r um inteiro positivo, u
um divisor de (p—1) e 0 < j <r — 1, entdo

ID(K/Q)| = pPe,
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. j+1
onde 3(,,j) = ul(j +2)p — P75 — L
Coroldrio IV.1: [4] O discriminante do corpo ciclotdomico
Q(¢pr), onde p é um primo fmpar e  um inteiro positivo é
dado por
[D(Q(¢pr)/Q)| = pPar-,

onde B 1) = (p—D[(r+1)p"~" — %] - L

Coroldrio IV.2: [4] Se K é um subcorpo de Q((,), onde p
€ um primo impar, entdo o discriminante de K é dado por

1D(Q(¢)/Q)| = pa-T,

Coroldrio IV.3: [4] Se K C Q(({p-) ¢ uma cubica, entdo
D(K/Q) = p* se p # 3 ou D(K/Q) = 81 se p = 3.

Exemplo IV4: Se n = 32, entdo o grupo G tem ordem
(p—1p~—t =23 =6 e é dado por G = (Z/9Z)* =
{1,2,4,5,7,8}. O grupo de Galois de Q((o) sobre Q é
G = {01,02,04,05,07,08}. Caracterizamos o grupo G pela
tabela :

Xo | X1 | X2 | X3 | X4 | X5
20=11]1 1 1 1 1 1 | o1
2'=2 11 [ ¢ |G| -1 ]G [¢ o
=41 G| |1 [@[&][o
22=8]1[-1]1]-1 1 | -1 | os
A N AN A
2=5|11¢ e | -1 21 G | os

fs 1 3 (323 3] 3

Os subgrupos multiplicativos do grupo de Galois sdo:
Hy = {01} Hy ={01,04,07}

Hy ={01,08} H3z=G={01,02,04,08,07,05}.
Assim, temos que Ko = Q((o) € fixado por Hy, K; é fixado
por Hy, K € fixado por Hy e Q € fixado por GG. Dessa forma
os caracteres associados a Ko sdo Hi- = G, a K, sio Hi- =
{x0: X2, xa}, a Kz sd0 Hy" = {x0, x3} e a Qsdo H3" = {xo}.
Agora, para K; temos que [K; : Q] = 3, logo nas condi¢des do
Teorema IV.4 temos que u = 1 e j = 1. Assim |D(K;/Q)| =
300, onde By = (33— ¥51) —1=(9-4) —1 =4
Portanto |D(K;/Q)| = 3%. Analogamente para Ky temos que
K2 : Q] = 2, logo novamente nas condi¢des do Teorema IV.4
temos que u = 2 e j = 0 e segue que |D(Ky/Q)| = 350,
onde Bz = 2(31—-2)—-1=2-1 1. Portanto
|ID(K3/Q)| = 3. Para Ky = Q((9) podemos aplicar o
Coroldrio TV.1 e assim segue que |D(Kq/Q)| = 3.1, onde

Exemplo IV.5: Sejam n = 3% e o grupo (Z/27Z)*
{1,2,4,5,7,8,10,11,13, 14, 16, 17, 19, 20, 22, 23, 25, 26 ).
grupo de Galois de Q((a7) sobre Q é dado por
G ={01,02,04,05,07,08,010,011, 013,014,016, 017, 019,
020,022, 023, 025, 026 +. Caracterizamos o grupo G pela Tabela
abaixo.

Os subgrupos multiplicativos do grupo de Galois sdo:
Hy={01},H, = {01,026}, Hy = {01,010,0190},

H3z = {01,08,010,02,019,017},

Hy ={01,04,016,010,013,025,019,022,07} € Hs = G
Assim, temos que Ky = Q((a7) é fixado por Hy, K; é fixado
por Hy, K, € fixado por Hs, K, € fixado por Hy e Q é fixado
por G. Dessa forma os caracteres associados a Ko sdo Hy =
G, a Ky sdo Hi" = {x0, X2, X4> X65 X8 X105 X12, X14, X16 }
a Ky sdo Hs- = {x0, X3, X6, X9, X12, X15}» @ K3 sdo H3"
{X07X67X12}’ a K4 sao ]T[4L = {X(),Xg,} € a Q sao ]T[5L
{X0}. Agora, para K; temos que [K; : Q] = 9 = 32, logo
nas condi¢des do Teorema IV.4 temos que u = 1 e j = 2.
Assim segue que |D(K;/Q)| = 3%, onde (1 ,2) = (4.3% —
337’1) — 1 = 22. Portanto |D(K;/Q)| = 3%2. Para Ky temos
que [Ky : Q] = 6 = 2.3, logo nas condi¢des do Teorema IV.4
temos que u = 2 e j = 1. Assim |D(K2/Q)| = 3%z, onde
By = 2(3.3 — £x1) —1 = 9. Portanto |D(K,/Q)| = 3°.
Analogamente para K3 temos que [K3 : Q] = 3, logo u =
lej =1, e assim segue que |D(K3/Q)| = 311, onde
By = (3.3 — 322—_1) — 1 = 4. Finalmente, para K4 temos
que Ky : Q] = 2, logo u = 2 e j = 0, e assim segue que
|D(K4/Q)| = 3%, onde o0 = 2(2—-37) -1 =1
Portanto |D(K4/Q)| = 3. Para Ko = Q({27) podemos aplicar
o Coroldrio IV.1 e assim segue que | D(Ko/Q)| = 3%1.2), onde
Bz = 2(4.9 — 3=1) — 1 =2(36 — 13) — 1 = 45. Portanto
|D(Ko/Q)| = 3*.

Coroldrio IV.4: O discriminante do subcorpo maximal real
K = Q(¢pr + ') do corpo Q(¢pr) é dado por

IDK/Q)| = p*7*

onde Bip-1 = 5((r+1)(p—1)p" ! —p" —1).

Exemplo IV.6: Para n = 32, o discriminante do subcorpo
K = Q(¢o + (o) do corpo Q(Co) € dado por |D(K/Q)| =
3Fam, onde B11) = 5(3.2.3-9—1) = 3(18—10) = 1(8)

o

;r—1)
)

2_ _ a4
Ban =233-35) ~1=29—4)—1 = 9. Portanto 4. Portanto [D(K/Q)| = 3%.
[D(Ko/Q)| = 9.

5 X0 X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10 X11 X12 X13 X14 X15 X16 X17

2Y=1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2T =2 1 Cis | <is | s | <Is | B | <Be | <Ts | c18® 1 ¢1810 [ ¢casTT [ ¢18T2 | ¢18T3 | ¢18T® [ ¢18T5 | ¢18T6 | ¢18T7
- [ G lage [ s [ laplag lage [ g8 [ 1 ] & Gy [ 4@ < ai [ af [ g8 | g8
27 =38 ! 34 ¢fq -1 Gz | R | ¢?e | <P 1 1% <18 ! ¢? ¢fg -1 iz 12
2T =16 | cis | <P cf g | <Is 45158 3 <§14 ! 5 fs 3 s s 134 ¢ig i
25 = 5 1 33 Y T | 3 [ s [ 42 | ¢ 5 1 S 18 33 ¢ 3 s < a8
25 =10 1 33 ¢12 1 e | ¢z 1 S | ¢2 1 ¢ ¢12 1 ¢§ ¢12 1 ¥ i3
27 =20 Ui [ [ [ 8 [egk | <Fe [ I8 | ¢F 1 3 is 3 <18 Py 35 R ¢ia
2¥=13 | 1 [ c¥a [ R | P [ G4s [ Cfa | GI& [ ¢Fu | GR [ 1 3 <R <t S <ia BH i iR
29 = 26 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
e0=25 | 1 e [ T qf [ e [ [ g [GR T ¢f L LgR [y [agg [ ¢ qa [ ¢ g | s
2i=23 [ v o [ [GR [ ¢ [as [GF [ Fe | gf [ 1 [ ¢ o g ¢ Tx g g s
22 =10 | 1 [ ¢z | By ! g | <Bs | g | ¢§ ! i $g I iz fg I iz ¥
211 | 1 | o8 | B | o | s | ik | <0 | <is | <id [ S L az < cis a8 iR <Ts
2M—22 | 1 [ g [ R [ ¢fa [ G [ 18 [ 48 | ¢fs | ¢ ! i i b 3 34 g 3 ¢ig
215 =17 1 12 | ¢qz -1 S | ¢y 1 ¢ ¢z 1 ¢ s 1 12 ¢1z -1 ¢§ s
2116 =7 [ af [l c%z 3 Z % cﬁfg s ci ! <18 c(“ iz <18 5 ¢® '312‘ ¢is
217 =14 1 Gl T8 T de ¢ g [ ¢ ¢ 12 1 ¢ g ¢$ [&; ¢is ¢ I3 18

Frs 1 33 33 32 33 33 32 33 33 3 33 33 32 35 33 32 35 33
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Exemplo IV.7: Para n = 33, o discriminante do subcorpo
K=Q(lr+ <2_71) do corpo Q({27) é dado por |D(K/Q)| =
3%a2), onde B0 = 3(4.29 — 27— 1) = 1(44) = 22.
Portanto |D(K/Q)| = 3%2.

V. DISCRIMINANTE MINIMO

Nesta secdo apresentamos alguns resultados para o célculo
do discriminante minimo de subcorpos de Q({pr).

Proposicdo V.3: [2] Se K é um corpo de nimeros abeliano
com [K : Q] = p primo, entdo o discriminante minimo de K
é o menor valor entre p>(*~1) e (kp+1)P~', onde k é inteiro
positivo e (kp + 1) é primo.

Exemplo V.8: O discriminante minimo de uma cubica ga-
loisiana € 49.

Teorema V.5: [2] Se K € um corpo de niimeros de condutor
p<, entdo

o [K:Q]
L <I D(K/Q) |< pr(EQ-D),

Teorema V.6: [2] Se K € um corpo de niimeros de condutor
p<, entdo

pa(l—l/p)[K:@] <| D(K/Q) |< pa([K:@]—l).

VI. RETICULADOS

Nesta sec¢@o apresentamos as defini¢des de reticulado, empa-
cotamento esférico, densidade de empacotamento, densidade
de centro e homomorfismo candnico. Através do homomor-
fismo candnico, obtemos um método para gerar reticulados
no R™. Os reticulados obtidos desta maneira dependem dire-
tamente do anel de inteiros do corpo de nimeros. Lembramos
que os reticulados de maior interesse sdo aqueles com maior
densidade de empacotamento.

Definicdo VI.7: Seja V' um espaco vetorial de dimensdo
finita n sobre um corpo K, A C K um anel e vy, -+, vy,
vetores de V' linearmente independentes sobre K, com m < n.
Chama-se reticulado com base 3 = {vy, -, v, } a0 conjunto
de elementos de V' da forma

m
{x = Zaivi,com a; € A} ,

i=1
que serd denotado por Hg.
Definicdo VI.8: Seja Hg C R™ um reticulado, com Z-base

8 ={v1, -+, vm}. O conjunto
n
’Pg:{xER”:x:ZAivi,OS)\i<1},
i=1
€ chamado de regido fundamental de Hg, com relacdo a base
{v1," -, Um }
Se Hg é um reticulado com base 8 = {vi,- -, v} ¢
se {e1, -, e,} sdo elementos quaisquer de Hg, entdo e; =
n

Z ai;vj, com a;; € Z. Temos que uma condi¢do necessaria
=1
é suficiente para que {e1, - - -, €,,} seja uma base de Hz é que
det(a;;) seja um elemento inversivel de Z.

Exemplo VI.9: Hz = Z? é um reticulado gerado pelos
vetores e; = (1,0) e ex = (0,1) com regido fundamental
descrita na figura abaixo.
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Defini¢do VI.9: Um subconjunto H do R™ ¢ discreto se
para qualquer subconjunto compacto K do R”, tivermos que
‘HNK finito.

Exemplo VI.10: Z™ é um exemplo de subconjunto discreto
do R™.

O préximo teorema afirma que um reticulado é gerado sobre
Z por uma base do R”.

Teorema VI.7: [5] Se H é um subgrupo discreto do R",
entdo H € gerado como um Z-mddulo por r vetores linear-
mente independentes sobre R, com r < n.

Observagdo VI.6: Do Teorema VI.7 segue que qualquer
subgrupo discreto do R™ é um reticulado.

Definicdo VL.10: Seja 'H C R™ um reticulado, 8 =
{v1,-+,v,} uma base de H e P, a regido fundamental. Se
v; = (Vi1 +,Vin) , para ¢ = 1,---, n, definimos o volume
da regido fundamental P3 como o médulo do determinante da
matriz

V11 V12 Vin
V21 V22 V2n
Un1 Un2 Unn

Proposigcdo VI4: [6] O volume da regido fundamental
Vol(Ps) independe da base 3 de H.

Observamos que, sendo ﬁ/ uma outra base de Hg, segue
que Vol(Hg) = Vol(H 4 ), pois 3 e 3" diferem pelo produto
de uma matriz inversivel com entradas inteiras. Dessa forma,
faz sentido definir o volume de Hg como sendo o volume de
uma regido fundamental.

Definigdo VI.11:

1) Um empacotamento esférico, ou simplesmente um em-
pacotamento no R", é uma distribuicdo de esferas de
mesmo raio no R™ de forma que a interse¢do de quais-
quer duas esferas tenha no maximo um ponto. Pode-
se descrever um empacotamento indicando apenas o
conjunto dos centros das esferas e o raio.

2) Um empacotamento reticulado é um empacotamento em
que o conjunto dos centros das esferas formam um
reticuldo Hg de R™.

3) Dado um empacotamento no R™, associado a um reticu-
lado Hg, com p = {vy,---,v,} uma Z-base, definimos
a densidade de empacotamento como sendo a propor¢ao
do espaco R™ coberto pela unido das esferas.
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Estamos interessados no empacotamento associado a um
reticulado Hg em que as esferas tenham raio maximo.
Para a determinacdo deste raio, observe que fixado k£ > 0,
a intersecdo do conjunto compacto {z € R";|z| < k}
com o reticulado Hg € um conjunto finito, de onde segue
que o nimero Hg,, = min{|A\;A € Hg, A #0 } estd
bem definido e (Hg,,,, )> é chamado de norma minima.
Observamos que p = % € o maior raio para o qual é
possivel distribuir esferas centradas nos pontos de Hg e obter
um empacotamento. Dessa forma, estudar os empacotamentos
reticulados equivale ao estudo dos reticulados.

Denotando por B(p) a esfera com centro na origem e raio
p, temos que a densidade de empacotamento de Hg € dada
por

A(Hz) = volume da regido (;S)berta pelas esferas _
volume da regido fundamental
_ Vol(p)) _ VolB1)p"
VOI(Hg) VO](’Hg)

Portanto, o problema se reduz ao estudo de um outro
parimetro, chamado densidade de centro, que € dado por
— _p"
0(Hp) = Vol(#,z)
Exemplo VL11: Se Hg = Z* com base (1,0) e (0,2),
temos que p = 1/2, Vol(B(1)) = 7, o volume do reticulado

Vol(Hg) = 2, a densidade de empacotamento é
A(Hg) = VO]<B(1)>‘7VOIP(H[,) =it =%

e a densidade de centro é 6(Hg) = 1/8.

VII. RETICULADOS VIA CORPOS DE NUMEROS

Nesta secdo descrevemos o método de Minkowiski, para a
geragdo de reticulados via ideais de corpos de niimeros.

Sejam K um corpo de nimeros e n seu grau. Temos que
existem n monomorfismos distintos o; : K — C, pois o
polindmio minimal de um elemento primitivo de K sobre Q
tem somente n raizes em C. Se 0;(K) C R diz-se que o; é
real, caso contrdrio, o; € dito imagindrio. Quando todos os
monomorfismos sdo reais diz-se que K é um corpo totalmente
real e quando os monomorfismos sdo todos imaginarios diz-se
que K é um corpo totalmente imagindrio. Se o : C — C é
a conjugacdo complexa, entdo para todo ¢ = 1,...,n, temos
que a o 0; = 0y, para algum 1 < k < n, e que 0; = oy
se, e somente se, 0;(K) C R. Assim, usando 7 para denotar
o numero de indices, tal que 0;(K) C R, podemos ordenar
os monomorfismos o1, ...,0, de tal modo que oy,...,0.,
sejam os monomorfismos reais € que 0y, 4r,4+i = Opy 44, Para
i=1,...,7r2. Entdo n —r; € um ndmero par, assim podemos
escrever 1 + 2ro = n. Dai, para cada x € K, temos que o
homomorfismo oy, : K — R"™ definido por

op(z) = (01(2), ..., 00 +ry(x)) € R™ X R?"2,

€ um homomorfismo injetivo de anéis, chamado de homomor-
fismo candnico de K em R™ x R2™2. Geralmente identificamos
R"™ x R?™2 com R", e este homomorfismo pode também ser
visto como

Uk(x) = (Jl (x)v o ROy 4y (x)» SOy 41, (x))7
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onde as notacdes R(x) e J(x) representam as partes real e
imagindria do nimero complexo x, respectivamente.

Uma das aplicagdes deste homomorfismo é a geracdo de
reticulados no R™, onde os principais pardmetros podem ser
obtidos via teoria algébrica dos numeros, através de pro-
priedades herdadas de K. Isto pode ser visto de maneira formal
nos resultados que seguem.

Proposigcdo VILS: [5] Seja K um corpo de nimeros de grau
n. Se M C K é um Z-mddulo livre de posto n e se (z;)1<j<n
¢ uma Z-base de M, entdo o (M) é um reticulado no R™, com
volume dado por

Vol(or(M)) =277 | _det (0(wr))l.

Definicdo VIL12: Sejam K um corpo de nimeros de grau
finito n e Ix(A) o seu anel de inteiros. A norma de um ideal
A do anel Ix(A) é definida como N(A) = #Ix(A)/A.

Proposicdo VIL.6: [5] Seja K um corpo de nimeros de grau
n. Sejam Dy o discriminante de K, Ix(A) o anel dos inteiros
de K e A um ideal ndo nulo de Ix(A). Entdo, o, (Ix(A4)) e
ok (A) sdo reticulados, com respectivos volumes,

Vol(or(Ix(A))) =27"2[Dg|* e
Vol(o(A)) = 2772| Dg |2 N (A),

onde ry é o nimero de monomorfismos imagindrios.
Como conseqiiéncia das Proposi¢des VII.5 e VII.6, temos
que a densidade de centro destes reticulados é dada por

_ 27(p(or(A)))"
(ok(A)) = DeN(A)

Exemplo VIL12: Seja o corpo ciclotdmico Q((g). Temos
que o seu grau é 6, K = Q((o+(y ') tem grau 3 e Z[(o+Cy ']
Pelo Corolario IV.3 temos que o discriminante de K é 81
e assim a densidade de centro de o (Ix(Z[a])) é igual a
0,041667. Para dimensao 3, o reticulado conhecido com maior
densidade de centro é da familia dos laminados, cuja densidade
de centro é 0, 17678. Deste modo, do ponto de vista do empa-
cotamento esférico este reticulado nio tem bom desempenho.
Entretanto, tomando o ideal principal A = (2—a) temos que a
densidade de centro do reticulado oy (Ix(.A)) é igual a 0,125,
superando a densidade de centro do reticulado oy (Ix (Z[a])),
mas muito distante da densidade de centro de As.

VIII. CONCLUSOES

Neste trabalho apresentamos o estudo do célculo de dis-
criminante de subcorpos de Q((,r), alguns resultados para
a obtencdo de discriminante minimo de seus subcorpos e a
conexdo desses resultados com a teoria da informagdo. Esta
conexao estd fundamentada na busca de reticulados algébricos,
com boa densidade de centro, obtidos via homomorfismo
de Minkowisk. Uma vez que a férmula da densidade de
centro de tais reticulados envolve o discriminante de um
corpo de nimeros, o objetivo principal deste trabalho foi de
dar condi¢Ges para a obtencdo de corpos com discriminante
minimo.
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