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Construcao de Constelacoes de Sinais Hiperbdlicas a
partir das Tesselacoes Regulares do Tipo

{129

6,3}

Mercio Botelho Faria, Mario José de Souza, Reginaldo Palazzo Jr. e Marcelo Firer

Resumo— Neste trabalho apresentamos uma con-
strugao de constelagoes de sinais hiperbdlicas a partir
de tesselagdes regulares do tipo {12g9— 6,3} bem como
a contagem do nimero de vértices de uma constelagao

{p,a}, com p=12g—6e q=3.

Palavras- Chave— Constelagoes hiperbdlicas, superfi-
cie de Riemann, tesselagoes regulares, género da super-
ficie.

Abstract—In this paper we present a procedure
for the construction of hyperbolic signal constellations
from regular tessellations of the type {12g—6,3} as well
as a procedure of counting the number of vertices of
the aforementioned constellation.

Keywords— Hyperbolic constellations, Riemann sur-
faces, regular tessellations, genus of a surface.

I. INTRODUGAO

Um dos principais objetivos em projetos de sistemas
de comunicacoes digitais é a busca por constelacoes de
sinais que apresentem o melhor desempenho em termos
da probabilidade de erro, como critério de otimalidade
a ser utilizado, quando comparadas com qualquer outra
constelagao de sinais em espagos de curvatura constante
negativa. Existem vérios trabalhos que versam sobre a
construgdo de constelagoes hiperbdlicas como [12], [4],
[5], [1] e [6]. Em [12], Lazari propde a construgdo de
constelagdes de sinais geometricamente uniformes [10] no
plano hiperbdlico através do processo de construgao de
cadeias de partigdes geometricamente uniformes a partir
do grupo de isometrias do octégono, dominio fundamen-
tal da tesselacdo {8,8} e do grupo de isometrias do p-
dgono da tesselacao {p,3}. Em um trabalho pioneiro no
contexto da teoria de comunicagoes e projeto de sistema de
comunicagoes, Brandani [4] exp6e um importante subcon-
junto das tesselagoes, as auto-duais, que sao as tesselagoes
{p,q} tais que p= . Estas tesselacoes geram os g-toros
a partir de simples orientacoes. Embora neste trabalho
nao seja explorado os aspectos de teoria de superficies
e suas possiveis relagoes com sistemas de comunicagoes,
[4] j&4 aponta nesta direcdo. Uma modelagem de super-
ficies compactas de género g > 2, no plano hiperbdlico
pode ser vista em [5]. Estas superficies sdo obtidas a
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partir de poligonos regulares de 4g arestas, onde g é o
género da superficie. Tesselagoes auto-duais {4g,4g} no
plano hiperbdlico sao consideradas, de modo que uma
relagdo entre os aspectos de teoria de superficies com
sistemas de comunicacoes é estabelecida. Agustini em [1]
apresenta um estudo analitico das superficies de género
g > 2 localmente isométricas a H? obtidas por quocientes
de gupos fuchsianos [11]. Também demonstra que para
um g-toro, g > 2, dado pelo quociente %27 em que G
é uma regiao fundamental poligonal regular, e com a
condicao de que G tenha um numero par de geradores, o
grupo triangulo Tp gerado pelas reflexdes sobre o triangulo
hiperbélico A de angulos internos %, 7 e 2% gera uma
constelagdo C de sinais geometricamente uniformes sobre
o g-toro com cardinalidade 8g. Em [6] Cavalcante analisa
o desempenho de constelacoes de sinais geometricamente
uniformes provenientes de tesselagoes em espagos bidimen-
sionais com curvatura seccional constante, K. Verifica que
as constelagoes de sinais em espacos com K < 0 apresentam
os melhores desempenhos em termos da probabilidade de
erro quando comparadas com as constelacoes de sinais em
espagos com K > 0. Bavard em [2] mostra que as tesselagoes
do tipo {12g—6,3} apresentam densidade de empacota-
mento étima, isto é, estas tesselagoes tendem a ser mais
densas que as constelagoes apresentadas anteriormente.
Com relagao as constelagoes auto-duais apresentadas em
[12], [5] e [1] e aquela gerada pelo grupo triangulo gerado
pelas reflexoes sobre o tridngulo hiperbdlico A de angulos
internos 7, § e 4%, cuja cardinalidade é 8g, observamos
que nossas conste?agées apresentam cardinalidade maior,
qualquer que seja o género g.

Observamos que as constelacoes obtidas a partir das
tesselagoes {12g— 6,3} tendem a ser mais densas que as
constelagoes apresentadas nos trabalhos supracitados.

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira: na
secao II propomos a construcao de constelacoes de sinais
a partir de tesselagbes do tipo {129—6,3}. Para isso,
inicialmente, apresentamos um emparelhamento de arestas
de um poligono Py com 129 — 6 arestas e angulos internos
iguais a %", representando uma superficie de Riemann
compacta orientdavel de género g. Este poligono fornece
uma tesselagio do tipo {12g— 6,3} . Considerando os bari-
centros desses poligonos temos uma constelagao de sinais
geometricamente uniforme. Na secao I11, descrevemos uma
maneira de contar o numero de poligonos de uma conste-



XXII SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICACOES - SBrT’05, 04-08 DE SETEMBRO DE 2005, CAMPINAS, SP

lacao regular, fato relevante no que diz respeito ao projeto
de constelagoes de sinais.

Tendo em vista que os baricentros dos poligonos das
tesselagoes {12g—6,3} fornecem constelagdes de sinais
geometricamente uniformes apresentando, dessa forma, a
maior densidade de empacotamento, implicando na menor
probabilidade de erro quando comparada com qualquer
outra constelagao de sinais em espacos de curvatura con-
stante negativa. Observamos ainda que poder-se-ia ter
curvatura constante igual a zero e neste caso, a tesselagao
é a {6,3} que fornece a constelagdo mais densa no plano
euclidiano. Encerramos nossa introdugao concluindo que
as tesselagoes {129 — 6,3} sdo as candidatas diretas para o
projeto de sinais para a codificacao de fonte ou de canal.

II. EMPARELHAMENTO DAS ARESTAS DE UM PoLiGONO

O objetivo principal desta se¢ao é apresentar um em-
parelhamento das arestas de um poligono Py com 129 —6
arestas e angulos iguais a %", representando uma superficie
de Riemann compacta orientdvel de género g. As identi-
ficagOes das arestas serao efetuadas por isometrias hiper-
boélicas que aplicam arestas congruentes uma na outra com
a orientacao devida. Tais aplicacoes serao denominadas
transformacoes de emparelhamento de arestas.

O poligono Py apresenta as seguintes propriedades:

a) Nenhuma transformagdo de G (grupo de sime-
trias) pode deixar fixo uma aresta do poligono,
a nao ser a identidade;

As arestas de Py se correspondem dois a dois, € a
translagdo que leva uma aresta no seu correspon-
dente é tnica;

Duas arestas correspondentes tém o mesmo com-
primento e sao percorridos em sentido contrério,
no perimetro de Py;

Cada aresta tem uma unica correspondente;
Duas arestas correspondentes nao podem ser con-
secutivas, caso contrario a isometria seria eliptica
ou parabdlica;

O grupo G é gerado pelas transformacoes que
levam cada aresta de Py na sua correspondente.

b)

Das propriedades anteriores, deduz-se a construcao da
superficie de Riemann no caso hiperbdlico, e expressa pelo
seguinte resultado.

Teorema II.1. [13] Para obter uma superficie de Rie-
mann na forma normal, no caso hiperbdlico, € suficiente
identificar as arestas correspondentes do poligono Py do
grupo de recobrimento dessa superficie.

Definicao I1.2. Chamamos de ciclo de vértices de Py, a
um conjunto mazximal de vértices desse poligono, equiva-
lentes entre si por G. Como esses pontos corresponderao
a um mesmo ponto da superficie de Riemann R e como a
representacdo de %2 € conforme, a soma dos angulos nos

vértices de um mesmo ciclo € sempre 2TL

Observacgao 11.3. Cada ciclo possui um numero finito de
vértices, pois a transformacdo que leva um vértice A em

outro N, do mesmo ciclo, leva Py em um dos poligonos que
incidem em A, e esses poligonos sdo em nimero finito.

De posse dos resultados e observagoes acima menciona-
dos descreveremos um emparelhamento de arestas para o
poligono Ps, isto é, um poligono hiperbdlico regular com
30 arestas, como mostrado na figura 1.

To g Tg

Fig. 1.

Poligono para g= 3, Ps.

Denotaremos as arestas do poligono Py por
{11, T2,...,Tazg6} € por Yk a fungdo de emparelhamento
que envia Tx em Tj, isto é, Yk (Tx) = Tj. Assim,

Proposicao II.4. Seja Py (9>2) wm poligono com
129 — 6 arestas e angulos iguais a %n Se os pares
apresentados a Ssequir tém o mesmo comprimento
hiperbélico, {ti, tiveg—3},  {Tit1, Tiseg2}, 1 €
lg = {Lkoki,....ky 2}, kn = (M+1)5 vg > 2,
{gT3+5k, T12g-6-k, Ta+sk, Tr4sk), {Tsg-2, Tig-5}, K =
0, 1,....,0 — 2, {Tegs+5k T6g-3-k, Teg+1+5ks Tog+drsk), K =
0,1,...,0—2. Entao as fungdes

2
o= {{Vivyi+1}ielg {Y315k: Yarsk, Ysg—2, Yeg+sks V6g+l+5k}8:0}7

fornecem um emparelhamento para Py tal que ]]r)i € homeomorfo
a uma superficie de Riemann compacta orientdvel de género g,
onde ['g € o grupo gerado pelas 69— 3 funcoes de @ e D2 ¢ o
disco hiperbdlico.

Demonstracao: Notando que as arestas emparelhadas
tém o mesmo comprimento e percorrendo o emparel-
hamento ®, assumindo que os angulos do poligono sao %“,
temos que a soma dos angulos formados pelos ciclos de
vértices identificados é 21t Pelo Teorema de Poincaré [§]
temos que o grupo Ig ¢ discreto e que ]Ir)ﬁ é homeomorfa a
uma superficie de Riemann compacta orientavel de género

g =
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O emparelhamento @ apresentado foi escolhido a partir
de um poligono com angulos %" tendo o maior niimero
possivel de fungoes emparelhadas diametralmente opostas,
a saber 29+ 1 fungoes. Supondo que o poligono tenha
todas as arestas do mesmo tamanho, isto é, seja regular,
teremos que o exterior dos circulos isométricos, fornecidos
pelas 6g — 3 fungoes de emparelhamento, é um dominio
fundamental que denotaremos por PF.

Desta forma, admitindo que Py seja um poligono regular
em D? temos que sua construcao é possivel a partir das
funcoes de emparelhamento ®. Assim, o préximo passo
serd apresentar as matrizes das fungoes yj para jeJe Jo
conjunto de indices de ®.

Para expressarmos as matrizes das fun¢oes de emparel-
hamento é suficiente conhecer uma das fungoes, digamos
V1, pois todas as outras se tornam conhecidas a partir
desta utilizando-se transformacoes elipticas. Admitindo
ser conhecida a matriz de y1 temos:

Proposigao I1.5. Dada a matriz Y1, as demais sdo obtidas
da sequinte forma

o {1 V2t e {VL plvlpil}

o {VVir1) < {pi—lleiillainlprl}7
ie {5,k1,...,kg,2 ekm= (I’T]+:|.)57

« {¥asskoVarskh < {Peg 4 KV1PZ oo Pt skViPG 5 sk
ke{0,1,...,9—2},

* Y532 < Psg-3Y1P5q 3

—1.-1 —1.-1

. {VGg+5kN69+l+5k} « {peg—47kyl P25k Peg+3+5kY1 pg+5k} )
ke{0,1,....,g—2}

k

i 2n
onde px =€ &6,

Demonstragao: Seja Py o poligono regular com 12g—6
arestas. Para determinar as isometrias que emparelham
suas arestas, considere Py centrado na origem, o que im-
plica que suas arestas serao arcos de circulos isométricos.
Assim, se um par de tais arestas (Tj,Tk) ¢ emparelhado
por uma isometria Yk, ou seja, Yk (Ty) = Tk, entdo Tj estd
contida no circulo isométrico I(yk) e Tx em I(y, ). Assim,
Py tem drea 211(2g— 2), e é formado por 12g— 6 triangulos
isésceles equivalentes, cada um com é&rea T[(ngg__:f). Como
o angulo de cada um destes triangulos no vértice (0,0) é

I %, segue pelo Teorema de Gauss-Bonnet, [3],

6g-3
que os outros dois angulos sao iguais a %. Sejam

Ti, Ti+6g—3, com NS |g = {17k07 .. '7k972}7 Km= (m+ 1)5v9 >
2; e T3y5k T12g-6-k, T4+5ks 1745k, Tsg-2, Ti1g-5, Teg+5ks
Teg—3—k: Teg+1+5k: Tegra+sk, com k € {0,1,...,9—2}, as
arestas de Py emparelhadas pelas transformacoes Vi, Y41,
com i € lg e Yaysk, Yarsk, Yegisks Ysg—2, Yegiiisk, K €
{0,1,...,9—2}.

Suponha que o ponto inicial e o ponto final da aresta
T1 encontram-se nas semiretas definidas respectivamente
pelas equagoes

agz) = . ag)="Ta&. (L)
Seja
&5 0
o
pk: < jkn)a kZZ,...,g-Q.
0 ebg-3

Com alguns célculos simples obtemos:

Y2 = p1y1p;
Yi = Pi—1Y1P Yy,
Y1 =pivapi L i €lg= {1 Ko,...,Kg_2}, km = (M+1)5;
Y3+5k = p69747kylp2_+15ka
Yat5k = ps+5kV1pggl,5,5k,
Ysg-2 = Psg-3Y1Psg 3
_ —1~—1
Y6g+5k = Peg—4—kY1 p2+5ka

Yog+1+5k = Peg+3+5kY1 Parse K€ {0,1,...,0—2},

0 que prova a proposi¢ao. m

Sendo Py um dominio fundamental do grupo fuchsiano
gerador de uma superficie de Riemann compacta orien-
tavel de género g, Hrl, apresentamos no proximo resultado
os centros e os raiog dos circulos isométricos que contém
as arestas de Py. Os vértices e arestas do poligono serao
denotados por {Vl, Vo,... ,V12976} e {Tl,Tz, el ,Tlggfe}, 1],
respectivamente.

Proposigao I1.6. Se Py € um poligono regular com 12g—6
arestas centrado na origem de D? com vértices no eizo real
positivo, entao as arestas de Py estdo contidas nos circulos
isométricos

Tt Tt
l+SeCmei(WTi3(%+k)>. tan@
\/ 2 ' ’

2 (1+ secﬁ)

onde k=0, 1...,129—7 e C(c;r) representa o circulo
euclidiano de centro C e raio r.

Demonstragao: Suponha que o vértice que estd sobre
o eixo real seja Vi e considere o conjunto de circulos
isométricos {Il, I2,...,I1zg,5} com lj D 1j, jmod(129—6).
Sejam dj a distancia do centro 0 do disco de Poincaré D2 ao
centro €1 do circulo isométrico l1, p1 o ponto de intersecao
de |1 com o disco D? e g a intersecio da reta tangente ao
circulo |1 no ponto v1 com a reta determinada pelos pontos
0 e C1. Denote por Ag, A1 e Ap os triangulos com vértices
{o,p1,C1}, {O,v1,01} € {v1,01,C1}, respectivamente. Em A
os vértices 0 e vy tém angulos iguais a 8 = %, pois
a semireta iniciada em O passando por €1 é o bissetor
do angulo oposto a aresta T1 em O e o segmento com
extremidades {0,v1} é o bissetor do dngulo em Vvi. Desta
forma, temos que O e QiVi tém a mesma medida, que
denotamos por p. Logo, di = p+9, onde & é a distancia de
01 a c1.Note que Ag e Ay sao triangulos retangulos donde
seguem as equagoes

& =ri+p?

d? = (p+8)2=1+r2,

(1.2)
(1.3)
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Sendo o dngulo em 0; de A igual a 28, de 1.2 temos

r?2 = 5 — p? = 8% — 5% cos 20 = d°sin’ 26. (1.4)
De 1.3 segue
(3+3cosB) =1+r2. (1.5)
De 1.4 ¢ 1.5 temos
_ tan B 1+sec:B
= 2(1+sec®) € o = ’

Portanto, temos que os centros euclidianos dos circulos
isométricos que contém as aresta de Py sao

(7B (3+9).

onde k=0, 1,...,12g—7 e dx = d; V K pois todos os circulos
isométricos sao congruentes ja que o poligono é regular. Os
raios sao todos de mesma medida e iguais a

tan®
2(1+sec®)’

provando a proposi¢ao. ®

Nosso propésito nao é discorrer sobre densidade de em-
pacotamentos, no entanto sentimos que, neste momento,
cabe uma pequena observagao sobre o assunto.

r =

Observagao I1.7. De acordo com [2], uma tesselag¢ao do
tipo {12g— 6,3}, no caso hiperbdlico, estd associada a uma
densidade de empacotamento mdzima. Verifica-se que com
esta tesselagao, mediante um empacotamento por bolas, um
valor bem préoximo a 2 pode ser atmgzdo escolhendo-se um
género g apropriado. O valor exato de 2 L € atingido para
um empacotamento por horobolas, [7].

Seja
yi © D> — D2
z azth
bz+a

uma isometria hiperbdlica. Os circulos isométricos de yi e
yIl sao dados por

Il{ze]]))2|
Il‘lz{zeID)2|

Da Proposicao I1.6 temos que

2+ |
b

73 1+ sec
2y 69 34( (1.6)
b
tanGg 3
B (1.7)
,/ 1+sec69 3
a_ 1+Sec 12g 5
B (1.8)

De 1.6 e 1.7 temos
a=—€"a

ede aa—bb=1e 1.7 temos
cosz- +1 .
a=——92% Tjg?
Sln@

Por 1.6 temos

T
\/ 2 00%g (cos—sg_3 + 1) (e 2)
b= ie' 126

1
Singg 3
Portanto,

Corolario II.8. Seja Py como na Proposicio II.4. A
isometria hiperbolica Y1 que emparelha os pares {Tl, Teg_g}
€ dada por

j (6g-2)m

<COSGg 5+ 1) ielizt \/2 cosm (cos6g 5+ l) ie' @6

(6g—2)mt

\/Zcosm (cos69 3 +1>|e 56 74 (cosﬁg 3 +1> ie”

As outras isometrias podem ser obtidas por conjugagcao como
na Proposicao I1.5.

As constelagoes de sinais sdo o objeto de interesse no
projeto de sistemas de comunicagoes digitais. Diferente-
mente do que ocorre no caso euclidiano, existem infinitas
escolhas para novas constelagoes de sinais no plano hiper-
bolico.

Apresentamos, a seguir, um método de contagem para
o numero de pontos de uma constelagao obtida a partir de
uma tesselacao {129 —6,3} com g > 1.

Com o intuito de contar o nimero de pontos de certas
constelagoes de sinais, tanto euclidianas, quanto hiperbdli-
cas alguns conceitos necessarios sao apresentados.

III. CALcuLO DO NUMERO DE VERTICES DE UMA
CONSTELAGAO DE SINAIS

Dada uma tesselacao {12g—6,3} = {p, 3}, escolheremos
um poligono da mesma, que chamaremos de nivel zero e
denotaremo-o por Ap. Os p vértices serao denotados por
Vo,1;---5VO,p-

O nivel Aj consiste do conjunto de vértices e arestas dos
poligonos que tenham um vértice em comum com o nivel
Ap excluindo os vértices e arestas que pertencam ao nivel
zero. Denotando por A; o conjunto de todos os poligonos
da tesselagao {p, 3} que tenham um vértice em comum com
o nivel Ap, temos que Aj = A1 —Ap. Sendo Aj o conjunto de
todos os poligonos da tesselagao que tenham um vértice em
comum com o nivel Aj_1, temos que o nivel Af =Aj —Aj_1.
Denotamos por Vj1,...,Vik os K vértices do nivel Af.

Definigao ITI1.1. Dado o nivel Af de {p,3} definimos um
vértice Vi j como sendo do tipo K se em Vi j encontram-se
K arestas. Neste caso temos kK € {p,3}. Denotaremos por
NV x 0 ndmero de vértices do tipo K no nivel Af.

A seguir passamos a descrever o numero de vértices
existente em cada nivel A} de uma tesselacao {p,3} com
p>6.

E imediato que em AQ temos p vértices do tipo 2. Como
cada vértice tem 3 arestas na tesselagdo {p,3}, de cada
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vértice em Ap inserimos uma nova aresta e de Ap como
um todo, inserimos um total de p novas arestas.

Seja & a aresta inserida em Vgj. As arestas @ e @1
tém como extremidades os vértices Vgj € Vo,j € Vo,i+1,Viks
respectivamente. Inserindo p—4 vértices entre cada par
de arestas & e &+1, conforme (a) da Figura 2, obtemos
p(p—4) pontos do tipo 2 no nivel Aj. Por outo lado, de
cada extremidade de vqj partem duas outras arestas, (b)
da Figura 2, configurando dessa forma um vértice do tipo
3. Assim, temos um total de p vértices do tipo 3 no nivel
AL. Para o nivel A5, temos

p(p—4)(p—5) +p(p-9),

vértices do tipo 2, obtidos do seguinte modo: cada poligono
do nivel Aj, a partir dos vértices do tipo 2, fornece p—5
pares de arestas. Como em cada par dessas arestas inseri-
mos p—4 vértices, (€) da Figura 2, obtemos (p—4) (p—5)
vértices para cada poligono do nivel A}, chegando-se a
p(p—4)(p—5) vértices do tipo 2. Por outro lado, cada
vértice do tipo 3 no mesmo nivel Aj fornece p—5 vértices,
(c) da Figura 2, de modo que obtemos mais p(p—>5) vér-
tices do tipo 2, confirmando nossa afirmacao. Para o nivel
Az, seguindo o raciocinio anterior, temos p(p—4) (p— 5)2
vértices do tipo 2 correspondentes aos pares de arestas
formados a partir dos vértices do tipo 2 do nivel Ab;
p(p—4)(p—5) vértices do tipo 2 correspondentes aos
vérices do tipo 3 no nivel AL e por fim p(p—4)(p—6)
vértices do tipo 2 correspondentes aos vértices do tipo 3
no nivel A4, conforme Figura 2. Desse modo, obtemos

p(p—4)(p—5)°+p(p—4)(p—5)+p(p—4) (p—6)

vértices do tipo 2 no nivel A3. Ressaltamos que o ntimero
de vértices do tipo 3 no nivel Af,1 é igual ao nimero de
vértices do tipo 2 no nivel Aj, ou seja,

NVir1,3=NV2.

Com isso, o total de vértices do tipo 2 nos niveis
superiores pode ser generalizado da seguinte forma:

Teorema III.2. Se {p,q} ¢ uma tesselagao reqular com
p>6eq=3, entdo o numero de vértices do tipo 2 em um
nivel K € dado pela formula recursiva:

NVo2=p, NVio=p(p—4)

e
NVi2=p(p—4) (p—5)* 1+ (p—5)NVk_13+(p—4) (P~ 6)NVk_23
para K> 2.

Proposicao III.3. Nas condigcoes do Teorema III.2, o
numero de vértices em um nivel K € dado por

NVo=p, N1 =p(p—4)+p

NV = NV2 +NWc3
para K> 2.

Diante deste resultado estabeleceremos a seguir uma
expressao que nos auxiliard no calculo do nimero de
poligonos em um dado nivel k da tesselacao {p,3}.

Vik

P-4 wértices do tipo 2

\\___/

P-5 pares de arestas

VL, ¥/ 1k

WVertice do tipo 3
.

Yk

- b Vit

Fig. 2. Tlustracao dos vértices do tipo 2 e 3

Denotaremos por NF o nimero de poligonos no nivel
A

No nivel zero, temos NPy = 1 poligono. No nivel Aj,
temos NP, = p poligonos. Para o nivel A5 verifica-se que
para cada poligono do nivel Aj estdo associados p—5
poligonos e para cada vértice do tipo 3, nesse mesmo nivel,
um novo poligono estd associado, isto é,

NB = (pfS)NP1+NV1_,3.

Para A3, vé-se queNP; = (p—5)NP. — NP, +NV; 3 sendo
(p—5)NP o nimero de poligonos associados com os poli-
gonos de Ao e NVo3 o nimero de poligonos relacionados
aos vértices do tipo 3 no nivel A,. Com este procedimento
e com o auxilio da Figura 3, chegamos a férmula recursiva
dada por:

Fig. 3.

Tlustrando alguns niveis
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Nivel<.No. arestas 6 18 30 42
0 1 1 1 1
1 6 18 30 42
2 12 252 780 1596
3 18 3510 20250 60606
4 24 48888 525720 2301432

TABELA 1
NUMERO DE POLIGONOS EM CADA NiVEL

Proposigao I11.4. Seja {p,3} uma tesselagao reqular com
p> 6. Entdo o nimero de poligonos no nivel K é dada por:

NR =1 NPL=p, NB=(p—5 NP +NVi3

NR= (p—5)NR1—NR_2+NV13
para kK> 3.

De posse dos resultados anteriores podemos estabelecer
um mapeamento dos pontos de uma constelagao de sinais
finita. A Tabela I, mostra o numero de poligonos em cada
nivel.

IV. CONCLUSOES

Este trabalho teve como objetivo a proposta de con-
strugao de constelagoes de sinais a partir das tesselagoes
do tipo {129— 6,3} apresentando a maior densidade de
empacotamento [2] , isto é, aquelas que atingem a menor
probabilidade de erro quando comparada com qualquer
outra constelagdo de sinais em espagos de curvatura con-
stante negativa. Um método para a contagem dos pontos
de uma constelagdo do tipo {p,3} com p > 6 foi ap-
resentado (Teorema III.2, Proposicao I11.3 e Proposicao
II1.4). Em [4] a contagem do ndmero de pontos de uma
constelagdo de sinais do tipo {p,q} com p>3 e q>
3 foi apresentada. Entretanto, a estratégia utilizada na
referida contagem teve como hipdtese as tesselagoes {p,q}
cujo numero de arestas é da forma 4g, onde g denota o
género da superficie de Riemann. Todavia, neste trabalho
abordamos a contagem de pontos sob a estratégia de que
as tesselagoes {p,q} sdo tais que p=129—6 e g= 3. Estas
tesselagOes sao as mais densas e, portanto, conduzindo a
novos resultados sobre a contagem de pontos.
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