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Andlise Estatistica dos Momentos de Primeira
e Segunda Ordens do Algoritmo LM S de
Erro Filtrado Modificado

Juan R.V. Lépez, Javier E. Kolodzigj, Orlando J. Tobias e Rui Seara

Resumo—Este artigo apresenta um modelo analitico para os
momentos de primeira e segunda ordens do algoritmo LM S de
erro filtrado modificado (MFE-LMS). O modelo proposto é
obtido sem usar ateoria da independéncia e levando em conta a
hipétese de adaptagdo lenta. SimulagBes numéricas ratificam a
boa concordéncia existente entre os resultados obtidos pelo
método Monte Carlo e pelo modelo proposto, tanto para sinal de
entrada Gaussiano branco quanto para colorido.

Palavras-Chave—Adaptacdo lenta, algoritmo LMS, algoritmo
MFE-LMS, teoria daindependéncia.

Abstract—This paper presents an analytical model for the first
and second moments of the modified filtered error LMS
algorithm (MFE-LMS). The proposed model is obtained without
using the independence theory and taking into account the slow
adaptation assumption. Numerical simulations attest the good
agreement between the results obtained by the Monte Carlo
method and those of the proposed mode for both white and
colored Gaussian inputs.
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I. INTRODUCAO

Filtros adaptativos tém sido usados com sucesso em uma
grande variedade de aplicactes préticas, como comunicagoes,
radar, sismologia, eletrdnica biomédica, controle ativo de
ruido acustico e vibragdes, dentre outras. Em algumas dessas
aplicacbes, a implementagcdo direta da estrutura adaptativa
ndo € viavel. Tal obstéculo ocorre porque nem sempre o sina
de erro desgjado para atualizagdo do vetor de coeficientes se
encontra disponivel (acessivel) para ser usado diretamente
pelo algoritmo. Nesse caso, € obtida apenas uma versdo
filtrada do sind de erro. Essa situagdo é comum em
aplicagdes de controle ativo de ruido acUstico e vibracfes
como também em cancelamento de eco acustico. Nesses
casos, devem ser utilizados algoritmos adaptativos de erro
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filtrado. No entanto, tais agoritmos apresentam um
comportamento pobre tanto em velocidade de convergéncia
guanto em estabilidade. Para contornar tais problemas, uma
modificacdo no algoritmo foi proposta em [1]. O resultado de
tal alteragdo é que o algoritmo modificado agora se comporta
como um agoritmo LMS convencional. Isto é as
caracteristicas de velocidade de convergéncia e estabilidade
foram restabelecidas aquelas de um agoritmo LMS
convencional. Tal algoritmo é denominado algoritmo LMS de
erro filtrado modificado [1], [2].

Na literatura, podemos encontrar trés tipos de algoritmos
pertencentes a familia de algoritmos adaptativos de erro
filtrado, a saber: LMS filtrado (Fx-LMS) [3], [4], que &
amplamente utilizado em aplicagbes de controle ativo de
ruido acustico; LMS filtrado modificado [2], que € uma
versdo modificada do Fx-LM S padr&o; e LMS de erro filtrado
(FE-LMS) [5], que € usado como uma implementacdo
alternativa ao algoritmo Fx-LMS em diversas aplicagdes [6]:
cancelamento de eco, equalizacdo adaptativa, dentre outras.

Muitas andlises estatisticas de diferentes versdes do
algoritmo LMS tém sido redlizadas a luz da teoria da
independéncia (TI) [7], [8]. Entretanto, existem algumas
situagBes em que tal teoria ndo pode mais ser aplicada, uma
delas é o caso do algoritmo Fx-LMS. Por exemplo, em [9],
[10], um modelo andlitico para o algoritmo Fx-LMS sem
invocar a suposicdo da Tl é derivado. Nesse modelo, sdo
consideradas todas as correlagdes entre os vetores de entrada
para tempos diferentes. Dessa forma, e para snas
Gaussianos, 0 modelo resultante prediz muito bem o
comportamento do algoritmo.

Neste trabalho, € apresentado um modelo analitico para o
algoritmo LMS de erro filtrado modificado. Da mesma forma
que no algoritmo Fx-LMS, devido as caracteristicas dos sinais
envolvidos, a Tl ndo pode mais ser invocada. Assim, 0s
momentos de primeira e segunda ordens do vetor de
coeficientes do algoritmo FE-LMS modificado <o
determinados. Também, por simplicidade matemética, o
momento de segunda ordem é aqui desenvolvido
utilizando-se a hip6tese de adaptacdo lenta e sinais de entrada
Gaussianos. A comparagdo entre os resultados de simulacéo
Monte Carlo mostra uma boa concordancia com as predicdes
obtidas a partir do modelo proposto, tanto para sina de
entrada branco quanto para colorido.
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O artigo esta organizado como segue. A Secdo Il apresenta
a andlise estatistica do algoritmo MFE-LMS. Iniciamente, é
descrito o agoritmo FE-LMS e introduzida a sua versdo
modificada que € o objeto de estudo deste trabalho. Ainda
nesta secdo, € apresentada uma modelagem para o
comportamento médio dos coeficientes e também para o erro
quadratico médio do agoritmo MFE-LMS. A Se¢do Il
apresenta e discute os resultados obtidos via simulagdo Monte
Carlo (MC) e através do modelo estatistico proposto.
Finalmente, na Sec&o |1V, s8o apresentadas as conclusdes do
trabalho.

Il. ANALISE DO ALGORITMO MFE-LMS

A. Algoritmo FE-LMS

A Fig. 1 ilustra o diagrama em blocos do agoritmo
FE-LMS. Os sinais que descrevem o comportamento desse
algoritmo sd0 mostrados no diagrama, onde a notag&o
utilizada é a seguinte:

W, =[Wyo Woy- Wy n4]' € a resposta a0 impulso da
planta; w(n) =[wy(n) w(n) ---wy_;(n)]" denota o vetor de
coeficientes do filtro adaptativo; s=[s, §---Sy4]' € a
resposta a0 impulso do caminho de erro.
x(n) =[x(n) x(n=1---x(n—N +1)]T e X (n)=[x; ) Xf (n-1)
---xf(n_N_l)]T representam o vetor de entrada e o vetor do
sinal de referéncia filtrado, respectivamente; e d(n) € o sina
desgado. Nessa andlise, x(n) € assumido Gaussiano com
variancia 2 . As dimensBes de w,, e w(n) sio consideradas
iguais para fins de simplicidade no tratamento mateméti co.

x(n) w d(n) n

e(n)

\4 7——’ \ 4
S S
%™ LMS

Fig. 1. Diagrama de blocos do algoritmo FE-LMS.

A

A partir daFig. 1, obtém-se o0 sinal de erro, dado por
e(n)=d(n)-y(n), D
onde ossinais d(n) e y(n) sdo, respectivamente:

d(n) =wax(n) =x" (Mw,, 2

y(n) =w (nx(n) =xT (Mw(n). ©)

Agora, substituindo-se (3) em (1), tem-se

e(n) = d(n)-w' (Nx(n). (4)

Os sinais de referéncia e de erro filtrados, utilizados para a
operacao de atualizacéo dos coeficientes, sdo

M-1
X (N)= ) §x(n-i), ©)
i—0

M-1
&(n)= > se(n-i). (6)
i=0

Substituindo-se (4) em (6), obtém-se uma expressao do erro
filtrado instanténeo em fung&o do sinal desgjado e da saida do
filtro adaptativo. Assim,

M-1 M-1
g (M= sdn-i)- > sw'(n-i)x(n-i). (7

i=0 i=0
Finalmente, a equacdo de atualizacdo dos coeficientes é dada
por [11]

w(n+1) = w(n) +nue (Mx; (). ®)

B. Algoritmo FE-LMS Madificado

O dgoritmo FE-LMS modificado (MFE-LMS) advém da
compensacdo do erro instantaneo filtrado [dado por (7)] do
algoritmo FE-LMS. Essa compensacdo é obtida incluindo-se
o termo —A; (n) em (7). Dessa forma, tem-se uma expressao

para o erro compensado & (n), dada por [1]
M-1 M-1
& ()= sd(n-i)- 3" sw' (n-i)x(n-)—A¢ (). (9
i=0 i=0

O termo A; (n) é determinado forcando-se (9) ser igua ao
erro do LMS convencional [1]. Assim,

e(n)|,_M5 =d; (n)-w' (N)x; (n)

M-1 M-1 (10)
=Y sd(n-i)- Y sw' (Mx(n-i).
i=0 i=0

Note que, em (10), o erro depende do valor atual do vetor
de coeficientes do filtro adaptativo. Assim, de (9) e (10)
obtém-se o fator de transformag&@o A; (n) , dado por

M-1
Ag(n) =" sw'(n)-w' (n-i]x(n-i). (11)
i=0
O termo [w'(n)—wT(n—i)] é obtido utilizando-se (8);
assim, aexpressdo para A; (n) é escritacomo
M-1 i

Ar()=p > > s& (n—)x{ (- jx(n-i).

i=0 j=1

(12)

Substituindo-se (12) em (9), obtemos a seguinte expresséo
parao erro do algoritmo MFE-LMS:

M-1 M-1
& (M => sd(n-i)- > sw' (n-i)x(n-i)
i=0 i=0

M-1 i

—1 Y. > s& (n- j)X{ (= j)x(n-i).

i=0 j=1

(13
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Note que, no algoritmo modificado, (13) é recursiva em
relacdo ao erro & (n), sendo que tal caracteristica ndo se

encontra presente no caso do FE-LMS original. Entretanto, é
tal recursividade que faz o agoritmo modificado ter um
comportamento similar ao do LM S convencional .

Subgtituindo-se entdo (5) e (13) em (8), obtém-se a
equacdo de atualizagdo do vetor de coeficientes do algoritmo
MFE-LMS, que é dada por (14).

C. Comportamento Médio do Vetor de Coeficientes

Nesta secdo, € obtido o momento de primeira ordem do
vetor de coeficientes. Par tal, substituindo-se (13) em (8),
tem-se

-1

w(n+1) = W(n)+uz§xf(n)d(n—|)

i=0
M-1

—u Y sx (Mw' (n=i)x(n—i) (14)
i=0
M-1 i
12> > 5% (M& (n— )x{ (n= j)x(n—i).
i=0 j=1

Agora, substituindo-se (5) em (14) e tomando o valor
esperado em ambos os lados da expressdo resultante,
obtém-se

E[w(n+1)] = E[w(n)]
M-1M-1
+1Y, Y sSElX(n- p)d(n-i)]
=0 i=0
Mp—lM—l
—uY Y sSEX(n- pwT (n-ix(n-i)] (15)
=0 i=0
?/I—lM—l i

—u? > Y > s SEX(n- p)§ (n- )

p=0 i=0 j=1
x{ (n—)x(n-i)].

Tomando-se (2), (5) e (7) para determinar d(n-i),

x{ (n—j) e & (n— ), respectivamente; substituindo-se esses
resultados em (15) e redizando-se entdo as devidas
mani pul agbes matematicas, obtemos

E[w(n+1)] = E[w(n)]

M-1M-1

+1 Y > s8Ry {w, —E[w(n-i)]}

p=0 i=0
M-1M-1 i M-1M-1

R EDIDIDIDIP IR I

p=0 i=0 j=1k=0 g=0
XR i +Ri_pRiq+ R p MR Tq:} (16)
x{w, —E[w(n—j-Kk)]}
M-IM-1 i M1k M-1

HAPIDIDINIIPIELS (LY

p=0 i=0 j=1k=0 I=1 g=0
x& (n—j—Dx{ (- j=)x(n—j—k)
xx"(n=j—g)x(n—i)].
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onde as matrizes de autocorrelagcéo R;_ pr Rijskir Regs

Rik-p © Rjiqi s obtidas a partir da forma geral

Rp_q = E[x(n-0)x" (n-B)] .
Os vaores esperados em (16) foram determinados
assumindo-se as seguintes consideracoes:

i) As correlagBes entre diferentes vetores de entrada séo
muito mais importantes do que as correlacBes entre
vetores de entrada e vetores de coeficientes dos pesos.

ii) O modelo derivado € baseado na hipdtese de adaptacdo
lenta, sendo assim desconsiderados, em (16), os termos

afetados pelo fator pP, com B>3.

iii) O momento de quarta ordem do sinal de entrada para o
termo com p? é determinado utilizando-se o Teorema
de Fatoragcdo de Momentos para sinais Gaussianos [12].
Assim, segundo (ii), (16) pode ser reescrita como

Elw(n+1)] = E[w(n)]

M-1M-1

UYL D SpSRip{w,

p=0 i=0
M-IM-1 i M-1M-1

R IDIDIDIDIP IR F

p=0 i=0 j=1k=0 g=0
XR i +Ri_pR_q + Ry ptR i1}
x{w, —E[w(n—j-K)]}.

—E[w(n-i)}

(17)

D. Valor de Regime Permanente do Vetor de Coeficientes

Assumindo-se que o filtro converge, o valor de regime
permanente do vetor de coeficientes do filtro adaptativo é
obtido a partir da seguinte condic¢éo:

lim Efw(n+21] = lim E[w(n—i)]

. : : (18)
= lim E[w(n- j—Kk)] = lim E[w(n)] =w...

Utilizando-se (18) em (17), obtém-se o valor de regime
permanente, dado por

W, =W, . (19

Isto nos permite constatar que o algoritmo MFE-LMS tem o
mesmo vaor de regime permanente que o algoritmo
FE-LMS. E importante salientar que o termo de compensaco
apenas tem efeito durante a fase transiente do algoritmo. Tal
fato € melhor observado em (11), em que, na convergéncia, a

diferenca [w' (n)—w' (n—i)] é zero, anulando assim o efeito
de A (n).

E. Erro Quadratico Médio (EQM)

Para se determinar a expressao do erro quadratico médio do
algoritmo MFE-LMS, substituimos (11) em (9). Apds uma
simples manipulagdo matemética, tem-se a expressdo do erro.
Assim,
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M-1 M-1
& (n) = sd(n-i)- 3" sw' (Nx(n-i)=e(n)| ,,s- (20)
i=0 i=0
Note que & (n) = e(n)|LMS. Definindo-se o vetor de erro nos
coeficientes como sendo v(n)=w(n)—w,_, onde w_ € o

valor de regime permanente do vetor de coeficientes e
usando-se v(n) em (20), obtém-se

M-1 M-1 M-1
& (n)=7 sd(n-i)- Y sv (Nx(n-i)- Y swix(n-i).
i=0 i=0 i=0

(21)
Define-se enté@o o erro minimo de regime permanente como

M-1 M-1
&.(n)=> sdn-i)- > swix(n-i).
i=0 i=0
Agora, substituindo-se (22) em (21), elevando-se ao quadrado
a expressdo resultante e calculando-se o valor esperado,
obtém-se

E[&F (n)] = E[e? ()]

(22)

_2'\/'2_:13 E[&. (n)v' (n)x(n—i)]
N Z > s E{[v (mx(n-i)].

i=0 j=0

(23)

De [12], temrse que E[&,(n)x(n—-i)]=0 (Principio da
Ortogonalidade). Dado que E{[v" (n)x(n—i)]%} éum escalar
e definindo-se & (n) = E[&(n)] e &, = E[&2(n)] , temos

M-1M-1

& ()= Emin+ 2, > §SHEVMVI (MIR .}

i=0 j=0

(24)

Para finadlizar a derivagdo de (24), devemos determinar o
momento de segunda ordem do vetor v(n) . Entretanto, dado

gue 0 modelo é derivado utilizando-se a hipétese de
adaptacdo lenta, o cdlculo do momento de segunda ordem
pode ser obtido como o produto dos momentos de primeira

ordem[13]. Assim, E[v(n)v' (n)] = E[v(n)]E[v' (n)].
F. Modelo Considerando a Teoria da Independéncia

Para fins de comparagdo, nesta se¢do, sdo apresentadas as
expressdes que definem os momentos de primeira e segunda
ordens utilizando-se a teoria da independéncia. Nessa

condicdo, temos que Ry, = E[x(n—o)x' (n—P)]=0 se
a#B. Assm, o comportamento médio do vetor de
coeficientes, considerando-seaTl, é
M-1
E[w(n+1)] = E[w(n)]+uR z s {w, —E[w(n-i)]}
i=0
~u?(Ri+R, +R3 A,

(25

onde

Z

—1IM-1 i
A= 22

0 i=0 j=1k=0 g=0

M-1M-1

Sps ﬁ(sq{wo - E[W(n_ J - k)]}

©
Il

R = R?, paa j+q=p e j+k=i
! 0, casocontrario

R2 paa i=p e k=q
R, = L.
0, caso contrério

R. = Rtr[R], para j+k=p e j+qg=i
7o, caso contrario

Dessa forma, a expressdo para 0 erro médio quadrético,
considerando-sea Tl, é entéo

M-1
& (N) = Emin + 2 S{ElV(V' (MR}

i=0
A partir de (25) e (26), observa-se que o0 uso da TI
desconsidera um conjunto de termos que faz com que o
modelo resultante ndo sgja mais adequado para descrever
corretamente o algoritmo em questdo. Na préxima segéo, serd

evidenciada tal condicdo de aproximagéo.

(26)

I1l1. RESULTADOS DE SIMULACOES

Nesta secdo, sdo apresentados dois exemplos a fim de
verificar a qualidade do modelo analitico proposto. O
primeiro considera o sinal de entrada branco; o segundo, o
sinal de entrada colorido.

Exemplo 1
Para este exemplo, a resposta ao impulso da planta é

w,=[1 0,90,8; 0,7,-0,3-0,4,—-0,5—-0,6]" e a resposta
do caminho do erro é s=[0,502 0,335 0,167]" ; o sinal de

entrada x(n) é branco e Gaussiano, com csi =1; o limite de

estabilidade (determinado experimentalmente) para 0 passo
de adaptacdo é |, = 0,1. Nesse exemplo, s3o mostrados os

resultados de simulago para o caso de u=0,6u,, € uma

média de 100 realizagdes independentes.

A Fig. 2 ilustra o comportamento médio dos pesos
determinado experimentalmente por smulacdo Monte Carlo
(MC) e obtido através de (17). Dessa figura, observamos que
0 modelo proposto prediz satisfatoriamente o comportamento
médio dos coeficientes do filtro. A evolugdo do
comportamento médio dos pesos, considerando-se a TI
[equacéo (25)], também é mostrada nessa figura, podendo ser
observado um considerdvel descasamento existente entre o
modelo e a simulacdo, notadamente na fase transiente.

Na Fig. 3, € mostrado o comportamento do erro quadratico
médio (EQM) obtido através de ssimulacdo MC, do modelo
tedrico proposto e do modelo que consideraa T1. Novamente,
nota-se que o modelo proposto prediz satisfatoriamente o
comportamento do EQM, enquanto o modelo usando a TI
falha naregi&o de transiente.

Exemplo 2
Neste caso, é usado um sinal correlacionado obtido a partir
de um modelo auto-regressivo de segunda ordem, dado por

x(n) =ax(n-Y+a,x(n—-2)+u(n), 27)

596
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onde u(n) é um ruido branco com varidncia unitéria e
a8 =0,1833 e a,=-0,85. A dispersio dos autovalores da
matriz de autocorrelagéo do sinal de entrada éigual a 82,84 .
Nesse exemplo, a plantaé w,=[1,0,9;0,8;0,7; 0,6; 0,5,0,4;

0,30,2,0,1,-0,1;-0,2-0,3 -0,4,-0,5,-0,6]" e s=[-9;

0, 251,504; 251, 0,9]"x103; o  passo
Umax = 0,04, determinado  experimental mente,
utilizado p=0,6u,, . As smulagbes MC sio obtidas

considerando-se 200 realizagBes independentes.

Figs. 4 e 5 apresentam, respectivamente, 0os momentos de
primeira e segunda ordens para 0 exemplo em questdo. Os
resultados aqui obtidos sdo similares aos das Figs. 2 e 3. As
mesmas observagdes consideradas para o Exemplo 1 podem
também ser estendidas para 0 Exemplo 2 (sinal de entrada
correlacionado).

maximo é
sendo

1,0

0,8

0,6

Elw(n)]

0,4 |

0,2

4(I)O 6(I)0 800
IteracBes

Fig. 2. Exemplo 1. Curvas do comportamento médio dos coeficientes

E[w,(n)] - E[ws(n)] do filtro adaptativo com sinal de entrada branco:

simulagdo MC (linha continua cinza); modelo usando a Tl (linha continua

preta); modelo proposto (linha tracejada preta).

1
0 200

10

Simulagdo MC
Modelo proposto

Usando Tl

10 i 1 1 1 1
0 200 400 600 800
IteracOes
Fig. 3. Exemplo 1. Curvas de EQM para sina de entrada branco: simulacéo
MC (linha irregular cinza); modelo usando a TI (linha continua preta);
modelo proposto (linha tracejada preta).

1000

597

Elw(n)]

6000 8000 10000 12000

IteracOes

0 2000 4000
Fig. 4. Exemplo2. Curvas do comportamento médio dos coeficientes
E[w,(n)] - E[ws(n)] do filtro adaptativo com sinal de entrada colorido:

simulagdo MC (linha continua cinza); modelo usando a T (linha continua
preta); modelo proposto (linhatrace ada preta).

10
10"
Modelo proposto
N Usando Tl
o107 1 ! ~
L Simulagdo MC
10° 1
1074 i 1 1 I_ 1 1 1
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000
IteracOes

Fig. 5. Exemplo 2. Curvas de EQM parasinal de entrada colorido: simulagéo
MC (linha irregular cinza); modelo usando a TI (linha continua preta);
modelo proposto (linha tracejada preta).

IV. CONCLUSOES

Neste trabaho, foi apresentado um modelo analitico para
0os momentos de primeira e segunda ordens do algoritmo
FE-LMS modificado. Tal modelo foi obtido sem o uso da
classica teoria da independéncia e levando em conta a
hipétese de adaptacdo lenta. As simulagBes numéricas
mostraram o bom desempenho do modelo agui proposto,
tanto para sina de entrada Gaussiano branco quanto para
colorido.
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