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Propriedades do Algoritmo LMS Operando em Pragi§inita

Yasmin R. Montenegro Maluenda, José Carlos M. Bermudeka Y. Nascimento

Resumo— Este artigo apresenta uma nova modelagem do compor- linear [8]. Em [6]-[9] s&o derivados modelos baseados mgéa
tamento do algoritmo LMS quando implementado em preciéio finita.  caracteristica de um quantizador operando em complententiois.
Os coeficientes do filtro adaptativo 80 modelados como uma cadeia 145 modelos incorporam a natureza ndo-linear da qugétizaa
de Markov, e a matriz de probabilidades de transi¢o da cadeiaé - A - . .
determinada para o caso unidimensional. Desta forma#® eliminadas ©€duacao de atualizagao dos coeficientes do filtro aleptéevando a
as linearizagdes empregadas nos modelos existentes na literatura. A previsdes mais acuradas do comportamento do algoritmo, &
partir desse resultado, o determinadas as condiges sobre o passo de durante o transitorio quanto em regime permanente. Taidelos,
adaptago para que o algoritmo convirja para o pontootimo em regime g entanto, n&o consideram os efeitos de quantizacasidais de
permanente. Comportamentos Ao observados no caso de preéie infinita . -
podem ser claramente identificados com o modelo proposto. Ratados de entra}djj o_u _OS efeitos de saturacdo inerentes ao processaem
simulagiio Monte Carlo comprovaram a qualidade do modelo proposto. Precisao finita.

Este artigo analisa algumas propriedades do comportamdmto
algoritmo LMS em regime permanente, considerando sinais-e ¢
eficientes representados em precisao finita, e incluindefeios
de saturacao. O estudo & feito para o caso de comprimefuon 1
Uinico coeficientew,,) para evitar a complexidade algébrica inerente
ao caso multidimensional. O estudo deste caso, no entaetmitp
a obtencao de informagdes importantes sobre o compert®
do algoritmo, que ndo poderiam ser obtidas usando os m®delo
existentes na literatura. O coeficiente adaptativo & naddetomo
uma cadeia de Markov. A sua funcao densidade de probathdid
(fdp) & determinada, condicionada ao valor do coeficienterir
e ao estado do sinal de entrada. A partir da fdp dos coefisiente
determina-se a matriz de probabilidades de transicaocadaiz de
Markov e, através de suas propriedades, estuda-se alidaiddie o
comportamento do algoritmo em regime permanente.

Na Secao Il determina-se a fdp condicioffi@l, , ; (wn+1|2n, wn)

Palavras-Chave— Filtragem adaptativa, algoritmo LMS, aritm ética de
precisdo finita, analise estoastica, cadeias de Markov.

Abstract— This paper presents a new model for the behavior of the
LMS algorithm when implemented in finite precision. The adagive filter
coefficients are modelated as a Markov chain and the matrix ofransition
probabilities are determined for the one-dimensional caseThe lineariza-
tion used in other models available in the literature are elninated. Using
these results, conditions on the step size for convergence the optimum
steady—state solution are determined. Algorithm behavia not seen in the
infinite precision case can be clearly identified with the prposed model.
Monte Carlo simulation results ilustrate the quality of the proposed
model.

Keywords— Adaptive filtering, LMS algorithm, finite-precision arith -
metic, stochastic analysis, Markov chains.

I. INTRODUCAO

O algoritmo LMS (Least Mean Square) € um dos mais utilizagos oY . 9 a s
implementac&o de sistemas adaptativos para operagderepo real 40 Coeficiente adaptativo. Na Secdo Il determina-se uamalicao
devido & sua simplicidade e robustez [1], [2]. Tais impletagdes Suficiente sobre o passo de adaptagapara a convergéncia do
freqiientemente utilizaardwareespecifico operando em aritmétics?/90rtmo. Na Secgao 1V valida-se 0 modelo proposto, sgeando

de ponto fixo. Os modelos existentes para o comportamento %emplos de.compara.(;ao en~tre 0s des?mpenhos prewetmdeNalo
algoritmo em precisao infinita tornam-se inadequados rEm ae teorico e obtido por simulagao. A Secao V apresentacaslusdes

precisao finita. A acumulagdo de erros de quantizacae efeitos 90 trabalho.
nao-lineares inerentes a tais implementagcdes podear Evcom-
portamentos que se distanciam significativamente do poeyisla
teoria desenvolvida para precisao infinita. Assim, taamportante
a modelagem do comportamento do algoritmo quando implexdent
em precisao finita.

Dado esse interesse pratico, o0 comportamento do algotitvif®
quando implementado em precisdo finita tem sido analisato p Sistema
diversos pesquisadores [1]-[9]. Em [3] e [4], sA0 apreskod desconfectdo
modelos analiticos para implementaces em ponto fixizando
estatisticas de segunda ordem dos sinais envolvidos. tdoten[3] e
[4] modelam o efeito da precisao finita por um sistema lirgarque
o erro de quantizagao é representado por um ruido braditivo.
Esses modelos mostram-se inadequados para a determidaca n
comportamento nao-linear caracteristico de um algoriamaptativo
operando em precisao finita. O modelo linearizado & s#bish
durante os primeiros estados de adaptagao, quando @ gmande.
Quando o erro decresce e aproxima-se do regime permanente, o
comportamento do algoritmo nao pode ser previsto por umeinod

Il. DEFINICAO DO PROBLEMA

Considere o diagrama em blocos mostrado na Fig. 1, refeaente
problema de identificacao de sistemas.
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Na Fig. 1, z, € o sinal de entradaz, & um ruido aditivo,
considerado branco, gaussiano e de meédia zewh, € o sinal
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desejadow & o coeficiente do sistema desconhecide.eé o coe- de saturacao, uma vez que as amplitudes,de dew, +yqo» podem
ficiente do filtro adaptativo. Assume-se qug & um sinal aleatorio extrapolar os limites de saturagdo do quantizador.

discreto com—1 < z, < 1, quantizado conb bits, e com todos  Para estudarmos a evolucdo dinamica do coeficientalo filtro
0s niveis equiprovaveis. Assume-se também que os caeisi do adaptativo, determinaremos a fdp«dg, 1 condicionada enw,,. Para

filtro adaptativo e as operagdes internas do sistemar(ddat caixa

tracejada) sao realizadas canbits de precisao. Os bloc@: e Q-
s&o quantizadores debits com passo uniformé\ = 2'~% e com

saidas limitadas effr-1, 1]. A Fig. 2 mostra a funcao de transferéncia
do quantizador parad = 3. O sinaldg, € a versao quantizada de

dn, do, € a saida do filtro adaptativo quantizada &bits' e e,
€ o erro de estimacgao representado tehits.

Para simplificacao dos calculos,
simétrico para a saida do quantizador, ou seja um total de2°+1

niveis na saida de);, ¢+ = 1,2. Essa consideracdo simplifica
os calculos e reduz significativamente a complexidade atemp

cional dos modelos analiticos, sem levar a erros sigrif@atna
representacao de sistemas praticos (éam12).

Saida
Saida ir
2541 =9 niveis de quantizacio

A —algs 0751

Exemplo: Para o intervalo 05
L<x<2 4 saidaéy=0.25

I I I
7 A 3A Entrada
27 7T =

Fig. 2. Relagao entrada e saida para um quantizad@r his

Matematicamente, a fdp de, & dada por

1 k=20—1
K0 =5 > sx—kA)
k=—2(-1)
1)
em queN = 2° + 1. A fdp de z, & dada por
2
e = () @

270,

O coeficientew,, do filtro adaptativo &€ um sinal escalar discreto e

distribuido em |1, 1].

A. Equacgdes do algoritmo LMS em precisao finita

Considerando a Fig. 1 e a estrutura do algoritmo LMS [1],
as equacdes que definem a atualizacdo dos coeficientditrdo

adaptativo em precisao finita sao:

don Q{ Wz + 2n }
dAQﬂ = Qf wnmzl }
en = dgn—don
eon = Q{don —don}
Yon = Q{ peqnwn }
W1 = Q{wn +yon} ®)

Note que a definicdo dey,, e a inclusado da operacao de quantizagéﬁ?m d2i =
na definicdo dew,+1 tornam-se necessarias devido a possibilidac?é)

1Em geral, a saida tera pelo merisbits antes deQ2, devido ao maior

comprimento de palavra do acumulador em processadordaigligi

isso, devemos determinar diversas fdp relativas aos difss¢ermos
em (3). Esse trabalho & apresentado na proxima secao.

I1l. DETERMINACAO DA ESTATISTICA DE ws,

De (3) verificamos que a fdp de.+1 depende da estatistica de
Y., a qual depende da eAstatisticam gue, por sua vez, depende

considera-se um ialerv da estatisticas dé;,, e dedg,, . Iniciamos o estudo pela fdp dk),,.

A. Determinacdo da fdp dég.

De (3),dgn = Q{dn} comd,, = Wz, + z,. Dadow, definimos
Zo(n) = Wan. Assim, Pr{xo, = z,} = Pr{wz = z,} = Pr{z =
whe

k:(zb—l)

% 3 6w — kid)

k=—2(—1)

Jxo (o) (4)

Comod,, & a soma de duas variaveis aleatorias independentes, sua
fdp sera dada pela convolugao das fdp individuais. Assomoz,, =
dn — zo(n),

fa@ = [ el fuld— wo)de, (5)
Substituindo (2) e (4) em (5), e com, = wkA, a fun¢do densidade
de probabilidade dé€,, ndo quantizadofa(d) fica:

k=2(0=1) B ( d—wkA ) 2
e V20

1
No.\2r Z

k=—2(b—1)

fa(d) = (6)

Para determinar a fdp d#,,, , deve-se determinar a probabilidade
de qued, esteja noi-ésimo intervalo de quantizacd[d,,, ds,].
Denominando essa probabilidadk, tem-se

da,
D; = fa(d)dd @)
Jdy,
Substituindo (6) em (7) tem-se que
g—o(b—1) d o 2
1 2, _ ( d ka)
D = —— > e \ V=) dd  (8)
No./2m e 2—1) Jd1;
Resolvendo (8) tem-se de [10],
k=20—1)
1 da2, — kwA
D»L = N Z [erf <T>
k=—2(b—1)
(dli — k:wA)}
—erf | =4——
0
e a fdp & dada por:
i=2(b—1)
faglde) = ) Did(dg —iA) (9)

i=—2(b—1)

iA+0,5A edy, = 1A —0,5A (note que o limite inferior
primeiro intervalo é&-co, e analogamente o limite superior do
tltimo intervalo é+o0).

Conhecida a fdp delg, & possivel determinar a fdp do erro
quantizado.
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B. Determinac&o da fdp condicional dg), em que
Da Fig. 1 e de (3)¢q, = Q{don—don}, comdg, = Q{wnz,}. Pr{eq = k1A[kA, wn}
As variaveis aleatoriaslg, e Q{wnz,} dependem da variavel Pr{e = k1 AlkA, w,}, legn| < 1
aleatbriaz,, e do coeficiente do filtrav,. Assim, a fdp de interesse k=2
€ feq(eq|kA, wn). Z Pr{e = keAlkA,wn}, egn =1 (11)
Note que o resultado de, em (3) pode ultrapassar os valores = ke=k1
maximo ou minimo estabelecidos pela reposta do quamtizAdsim, ke=k1
para|e,| > 1 os valores deeg, ficarao saturados nos valores > Pr{e=kAkA wa}, eqn=—1
extremos da reposta do quantizador. ke=—2b
Inicialmente, deve-se determinar a fdp ee Considerando que
domax = dgmax = 1 € dymin = domin = —1 por serem valores C- Determinagao da fdp dgon
quantizados, tem-se que Considerey, = pegnzn, Sendo queeqg., € x, sSao valores
. quantizados. Assim,
{entmax = domax— dymin = 2 9
b i o o Yn = pke ARA = pu(kek)A” = pkyAy (12)
tentmin qmin — &9 em quek, = k. k e A, = A%,
A fdp dee, sera dada por: Como maxk}=max{k. }—2“”1) 0 maximo valor dek, em (12)
e ky,.. = 22®"Y, Portanto,k,, . = —22¢"Y. Sendoy, =
ke =2" 1eQnTn, tem-se que
fe {e|kA7w”} = Z Eke(s(e_ kEA) Yn ,LLk'yAQ HkyA2 kyA
ke=—2b eQgn = —— = — = =
UTr UTn 7174 k

em queky, representa a probabilidade de ocorrénciakdésimo assim, as probabilidades de nZo quantizado e condicionado em
estado de,. A seguir apresentam-se 0s passos para determinar kA e w, sio dadas por:

Seja Pr{yn = yalkA, wn} = Pr{piequen = yalkA, w,}
Q{wnzn} = Q{wnkA} = round{w, k}A Pr{e kyA e } (13)
= Qn — n
em queround{z}, param <x <m+1, m € Z, &:
em quePr{eqg|kA, w, } pode ser determinada de (10) e (11). Assim,
m sex <m+ 1 a fdp dey,, fica
=1 = 5
Yy ylkA7w7l)
m+1 sex>m+ % oy =22(b=1) (14)
b kyA
Entdoe, = dgn — [wak]A = > P {eQ = yTIkA,wn} 3(y — pkyAy)
em que ky=—22(b—1)

Pr{en = e[k, wn} — Comoy,, € o resultado de uma multiplicacdo de nUmero$ bis
M6n = €INE, Wny = seu valor ndo sera multiplo d&. yq,, sera o valor dey,, quantizado
Pr{dgn — [wnk]A = e[kA, wn} = com b bits. Assim, a fdp dejg, sera:

Pr{dgn = e + |wnk]|A}HEA, wy } fra {olkA, wn}

UsandoPr{dq.} determinada a partir de (9), tem-se: kyg=20"1 (15)
. . = Z Pr {yQ = kyQA|kA7 wn} 6(yq — kyQA)
By, = 1 {erf <M) — erf <7d1kﬁ — w:c)} kyg=—2-1
N Oz [
com
com (novamente, excetuando o limite inferior do primeirtzimalo Pr{yo = kijA|ij7wn}
e o limite superior do ltimo intervalo (16)
P ) — Pr{y = ya KAy — 1) — Pr{y > yalbA}U(y — p2)
dok, = don+05A =k A+ |wak]A+05A, e paray: = ky, A — 0,54, yo = kyo A +0,5A e U(:) representando
dir, = don —05A =keA+ |wnk]A —0,5A. a funcao degrau unitario.

Conhecida a fdp dgg,, podemos determinar a estatisticadg; ;.

Comoeg,, € obtido dee,, pela saturacao dos valores que excedem
os limites do quantizador, as probabilidades de ocorsédeistes D. Determinagéo da fdp de,1
valores devem somar-se as probabilidades de ocorréosiaalores Para simplificar as equacdes, definimos a variavel; = w, +
extremos na distribuicao de,,,. Assim a fdp dec,, € dada por: .. Assim,

Wnt1 = wn + Q{peqnen} = wn + Q{yn} (17)
feQ (eqlkA,wn) = e
ky=2(—1)
Z Prieg = kiA|kA, w,}d(eq — k1A) Pr{wni1 = kw1 AlkA, wn}
fy=—2(b=1) = Pr{wn + yo = kw1 AlkA, wy} (18)
(10) =Pr{yo = kw1 A — wn |kA, wn}
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Essa probabilidade pode ser determinada a partir de (15j)eNd B. Limite superior do passo de adaptacao
entanto, para determinarmos a estatisticasgle; precisamos incluir  para ques,, = @ seja um estado absorvente da cadeia de Markov,

os efeitos de saturacao em (18). Logo, yon deve ser igual a zero para toda entradaquandow, = .
Desta forma teremosv,+1 = w,. Essa condicao traduz-se na
Fw{wni1|kA, wn} propriedade
ky=20"1
S Priw ko AJRA, wn Y6 (w kopy 9 ka=2071 A
= n4+1 = Rw y Wn n+1 — Rw
P >, b {(uerwA) < 5} =1 (23)
kg=—2(b=1)
em que em que
Pr{wni1 = kwAlEA, wy} legn| = |Q{zn + 20} — Q{zn}] (24)
Pr{wny1 = kwAlkA, wn lwng] <1 Analisando essas expressdes, tem-se que:
a1 =2° 1) Com|z,| =1 a equagao (24) fica,
Z Pr{wnt1 = kw1 AlkA, wn}, wnyr =1 (20) N .
= g kwi=kw leqn| = [Q{w + 20} — Q{W}]
kwi1=kw A
Z Pr{wnst = kw1t AEA, wn}, Wit = —1 paraz, < 5 tem-se que,
ko1 =—2b |6Q7L| = |Q{1f)} - Q{'LZ)H =0
Essa equacgao permite a determinacao dos elementostda dea Assim, yon = 0 paraz.| = 1. ) )
transicio de estados da cadeia de Markov, conforme explima  2) Com|[z.| # 1, sempre podezra acontecer dg, # 0, pois,
proxima sec3o. por exemplo, sevx, = kA/2,

legn| =

oy ee-alin)

paraz, < % mas nao-nulo, o pior caso para o estado de erro
Conhecidas as probabilidades de transicao entre osossthub e
coeficientes, & possivel determinar a matriz de prolauoiés de
transicaoP,, da cadeia de Markov. Mais do que isso, podemos deter- leqn| = A. (25)
minar condigdes a serem satisfeitas para Buetenha propriedades Substituindo (25) na expressao ge tem-se:
desejaveis para o comportamento adequado do algoritmo &MS

IV. LIMITES DO PASSO DEADAPTACAO

precisao finita. Por exemplo, o algoritmo deve ser proetiiforma [yn| = ||

a permitir a convergéncia do coeficiente para o seu valorodt) na Para queygn = 0, devemos tefy, | < %. Assim,

auséncia de ruido de medicao, independentemente doimaial de 1

wn. Esse requisito implica em que a matfiz devera ter uma Gnica |pan| < 3 (26)

classe final, com um Unico estado absorventewem= w. Assim,
P,, deve corresponder a uma cadeia de Markov quase-ergbdita [1
Inicialmente, existe a possibilidade de paralizagaolgoramo em

O pior caso pardz.| # 1 € |zn] = 1 — A (estado menor
seguinte dz,| = 1). Logo, a condigdo fica

um ambiente de precisao finita. Basta para isso que o ajestel@ o< _ 1 (27)
pelo algoritmo seja menor do que um passo de quantizag@steN 2(1-4)
casOwn4+1 = wyn em (3) e o algoritmo ficara paralizado. Outro Como A = 2% tem-se
aspecto importante & a garantia de que = w seja um estado gb
absorvente da cadeia de Markov, para Gugeja a solu¢gao em regime < T — (28)
permanente. Esses dois aspectos sao estudados nemsa se¢”™ -
Assim, parau no intervalo

o ~ 1 2b

A. Limite inferior do passo de adaptagao B <u< 56T 4 (29)

Para evitar a paralizagdao do algoritmo, o termo de ajuste gmatrizP

o . sera quase—ergodica com um estado absorvente.em
coeficiente em (3) deve satisfazer

W para todoz,,.

Note que a condicao (29) &€ uma condicao suficiente,ddew
possibilidade de saturagao. Considerando a saturagi@p; pode
ser igual aw,, paraygn # 0. Por exemplo, sev, =1 e ygn, > A
em (3),wn + yo,, Sera maior do que o nivel maximo do quantizador,
e wn+1 ficara saturado enh. Neste caso, teremas, 1 = w, = 1
mesmo seu nao satisfizer (29).

Note que para valores praticos deem queb > 2, o passo de
adaptacao pode ser representado com a mesma precis@vigaum
gue os sinais e os coeficientes do filtro, ja que: 0,5 sempre sera
Qm nivel de quantizagao.

|Q{ HEQnTn }l Z A

ou, equivalentemente,

|peqgnen| > % (21)

Como |eg,,| > A (para ruido baixo) sempre que, # w, (21)
resulta na condi¢a¢uz,| > 1. O minimo valor dey que satisfaz
essa condi¢ao ocorre pgra,| = 1. Assim, a condi¢éo sobre o pass
4 para que o algoritmo nao fique paralizado para w &

2Assumindo que o valofy coincida com um estade,,. Sew nao satisfazer
(22) essa condic&o, estaremos determinando o limite payae garante quev,

>
H= convirja para o estado do mais proximo de

N =
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V. VERIFICACAO DO MODELO PROPOSTO 0.8
Esta secdo apresenta resultados de simulacdo parfecagio 06\ |
dos resultados tebricos obtidos. Para a realizacdo dempos \
aqui apresentados, os limites de satura¢ao dos quamtezadoram 04 i
considerados simétricos na simulagcao. Isso foi feitwidie a

dificuldade de apresentacao das matrizes de transieaesthdos — 02
das cadeias de Markov pata> 3, ja que a dimensao da matriz .8, |
cresce exponencialmente com o nimero de bits. Com um wimel® o

de bits tao reduzido, as probabilidades calculadas peldates

por simulacdo diferiiam consideravelmente se a sinddafosse -0.2 1

feita com quantizadores assimétricos. Essa divergétmina-se

desprezivel para valores praticos ide -04 il
Exemplo 1: Considereb = 3. Neste caso, os niveis de 70 1

quantizagao para, serdo dados pofw, € [-1 —0.75 — 0.5 — ‘ ‘ ‘ ‘

0.25 0 0.25 0.5 0.75 1]}. De (29), tem—sem qu&5 < 1 < 0.67. 08 20 20 60 80 100

Considera—seb = 0.25, 0. = 1072 e . = 0.5. "

Fig. 3. Comportamento do algoritmo LMS em precisao finiteapa= 0.5,
a) Simulagdo: Para cada valor dg, a linha correspondente em@ = 0.25, b = 3 e estados iniciais deg = —0.75, wo = 0 e wo = 0.75
P, € obtida pela média amostral de 100.000 realiza¢cdesnde u
passo do algoritmaP,, entdao & dada por:
Exemplo 20bserve agora 0 que acontece.s€ % para o exemplo
anterior. A matrizP,, abaixo & obtida por simula¢do para= 0.499.

Estados [ -t -o075 -0

|
<)
%)
&
<)
=)
=)
°
¥
o
=)
o
S)

0.75 1.00 ]

—1.00 0.33 0.22 044 0O 0 0 0 0 0
—0.75 0 0.33 0.44 0.23 0 0 0 0 0
-1 —0.75 —0.5 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1
—0.50 0 0 044 0.33 0.22 0 0 0 0 Estados [ ]
_0.25 s
0.25 0 0 0 0.44  0.56 0 0 0 0 —1.00 0.44 0.33 0.22 0 0 0 0 0 0
0.00 0 0 0 0 078 0.22 0 0 0
—0.75 0 045 0.33 022 0 0 0 0 0
0.25 0 0 0 0 0 1 0 0 0
—0.50 0 0 056 044 0 0 0 0 0
0.50 0 0 0 0 0 0.22 0.78 0 0
—0.25 0 0 0 0.55 0.45 0 0 0 0
0.75 0 0 0 0 0 0 0.33 067 0
1.00 0 0 0 0 0 0 0.22 0.33 0.44 0.00 0 0 0 0 r.00 0 0 0 0
: : : : 0.25 0 0 0 0 0 1.00 0 0 0
0.50 0 0 0 0 0 0 1.00 0 0
0.75 0 0 0 0 0 0 0.22 0.78 0
1.00 0 0 0 0 0 0 0 044 0.56

b) Modelo: A matriz P,, obtida usando-se o modelo proposto é
dada por:
A matriz P,, obtida a partir do modelo tetrico & dada por:

Estados [ -1 —0.75 —0.5 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 ]
—1.00 0.33 0.22 0.44 0 0 0 0 0 0
—0.75 0 0.33 0.44 0.22 0 0 0 0 0
—0.50 0 0 0.44 0.33 0.22 0 0 0 0 Estados [ -1 —-0.75 —0.5 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 ]
—0.25 0 0 0 0.44 0.56 0 0 0 0
0.00 0 0 0 0 0.78 0.22 0 0 0 —1.00 0.44 0.33 0.22 0 0 0 0 0 0
0.25 0 0 0 0 0 1 o 0 0 —0.75 0 0.44 0.33 0.22 0 0 0 0 0
0.5 0 0 0 0 0 0.22 0.78 0 0 —0.50 0 0 0.56 0.44 0 0 0 0 0
0.75 0 0 0 0 0 0 0.33 0.67 0 —0.25 0 0 0 0.56 0.44 0 0 0 0
1.00 0 0 0 0 0 0 0.22 0.33 0.44 0.00 0 0 0 0 1.00 0 0 0 0
0.25 0 0 0 0 0 1.00 0 0 0
~ - 0.5 0 0 0 0 0 0 1.00 0 0
A comparacdo dessas duas matrizes mostra que o modelosfop 0.75 0 0 0 0 0 0 o022 078 o0
1.00 0 0 0 0 0 0 0.22 0.44 0.56

leva uma excelente previsao d¥,.
Note que, conforme previsto pela teorid, tem um Unico estado

absorvente emu, = @ = 0.25, indicado pelo valor 1 na sexta Note que neste caso ((29) nao & satisfeita), existemcteises
coluna. Assim, independentemente do estado inigialo coeficiente finais, cada uma composta por um estado absorvente. Em regime
converge sempre pard. Essa propriedade & confirmada pela matriﬁermanente, observg0%

PLO% ap6s 1000 passos do algoritmo:

Estados [ -1 —0.75 —0.5 —0.25 0 0.25 0.5 0.75 1 ]

Estados [ -1 -075 -05 -0.25 0 025 05 075 1 ]
~1.00 0 o o 0 1 0 0 0 0
—~1.00 0 o 0 0 o 1 0 0 0 —~0.75 0 o o 0 1 0 0 0 0
[ —0.75 -‘ 0 o 0 0 o 1 0 0 0 ~0.50 0 o o 0 1 0 0 0 0
~0.50 0 o 0 0 o 1 0 0 0 —0.25 0 o o 0 1 0 0 0 0
—0.25 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0.00 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0.00 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0.25 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0.25 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0.50 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0.50 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0.75 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0.75 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1.00 0 0 0 0 0 0 1 0 0

1.00 0 0 0 0 0 1 0 0 0

Essa matriz indica que o estado estacionario podeuset 0,
Essa matriz mostra claramente du®,,—.. w, = w para qualquer w = 0.25 ou w = 0.5, dependendo do estado inicial.
condicao inicial.
A Fig. 4 mostra o comportamento do algoritmo LMS neste caso,
A Fig. 3 mostra o comportamento médio dos coeficientes wsancbnfirmando a previsao tedrica de diferentes estadosi@séaios
o algoritmo LMS para trés diferentes valores iniciais para diferentes inicializacGes ds,.
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Fig. 4. Comportamento do algoritmo LMS em precisédo finiteaapa =
0.499, w = 0.25, b = 3 e estados iniciais devg = —1, wo = 0.25 e
wo = 0.75

V1. CONCLUSOES

Este artigo apresentou uma nova modelagem do comportamento
do algoritmo LMS quando implementado em precisdo finita. Os
coeficientes do filtro adaptativo foram modelados como undeiaa
de Markov, e a matriz de probabilidades de transicdo deiaddi
determinada para o caso unidimensional. Desta forma samatlas
as linearizagcbes empregadas nos modelos existentedenatuia.

A partir desse resultado, foram determinadas as corslicbbre
0 passo de adaptacdo para que o algoritmo convirja parantm po
o6timo em regime permanente. Resultados de simulacadeMoarlo
comprovaram a qualidade do modelo proposto.
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