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Esquemas para filtragem adaptativa baseados em
redes wavelet

Celso de Sousa Júnior, Romis Ribeiro de Faissol Attux e João Marcos Travassos Romano

Resumo— A utilizaç ão de redes wavelet em equalização su-
pervisionada e ñao-supervisionada de canais de comunicação é
investigada neste trabalho. No primeiro contexto, a rede wavelet
assume o cĺassico papel de um equalizador adaptado segundo
o crit ério de Wiener. No segundo caso, a rede opera segundo
as diretrizes de um paradigma emergente de equalização cega
baseada em prediç̃ao não-linear. Em ambas as aplicaç̃oes, s̃ao
adaptados tanto os par̂ametros da rede quanto a sua pŕopria
estrutura, o que permite, em tese, que seja obtida uma solução
moldada às necessidades do problema a resolver. Os resultados
confirmam a validade da proposta e sua aplicabilidade a prob-
lemas de equalizaç̃ao de canal.

Palavras-Chave— Filtragem Adaptativa, Equalização Cega,
Wavelets, Filtros Não-lineares.

Abstract— This paper investigates the use of wavelet networks
in supervised and unsupervised channel equalization. In the first
of these contexts, the wavelet network plays the classic role of an
equalizer whose parameters are adapted via the Wiener criterion.
In the latter case, the network is designed in accordance with
an emergent blind equalization paradigm based on nonlinear
prediction. In both applications, the network parameters and its
structure are adapted, which allows, in theory, that a solution
be obtained which suit the requirements of the problem at hand.
The results confirm the validity of the proposal, as well as its
applicability to channel equalization problems.

Keywords— Adaptive Filtering, Blind Equalization, Wavelets,
Nonlinear Filters.

I. I NTRODUÇÃO

O principal objetivo de um sistema de comunicaçãoé garan-
tir o adequado interĉambio de mensagens entre transmissor
e receptor, os quais, por definição, est̃ao ligados por um
meio f́ısico. Via de regra, esse meio - ou canal - modifica
a informaç̃ao que porta, o que significa que o sinal recebido
é usualmente uma versão corrompida da mensagem original.
Caso os efeitos nocivos do canal não sejam apropriadamente
tratados, a reconstrução dos dados enviados no receptor pode
ser severamente comprometida.

Uma forma de contrabalançar tais efeitosé processar o sinal
recebido com a ajuda de um filtro especialmente projetado para
esse fim - o equalizador - conforme nos mostra a Figura 1.
Idealmente, o projeto de um equalizador levaà seguinte
condiç̃ao:

yn = ksn−d . (1)
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que recebe o nome dezero-forcing (ZF). Nesse caso, a
informaç̃ao transmitidaé perfeitamente recuperada a menos
de um ganhok e de um atraso de equalização d [5].
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Fig. 1. Modelo para sistema de comunicação. Vide seç̃ao II para significado
dos śımbolos e varíaveis.

Embora a condiç̃ao ZF expresse muito bem em termos
mateḿaticos a meta a ser atingida, ela nada diz sobre os meios
necesśarios para atingi-la. No caso em que o modelo de canalé
conhecido e sem ruı́do aditivo, uma abordagem bastante direta
seria escolher um equalizador com caracterı́sticas inversas̀as
do canal. Dessa maneira, as atuações sucessivas de canal e
equalizador terminariam por preservar a informação enviada.

O problemaé que nem semprée fact́ıvel assumir que o
canal possa ser adequadamente modelado por um sistema
determińıstico, ou ainda que o receptor seja capaz de ter
acesso a tal modelo. Portanto, torna-se imperativo procurar
estrat́egias alternativas de projeto. Uma possibilidadeé esta-
belecer crit́erios de ajuste dos parâmetros do equalizador a
partir da informaç̃ao contida nos sinais envolvidos.

Se as amostras do sinal transmitido forem acessı́veis, ou
seja, se estivermos num contexto supervisionado,é posśıvel
recorrer ao ćelebre paradigma de Wiener, de cuja idéia geral
a funç̃ao custo de erro quadrático ḿedio é express̃ao fiel [5]:

JWiener = E{e2
n} = E{(sn−d − yn)2} . (2)

É importante notar que a escolha do atraso de equalização
tem um papel fundamental neste paradigma, pois diferentes
escolhas ded engendrar̃ao diferentes funç̃oes custo e, con-
seq̈uentemente, diferentes soluções para os parâmetros livres
do filtro a projetar.

Embora a formulaç̃ao baseada no erro quadrático ḿedio
goze de ineǵavel solidez, ela pode, em muitos casos, ser
inviável devido à exiĝencia de que amostras transmitidas
sejam conhecidas no receptor. Para evitar essa demanda,
foram propostos diversos critérios ñao-supervisionados (ou
cegos) de equalização. Esses critérios t̂em por base apenas
o conhecimento das estatı́sticas do sinal transmitido, ou seja,
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dependem de grandezas que normalmente um projetista pode
determinar a priori.

A escolha de um critério de ajuste está indissociavelmente
ligadaà opç̃ao por uma estrutura de filtragem que deverá fazer
o papel de equalizador.́E a sinergia entre esses dois entes,
estrutura e crit́erio, que determina as possibilidades de desem-
penho do equalizador. Classicamente, estruturas linearessão
preferidas devido a sua tratabilidade matemática e sua relativa
simplicidade. No entanto, caso o canal tenha um caráter ñao-
linear, ou mesmo em problemas lineares de natureza mais
complexa, torna-se desejável empregar uma estrutura mais
flex́ıvel [5][2].

Devido ao not́avel avanço do campo de inteligência
computacional, o uso de redes neurais em problemas de
equalizaç̃ao se consolidou ao longo daúltima d́ecada. Nesse
contexto, mereceram especial atenção as redes neurais RBF
(Radial Basis Function) e MLP (Multi Layer Perceptron),
ambas dotadas de capacidade de aproximação universal. A
rede RBFé dotada ainda de uma importante caracterı́stica:
é capaz de emular o dispositivóotimo do ponto de vista
da minimizaç̃ao da taxa de erro de sı́mbolo, o filtro de
Bayes [5]. No entanto, em muitos casos práticos, o projeto
do equalizador bayesiano pode levar a uma rede com uma
dimens̃ao proibitiva, o que reforça a validade do emprego de
estruturas alternativas, como a própria rede MLP [2].

Em problemas de equalização, o uso de estruturas não-
lineares est́a, via de regra, associado a critérios supervision-
ados. Isso se deve ao fato de que os principais critérios de
equalizaç̃ao cega dependem de formulações estatı́sticas que
têm sua validade assegurada apenas num domı́nio puramente
linear, o que torna temerária qualquer extensão imediata.
Não obstante, resultados recentes mostram que o uso de um
critério de erro de predição fornece uma base sólida para
a equalizaç̃ao ñao-linear de canais. Destarte, tal abordagem
se afigura deveras atraente por aliar bom desempenho a uma
necessidade limitada de informação a priori.

É nesse ceńario multifacetado que se insere o presente
trabalho. Seu principal objetivóe investigar o uso de uma
estrutura dotada de capacidade de aproximação universal -
uma rede wavelet - em problemas de equalização ñao-linear
supervisionada e cega [10][9][8]. Além de ter por base o valor
intrı́nseco da estrutura, ainda pouco explorada no contexto de
comunicaç̃oes, a abordagem proposta inclui um mecanismo de
adaptaç̃ao estrutural que permite que a estrutura de equalização
seja adaptada online, ou seja, que fatores como o número de
neur̂onios sejam determinadas segundo um processo criterioso
e vinculado ao problema em questão [7][1]. O desempenho
da estrutura proposta será avaliado sob diferentes modelos de
canal e abordagens (tipo Wiener e baseada em predição), o
que nos permitiŕa tecer considerações acerca de sua validade
enquanto opç̃ao a redes mais tradicionais.

O trabalho obedecèa seguinte divis̃ao: na seç̃ao II, apresen-
tamos os principais elementos de nossa notação; na seç̃ao III,
é exposta a rede wavelet, base de nosso esforço, enquanto na
seç̃ao IV discutimos o mecanismo de adaptação estrutural; na
seç̃ao V, analisamos os problemas de equalização resultantes;
na seç̃ao VI, encontram-se os resultados e, na seção VII, as
conclus̃oes.

II. SÍMBOLOS E VARIÁVEIS

sign(.): função sinal;
<,>: produto interno;
|.|: valor absoluto;
(.)H : Hermitiano de um vetor ou matriz;
(.)∗: complexo conjugado;
(.)T : transposto de matriz;
E{.}: operador esperança;
a: variável escalar;
a: vetor ou matriz;
sn: sinal transmitido no instante, neste trabalho este sinalé
constitúıdo de amostras i.i.d de sı́mbolos bipolares (+1/−1);
an: sinal recebido sem ruı́do;
bn: ruı́do aditivo no canal de comunicação;
xn: sinal de entrada do equalizador;
yn: sinal de sáıda do equalizador;
d: número de amostras atrasadas no sinalsn, i.e. sn−d;
en: sn−d − yn: erro de estimaç̃ao;
wn: vetor de pesos do filtro transversal no instanten;
φa,b(t): função wavelet dilatada pora e transladada porb;
L2(R):

∫
|f(t)|2dt < +∞: funções de energia finita;

N : número de entradas na rede;
M : número de oitavas ou coeficientes de dilação;
K: número de coeficientes de translação;
µ: passo de adaptação para algoritmos LMS normalizado;
µi , i = 1, 2: ganhos relacionados ao critério de adaptaç̃ao
estrutural.

III. R EDESWAVELET

A representaç̃ao natural da transformada wavelet considera
uma vers̃ao transladada e dilatada de uma função cont́ınuaφ,
conhecida tamb́em como wavelet m̃ae:

φa,b(t) =
1
√

a
φ
( t − b

a

)

, a ∈ R
∗, b ∈ R . (3)

Contudo, a representação no doḿınio de funç̃oes cont́ınuas
é pouco apropriada a problemas envolvendo sistemas digitais.
Sendo assim,́e prefeŕıvel adotar uma parametrização na qual
as grandezas de tempo e escala (b e a) são discretizadas [6]

φj,k(t) = 2−j/2φ
( t − 2jk

2j

)

, j, k ∈ Z . (4)

Uma dada funç̃ao f ∈ L2(R) pode ser caracterizada ou
reconstrúıda por uma superposição de elementos de funções
wavelet como [4]

f =
∑

j,k

< f, φj,k > φ̃j,k . (5)

Uma amostragem mais precisa dos parâmetros da wavelet
pode ser obtida considerando

φm,k(t) = 2−m/2Mφ
( t − 2m/Mk

2m/M

)

,m = 0, · · · ,M − 1 .

(6)

570



XXII SIMPÓSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICAÇ̃OES - SBrT’05, 04-08 DE SETEMBRO DE 2005, CAMPINAS, SP

ondeM ∈ Z é o ńumero de ”vozes”por oitava [6]. Para reduzir
o número de operações por funç̃ao wavelet, limitaremos o
par̂ametrok a apenas alguns valores.

No entanto, para garantir que a composição de wavelets
seja capaz de reconstruir a função f , o conjunto Φ =
{φm,k, m, k ∈ Z} deve constituir umframe paraL2(R) [4],
ou seja, devem existirA > 0 e B < ∞ tais que

A‖f‖2 ≤
∑

m,k

| < f, φm,k > |2 ≤ B‖f‖2

para todof ∈ L2(R). Maiores detalhes sobre as condições
suficientes para formação de umframepodem ser encontrados
em [4].

Sendo assim, será considerada a seguinte parametrização
para a rede wavelet neste trabalho

yn =

M−1∑

m=0

K∑

k=−K,k 6=0

wm,kφm,k(xn) , (7)

ondewm,k representa os pesos da camada de saı́da para este
nó da rede. A Figura 2 ilustra alguns nós da rede wavelet:

φφφ

wm,k

wm,k+1wm,k−1

∑

xn

k k + 1k − 1

sáıda

entrada

2m/M 2m/M

2m/M

Fig. 2. Representação de um ńo da rede wavelet considerando apenas uma
única entrada.

Quando a rede wavelet́e alimentada por mais de uma
entrada, torna-se necessário repetir a arquitetura da Figura 2
para cada uma das entradas.

xn−N

yn

xn

xn−1

Fig. 3. Representação da rede wavelet para múltiplas entradas.

Entretanto, do ponto de vista da parametrização, basta
adicionar mais um somatório à express̃ao da sáıda da rede
(equaç̃ao (7)). Nas redes wavelet, vale também a representação
por matrizes. Assim, a saı́da da rede wavelet pode ser reescrita
como

yn =

N∑

i=1

M−1∑

m=0

K∑

k=−K,k 6=0

wi,m,kφm,k(xi,n)

= Wn
︷ ︸︸ ︷

1 × M.N.2K

Φn
︷ ︸︸ ︷

M.N.2K × 1

. (8)

ondeN é o ńumero de entradas para rede wavelet.
A parametrizaç̃ao descrita na equação (4) assemelha-se a

um equalizador linear e também à representação de redes do
tipo RBF (Radial Basis Function). Existem alguns pontos em
comum entre a rede wavelet e a RBF [8]:

1 Wavelets podem ser consideradas como versões deslo-
cadas e dilatadas de uma dada função de ativaç̃ao (que
obedeça as condições de admissibilidade);

2 Valem as propriedades de aproximação universal e
aproximaç̃ao L2 tanto para redes RBF quanto para redes
wavelets;

3 Algoritmos para treinamento de redes neurais (por exem-
plo, o algoritmo LMS) podem ser reutilizadas para redes
wavelets.

Neste trabalho, utilizaremos o algoritmo LMS normalizado
para adaptar os pesos da camada de saı́da da rede wavelet. A
express̃ao iterativa dessa técnicaé [5]:

Wn+1 = Wn + µ
zne∗n
‖zn‖2

, (9)

ondeµ é o passo de adaptação, zn o vetor de entradas para
o algoritmo een o sinal de erro. O vetorzn e o escalaren

ser̃ao devidamente explicitados nas próximas seç̃oes.

IV. A DAPTAÇÃO ESTRUTURAL

Neste trabalho, adotaremos a estratégia de adaptação estru-
tural proposta em [7], ou seja, os nós da camada escondida
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ser̃ao divididos em tr̂es grupos conforme a evolução dos
coeficientes da camada de saı́da:

L
+ : ∀j se ‖Wj‖n − ‖Wj‖n−1 > µ1

L
o : ∀j se −µ2 ≤ ‖Wj‖n − ‖Wj‖n−1 ≤ µ1

L
− : ∀j se ‖Wj‖n − ‖Wj‖n−1 < −µ2

(10)

ondeWj é o j-ésimocoeficiente da camada de saı́da.
As leis de adaptação da rede s̃ao:

• Selecione um ńo do conjuntoL
− para ser removido a

cada iteraç̃ao no instante de tempon;
• Adicione um ńo na rede se houver pelo menos um ponto

em L
+;

O conjuntoL
o não afeta a adaptação estrutural e ñao é permi-

tido excluir ou adicionar mais de um nó por iteraç̃ao. Quando
um ńo é introduzido na rede, seu peso e seus coeficientes para
dilataç̃ao e translaç̃ao s̃ao inicializados aleatoriamente.

V. EQUALIZAÇ ÃO COM REDE WAVELET

Tendo j́a apresentado o problema de equalização, a estrutura
adotada e a metodologia de treinamento, estamos prontos a
definir com mais precis̃ao o escopo da aplicação proposta.
Como adiantamos na introdução, faremos uso da rede wavelet
em dois contextos: um mais clássico, de equalização super-
visionada, e um contexto menos usual, de equalização cega
baseada em predição ñao-linear.

No problema de equalização supervisionada, a rede wavelet
teŕa por objetivo recuperar com a maior fidelidade possı́vel
uma vers̃ao atrasadasn−d do sinal transmitido. O treinamento
da rede teŕa por base uma medida de erro entre o sinal desejado
e a sáıda yn, como mostra a Figura 4.

CANALsn

an

bn

xn
yn

en

z−d

Fig. 4. Rede wavelet para equalização supervisionada.

No caso ñao-supervisionado, projetaremos a rede wavelet
para que ela faça o papel de um preditor num esquema em
que o equalizadoŕe o filtro de erro de predição resultante. Para
que entendamos essa proposta, fundamentada nos arcabouço
teórico desenvolvido em [2] e [3], assumamos que a parte
determińıstica do canal pode ser modelada por um filtro FIR:

F (z) =

Nh−1∑

i=0

hiz
i , (11)

ondeNh é o ńumero de coeficientes do canalh.
Dessa forma, o sinal de entrada do equalizador (queé o

filtro de erro de prediç̃ao) pode ser representado como

xn = h0sn + h1sn−1 + · · · + hNh−1sn−Nh+1 + bn , (12)

ondebn é o processo estocástico que representa o ruı́do aditivo.
Dando o nome dePreditor(.) ao operador que representa
o mapeamento efetuado pelo preditor, chegamosà seguinte
forma para o erro de predição

epred
n = xn − Preditor(xn−1)

= h0sn + h1sn−1 + · · · + hNh−1sn−Nh+1 + bn−

Preditor(xn−1)
︸ ︷︷ ︸

x̂n

= h0sn + h1sn−1 + · · · + hNh−1sn−Nh+1 + bn

− Preditor(h0sn−1 + · · · + hNh−1sn−Nh+2 + bn−1)
︸ ︷︷ ︸

x̂n

.
(13)

No caso ideal, o preditor da equação (13) cancelará os
termos redundantes como(h1sn−1 + · · · + hNh−1sn−Nh+1)
e tamb́em parte debn. Sendo assim, o erro de predição se
resumiŕa a

epred
n = h0sn + b′n , (14)

ondeb′n representa o ruı́do residual. Portanto, foi recuperado
o sinal transmitido, com atraso zero, a menos de um ganho,
que pode ser compensado por um mecanismo do tipo AGC
(Automatic Gain Control), conforme proposto por [2]. A saı́da
do AGCé submetida a ação de um decisordec(.), o qual, neste
trabalho,é a funç̃ao sinal.

CANAL

AGC

sn

an

bn

xn ynepred
n

z−1

dec(.)

Fig. 5. Rede wavelet para equalização cega.

Nos primeiros trabalhos que fizeram uso dessa proposta,
foram utilizadas redes do tipo MLP e um filtro fuzzy [3][2].
O presente trabalho, portanto, contém a primeira aplicaç̃ao de
uma estrutura baseada em wavelets a esse problema particular.

Tendo terminado de expor os dois problemas em torno dos
quais gravitar̃ao nossos esforços, estamos aptos a apresentar
nossos ensaios e resultados, que serão a base da análise da
proposta de filtragem discutida nas seções anteriores.
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VI. RESULTADOS DESIMULAÇ ÃO

Para o caso supervisionado, as configurações de canal,
ruı́do, da rede wavelet e dos algoritmos de treinamento estão
na primeira linha da Tabela I. Escolhemos um canal de fase
mı́nima e o atraso de equalização que produz o mais complexo
problema de equalização, o qual, alías, ñao é pasśıvel de
soluç̃ao linear.

Os resultados para o caso supervisionado são apresentados
nas Figuras 6-8. A Figura 6 mostra o sinal de saı́da do
equalizador, ou seja,yn. O sinal de erro instantâneo en é
exibido na Figura 7, onde chamamos a atenção para a redução
acentuada do erro após os primeiros instantes da simulação.

A Figura 9 retrata o sinalepred
n para o caso ñao-

supervisionado. O objetivo do preditoré tornarepred
n o mais

próximo posśıvel de sn (pois h0 = 1, vide a segunda
linha da Tabela I). Tal metáe alcançada, conforme atesta o
comportamento de ”abertura do olho” durante a simulação
reportada na Figura 9 e os erros de decisão retratados na
Figura 10. Portanto, concluı́mos que a rede wavelet cumpriu
a tarefa de maneira adequada a nossas expectativas.

As Figuras 8 e 11 mostram o número de neur̂onios (ou ńos)
da camada escondida da rede para cada uma das situações, o
que nos permite ter uma boa noção do papel do mecanismo
de adaptaç̃ao estrutural. Observamos que, na fase inicial do
processo adaptativo, há uma gradual inserção de neur̂onios
at́e que, por fim, atinge-se uma configuração satisfat́oria.
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Fig. 6. Rede wavelet com apdaptação estrutural para o caso supervisonado.
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Fig. 7. Erro instant̂aneo da simulaç̃ao da Figura 6.
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Fig. 8. Evoluç̃ao do ńumero de ńos da simulaç̃ao da Figura 6.
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Fig. 9. Rede wavelet com adaptação estrutural para o sistema não-
supervisionado.
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Fig. 10. Diferença entresn−d e yn para simulaç̃ao da Figura 9 (caso não-
supervisionado).

VII. C ONCLUSÕES

Neste trabalho, analisamos o uso de redes wavelet em
problemas de equalização supervisionada e cega de canal.
O equalizador ñao-linear é submetido a um processo de
treinamento composto por duas etapas concomitantes: ajuste
de par̂ametros e adaptação estrutural.

Os resultados mostram que a proposta teve um bom de-
sempenho tanto num contexto supervisionado (em que o
treinamento teve por base o critério de Wiener) quanto num
contexto ñao-supervisionado (baseado no critério de erro de
prediç̃ao), o que nos permite tirar conclusões auspiciosas
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TABELA I

PARÂMETROS DAS REDES WAVELET UTILIZADAS NAS SIMULAÇÕES

Figuras M N bn K Canal µ µ1 µ1 Ganho AGC d φ(t)

6,7 e 8 4 5 20 dB 2 h(z) = 1 + 0, 6z−1 0,7 0,15 0,15 0,009 2 (1 − t2) exp(−t2/2)
9,10 e 11 3 3 21 dB 3 h(z) = 1 + 0, 8z−1 + 0, 4z−2 0,3 0,2 0,2 0,009 0 (1 − t2) exp(−t2/2)
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nú
m

er
o

de
ńo
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Fig. 11. Evoluç̃ao do ńumero de ńos da simulaç̃ao da Figura 9.

acerca de sua aplicabilidade a uma ampla gama de problemas
de equalizaç̃ao. Dentre as caracterı́sticas positivas da rede
wavelet, desejamos destacar as seguintes:

1) Capacidade de aproximação universal, o que possibilita
a aplicaç̃ao em uma gama ampla de canais, incluindo os
não-lineares e variantes no tempo;

2) A rede wavelet pode ter diferentes funções (incluindo
Gaussianas), o que pode ser encarado como uma
generalizaç̃ao dos outros tipos de rede, por exemplo RBF
e MLP.

3) A rede wavelet com adaptação estrutural permite tratar
situaç̃oes onde a din̂amica do sistema muda bruscamente
durante a equalização. Isto inspira a investigação desta
ferramenta para sinais com estatı́sticas ñao estaciońarias.

A utilização da estrutura wavelet em conjunto com uma
heuŕıstica de ajuste de arquitetura da rede consiste a princi-
pal contribuiç̃ao deste manuscrito. Contudo, os pontos para
investigaç̃ao e ańalise ñao foram extintos, restando, por exem-
plo, elaborar uma metodologia para determinar os parâmetros
iniciais da rede (M , N e K) e os ganhos do critério de
adaptaç̃ao estrutural (µ1 e µ2).
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