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Nova gera@o da representag D-aria de um
numero racional

Valdemar C. da Rocha Jr. e MarcodilNér Vasconcelos

Resumo—Este artigo apresenta uma nova maneira de 0 Smbolo da fonte associado a esta probabilidade possui um
obtengio da representago D-aria para qualquer namero ra- nimero infinito de palavrasodigo para representar os seus
cional positivo menor que 1, em termos de &ies geonetricas. homofonemas. Pensava-se éentque esta seria uma grande

Em contraste com a representa@o D-aria convencional, onde um desvant m ] A6co d bstituio homobni
termo futuro somente pode ser calculado as todos os termos an- 9€Svantagem para o usoapco da substitugo homobnica,

teriores serem conhecidos, a novatnica fornece o conhecimento POIS & mesma iria requerer um dic&i® com um KBMero
de qualquer termo futuro independentemente do conhecimento infinito de palavras @digo. A representagp D-aria aqui
de termos anteriores. Como resultado, o armazenamento de gpresentada permite que, para probabilidades Zpielsneros
qualquer representa@o D-aria pode ser feita mais eficientemente racionais, o dicioario infinito de homofonemas possa ser
armazenando sempre um Amero finito de parametros. Este ] . C -
procedimento encontra aplicado em criptografia, em teoria da constrado a partl_r um dicioario f!nlto de palavras f\gxmares.
informacao e na gerado de riimeros aleabrios. Exemplo 1:SejaD = 2 e considere uma fonte kina S =
{a,b} onde as probabilidades de od@mnrcia dos Bnbolosa
em rie, codificagio homobnica. e b sao, respectivamentes(a) = 1/4 e Ps(b) = 3/4. A
Abstract— This paper presents a new way of obtaining theD- codificagio homobnica biraria (_1eS produz um homofonema
ary representation of any positive rational number less than 1, v1 pararepresentar a letsze dois homofonemas; e v, para
in terms of geometrical series. Contrasting with the conventional representab, onde P(v1) = 1/4, P(vs) = 1/2 e P(vs) =

D-ary representation, where a future term can only be computed 1/4. As palavras-gdigo 0,10 e 11 podem ser usadas para
after all its predecessors are known, the new technique provides representap;, v, andvs, respectivamente.

knowledge about any future term independent of knowledge of
previous terms. As a result the storage of anyD-ary represen- O objetivo deste trabalhé introduzir uma nova e eficiente
tation can be done more efficit_ently by §tor_ing a finite number  aneira de obter a represeritagD-aria de um amero raci-
of parameters. This procedure finds application in cryptography, . .
information theory and generation of random numbers. onal ppsmvo menor que~ 1, no sentido de que qualquer termo
espeffico da represent@ap possa ser gerado sem o conhe-
cimento obrigatrio dos termos anteriores. Deve-se observar
gue a exter#o destes resultados para cobrir a repesaatde
. qualquer mmero racionak trivial. Isto segue pois qualquer
| INTRODUCAO nimero maior que 1 sempre pode ser decomposto como uma
Sistemas criptogficos de chave-secreta, nos quais a mesema de um @mero inteiro positivo mais umimero racional
sagem cifrada coatm pouca ou nenhuma redédmtia, §io positivo menor que 1. A decompoaig de imeros inteiros
mais dificeis de serem quebrados [1]. Subst@si¢iomobnica positivos como uma soma de patias deD, D > 2, &
[1]-[3] & uma écnica criptogifica usada para reduzir a reimediata, assim como tarém lidar com o caso deUmeros
dunchncia de uma mensagem a ser cifrada, ao custo de umgativos.
expando do texto-claro. Na substit@io homobnica, cada Na se@o 2 & apresentado um procedimento para obter
letra da mensagem origin@lrepresentada por um substituto ode forma eficiente a represerdacD-aria de um @amero
homofonemam um alfabeto maior, para formar a mensageinteiro positivo menor do que 1, assim como témb $0
em texto-claro que serenio cifrada. SejaD um rimero apresentados alguns exemplos. Este arfigencerrado na
inteiro positivo. Em uma substittdo homobnica D-aria a seo 3, com alguns comerios.
representéip de cada letra por palavra®digo D-arias é
alcancada pela expéis em base) da probabilidade da letra Il. REPRESENTAGO D-ARIA
correspondente, isté, atraes da expar@® de um fAmero . - L , .
racional positivo\, menor que 1, e e@db representando cada A expresgo ‘representaip D-aria de um amero racional

o . = itivo menor 1" signifi represei I
homofonema por uma palavradigo D-ara na decomposip o8 TE T8 BRSO £ R R B
D-aria deX. Uma necessidade similar de realizar exgass R 9

D-arias tamem ocorre na gerde de fimeros aledios [4]- inteiro positivo D, onde cada termo pode ter multiplicidade

[6]. Freqientemente a expéais de uma probabilidade numa © Maximo D —1. Em geral, a farma convencional de se

dada baseéD possui um fimero infinito de termos, ou seja,CaICUIar um termo futuro em uma represegm@ -ara requer
o conhecimento de todos os termos anteriormente calculados
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finito de termos distintos @o-recursivos) mais umimero s=4eh; =m(2°—1)/n =3, assim segue que
infinito de termos (recursivos) pertencentes a wmaero finito (3/16)
de <ries georatricas infinitas, cujos primeiros termo&acs 1/5 =

pottncias negativas d@ de multiplicidade no raximo D —1,
e as rabes &0 poéncias negativas db. - :

Demonstrago: Sejam/n um rimero racional, onde 1-2 - 1-2 -
m < n, m en SA0 rimeros inteiros positivos e primos entre - (1/8 1/16) + (1/16 1/16)7
si, ou seja, o raximo divisor comum entre» e n € iguall e 1/ )Z( /16)+ {1/ )Z( /16)
se@& denotado por mder, n) = 1.

1) Suponha que a decompdsic de n em fatores primos
coném apenas fatores (repetidos @ohque aparecem na
decomposigo deD em fatores primos. Segue quealivide
D", sendor 0 maior expoente entre os fatores primos da 1 7
decomposigo den. Portanto 710 = < ) ( )

(1/3) , (W16

j=0 7=0
b) Sejam/n = 7/10. Pela Propos&o 1 a representag

binaria de7/10 produzn; =5, no = 2,r =1 e s = 4,
assim segue que

m mD"  h  hy hy_1 _ ( ){ }

n wD D D Dt TTpo L
na qualh = mD"/n & um rumero inteiro positivo = 5 5
menor queD” e hg, hy,...,h.—1 SA0 0s coeficientes da 1 00 0o
representefp deh na baseD. Conclui-se quen/n neste = —+(1/8) Z 1/16)7 + (1/16) Z 1/16)7,
caso expande na bage como uma soma de noarimo 2 =0 j=0

r termos @o-recursivos distintos.

2) Suponha agora que a decompéasiden em fatores primos  onde nalltima igualdade foi usada a represeéiaglel /5
coném fatores relativamente primosia, cujo produtoé do Exemplo 2a).
denotado pomy, alem de fatores (repetidos o@®) que  Exemplo 3:Seja D = 3. A representso terraria de

aparecem na decompoag;de D em fatores primos, cujo 7/9, 5/8 e 7/15 de acordo com a Propogig 1& como segue.
produto & denotado pom,. Segue quen divide D",

sendor 0 maior expoente entre os fatores primos da 9341

- ~ 7
decomposigo den, e sendo(n;) = s a fun@o de s = ¢ =231 4372
_Car_rmchagl_[?, Rgs. 275-277], Ou seja,e 0 menor amero 5 [(32 7 1)/32} 5
inteiro positivo para o quab®—1 & dividvel porn,. Segue R L A I
que 8 (32— 1)/37]8
o 5/9
D —1)[1 D hi  h 1=
mo_ {m(—)} { ] _ M he g (3429
n ny (D —=1)] |n2 D (Ds—-1)D = 119
_ B2
hi/D® hio | hn his 1) o= p(—s)) 1=1/9 1-1/9
i—p= ~ (ptpat -t p )LD S S
=0 = (1/3)>_(1/9)" +(2/9) > _(1/9),
E o hQO hgl h2,r—1 . =0 1=0
T - r r—1 e ’
pro b b D = = (1/3)(1/5)
na qualhl :“m(DS —1)/ny €hy = D" /ny a”ap nmimeros = (1/3)(1+2/5)
inteiros positivos menores qug® e D" respectivamente, e .
- = 1/3+(1/3)(2/5)
h107 hlla ey hl,s—l e hgo, hgl, ey h2,r—1 Sa0 OS respec- 2/5)(80/81
tivos coeficientes da represeriacdeh; e dehs na base = 1/3+ M
D. Segue de (1) quer/n expande na basP como uma 80/81
soma de no @aximor+ s séries georatricas infinitas tendo — 134 32/81
D=3 como raao comum. No caso di; > 1 procedemos 1-1/81
a separago deh; em dois termos, sendo um deles um ~ 13 27/81 +3/81 +2/81
nimero inteiro positivoh] e o outro uma frago pdpria = 13+ 1—280/81
hY /nq, conforme ilustrado no Exemplo 2. ) ‘
- = 1/34(1/3)) (1/81)" +
Exemplo 2:SejaD = 2. A representaio biraria del/5 e L= -
7/10 de acordo com a Propogig 1& como segue. (1/27) Z 1/81)% + (2/81) Z 1/81)1.
a) Pela proposip 1 a representaQ biréria del/5 produz i=0 i=0
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I1l. APLICACAO

O procedimento descrito pode ser aplicado em diversas
situa@es de interesse @ico. Uma das aplicdgs consiste
na gerago de mimeros aled@trios D-arios com distribuigo
de probabilidade uniforme, a partir de uma fostediscreta
sem merdria, com $mbolos cujas probabilidadeasimeros
racionais [8]. A &cnica consiste em decompor na bdsea
probabilidade de cadaimsbolo deS e de representar cada
termo desta decompo8ig por uma palavraD-aria de um
codigo unicamente decodifivel. As se@iéncias geradas por
este esquemads compostas por vaeis aledirias D-arias
independentes e identicamente disfiidas com distribuigo
uniforme.

Exemplo 4:SejaD = 6 e consideremos uma fonte B
S = {a, b} onde as probabilidades de odarcia dos Bnbolos
a e b sdo, respectivamentePs(a) = 7/20 e Ps(b)
13/20. Usando o rdtodo proposto, obtemos a expaosdas
probabilidades na base 6 conforme indicado a seguir.

71 6 6-1
20 22.5 62 6-—1
7.3 1/6
62 1-1/6
1 1 1 /1)
= 1+4.-4+3.—).= —
(o503 5) 52 3)
1T /1) 1T /1) 1 /1)
= = - 4. — - 3. = Z
i (5) w2 (5) e (5)
=0 =0 1=0
13 13 6 6-1
20  22.5 62 6-—1 (1]
1332 1/6
62 1-1/6
B 1 1)\ 1 /1) 2]
= (3+6+3 62) 6;(0

100
52

=0

3.

B

N1 &1\ 1< /1) B
6) w2 (e) »o2(e) |

Um posével codigo 64ario empregado para representar o0s
termos da decomposgig teh cardinalidade infinita e consiste [5]
das palavras indicadas na Tabela I.

- 6
IV. CONCLUSOES el

Este artigo se encerra com duas obsdigac Primeira-
mente, segue da propod@ 1 que a representag D-aria
(D > 2) de um rimero racional positivee completamente [8]
caracterizada por umimero finito de pametros. Em se-
gundo lugar, qualquer termo desta represémtdg-aria pode
ser gerado daqueles panetros sem a necessidade da gevac
todos os termo anteriores. Os resultados apresentadas nest
artigo tem releincia em aplicaies paticas em substituip
homobnica [1]- [3] e na gerdo de imeros aledtrios [4] -

[6].

[7
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TABELA |
CODIFICAGAO D-ARIA DE FONTE BINARIA.

Simbolo | Probabilidade| Palavra
1/6 0
1/36 40
1/36 41
1/36 42
1/36 43
1/36 44
1/108 530
a 1/108 531
1/108 532
1/108 533
1/108 534
1/108 535
1/108 540
1/108 541
1/6 1
1/6 2
1/6 3
1/36 45
1/36 50
1/36 51
1/36 52
1/108 542
b 1/108 543
1/108 544
1/108 545
1/108 550
1/108 551
1/108 552
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