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Nova geraç̃ao da representação D-ária de um
número racional

Valdemar C. da Rocha Jr. e Marcos Müller Vasconcelos

Resumo— Este artigo apresenta uma nova maneira de
obtenç̃ao da representaç̃ao D-ária para qualquer número ra-
cional positivo menor que 1, em termos de séries geoḿetricas.
Em contraste com a representaç̃ao D-ária convencional, onde um
termo futuro somente pode ser calculado aṕos todos os termos an-
teriores serem conhecidos, a nova técnica fornece o conhecimento
de qualquer termo futuro independentemente do conhecimento
de termos anteriores. Como resultado, o armazenamento de
qualquer representaç̃ao D-ária pode ser feita mais eficientemente
armazenando sempre um ńumero finito de parâmetros. Este
procedimento encontra aplicaç̃ao em criptografia, em teoria da
informação e na geraç̃ao de ńumeros aleat́orios.

Palavras-Chave— Criptografia, n úmeros racionais, expans̃oes
em śerie, codificaç̃ao homof̂onica.

Abstract— This paper presents a new way of obtaining theD-
ary representation of any positive rational number less than 1,
in terms of geometrical series. Contrasting with the conventional
D-ary representation, where a future term can only be computed
after all its predecessors are known, the new technique provides
knowledge about any future term independent of knowledge of
previous terms. As a result the storage of anyD-ary represen-
tation can be done more efficiently by storing a finite number
of parameters. This procedure finds application in cryptography,
information theory and generation of random numbers.

Keywords— Cryptography, rational numbers, series expansi-
ons, homophonic coding.

I. I NTRODUÇÃO

Sistemas criptográficos de chave-secreta, nos quais a men-
sagem cifrada contém pouca ou nenhuma redundância, s̃ao
mais dif́ıceis de serem quebrados [1]. Substituição homof̂onica
[1]-[3] é uma t́ecnica criptogŕafica usada para reduzir a re-
dund̂ancia de uma mensagem a ser cifrada, ao custo de uma
expans̃ao do texto-claro. Na substituição homof̂onica, cada
letra da mensagem originalé representada por um substituto ou
homofonemaem um alfabeto maior, para formar a mensagem
em texto-claro que será ent̃ao cifrada. SejaD um ńumero
inteiro positivo. Em uma substituição homof̂onica D-ária a
representaç̃ao de cada letra por palavras código D-árias é
alcançada pela expansão em baseD da probabilidade da letra
correspondente, istóe, atrav́es da expansão de um ńumero
racional positivoλ, menor que 1, e então representando cada
homofonema por uma palavra códigoD-ária na decomposição
D-ária deλ. Uma necessidade similar de realizar expansões
D-árias tamb́em ocorre na geração de ńumeros aleatórios [4]-
[6]. Freq̈uentemente a expansão de uma probabilidade numa
dada baseD possui um ńumero infinito de termos, ou seja,
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o śımbolo da fonte associado a esta probabilidade possui um
número infinito de palavras código para representar os seus
homofonemas. Pensava-se então que esta seria uma grande
desvantagem para o uso prático da substituiç̃ao homof̂onica,
pois a mesma iria requerer um dicionário com um ńumero
infinito de palavras ćodigo. A representacção D-ária aqui
apresentada permite que, para probabilidades que são ńumeros
racionais, o diciońario infinito de homofonemas possa ser
constrúıdo a partir um diciońario finito de palavras auxiliares.

Exemplo 1:SejaD = 2 e considere uma fonte bináriaS =
{a, b} onde as probabilidades de ocorrência dos śımbolosa
e b são, respectivamente,PS(a) = 1/4 e PS(b) = 3/4. A
codificaç̃ao homof̂onica bińaria deS produz um homofonema
v1 para representar a letraa e dois homofonemas,v2 ev3, para
representarb, ondeP (v1) = 1/4, P (v2) = 1/2 e P (v3) =
1/4. As palavras-ćodigo 0, 10 e 11 podem ser usadas para
representarv1, v2 andv3, respectivamente.

O objetivo deste trabalhóe introduzir uma nova e eficiente
maneira de obter a representação D-ária de um ńumero raci-
onal positivo menor que 1, no sentido de que qualquer termo
espećıfico da representação possa ser gerado sem o conhe-
cimento obrigat́orio dos termos anteriores. Deve-se observar
que a extens̃ao destes resultados para cobrir a repesentação de
qualquer ńumero racionaĺe trivial. Isto segue pois qualquer
número maior que 1 sempre pode ser decomposto como uma
soma de um ńumero inteiro positivo mais um número racional
positivo menor que 1. A decomposição de ńumeros inteiros
positivos como uma soma de potências deD, D ≥ 2, é
imediata, assim como também lidar com o caso de números
negativos.

Na seç̃ao 2 é apresentado um procedimento para obter
de forma eficiente a representação D-ária de um ńumero
inteiro positivo menor do que 1, assim como também s̃ao
apresentados alguns exemplos. Este artigoé encerrado na
seç̃ao 3, com alguns comentários.

II. REPRESENTAÇ̃AO D-ÁRIA

A express̃ao “representaç̃ao D-ária de um ńumero racional
positivo menor do que 1” significa a representação de tal
número como uma soma de potências negativas de um número
inteiro positivoD, onde cada termo pode ter multiplicidade
no máximo D − 1. Em geral, a forma convencional de se
calcular um termo futuro em uma representaçãoD-ária requer
o conhecimento de todos os termos anteriormente calculados.
Esta exiĝencia pode impor limitaç̃oes severas em muitas
aplicaç̃oes.

Proposiç̃ao 1: Qualquer ńumero racional menor do que 1
pode ser expandido em baseD como uma soma de um número
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finito de termos distintos (ñao-recursivos) mais um número
infinito de termos (recursivos) pertencentes a um número finito
de śeries geoḿetricas infinitas, cujos primeiros termos são
pot̂encias negativas deD de multiplicidade no ḿaximoD−1,
e as raz̃oes s̃ao pot̂encias negativas deD.

Demonstraç̃ao: Seja m/n um ńumero racional, onde
m < n, m e n são ńumeros inteiros positivos e primos entre
si, ou seja, o ḿaximo divisor comum entrem e n é igual1 e
seŕa denotado por mdc(m,n) = 1.

1) Suponha que a decomposição de n em fatores primos
cont́em apenas fatores (repetidos ou não) que aparecem na
decomposiç̃ao deD em fatores primos. Segue quen divide
Dr, sendor o maior expoente entre os fatores primos da
decomposiç̃ao den. Portanto

m

n
=

m

n

Dr

Dr
=

h

Dr
=

h0

Dr
+

h1

Dr−1
+ . . . +

hr−1

D
,

na qual h = mDr/n é um ńumero inteiro positivo
menor queDr e h0, h1, . . . , hr−1 são os coeficientes da
representaç̃ao deh na baseD. Conclui-se quem/n neste
caso expande na baseD como uma soma de no máximo
r termos ñao-recursivos distintos.

2) Suponha agora que a decomposição den em fatores primos
cont́em fatores relativamente primos aD, cujo produtoé
denotado porn1, além de fatores (repetidos ou não) que
aparecem na decomposição deD em fatores primos, cujo
produto é denotado porn2. Segue quen divide Dr+s,
sendo r o maior expoente entre os fatores primos da
decomposiç̃ao de n2 e sendoλ(n1) = s a funç̃ao de
Carmichael [7, ṕags. 275-277], ou seja,s é o menor ńumero
inteiro positivo para o qualDs−1 é diviśıvel porn1. Segue
que
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na qualh1 = m(Ds − 1)/n1 e h2 = Dr/n2 são ńumeros
inteiros positivos menores queDs e Dr respectivamente, e
h10, h11, . . . , h1,s−1 e h20, h21, . . . , h2,r−1 são os respec-
tivos coeficientes da representação deh1 e deh2 na base
D. Segue de (1) quem/n expande na baseD como uma
soma de no ḿaximor+s séries geoḿetricas infinitas tendo
D−s como raz̃ao comum. No caso deh1 > 1 procedemos
a separaç̃ao deh1 em dois termos, sendo um deles um
número inteiro positivoh′

1 e o outro uma fraç̃ao pŕopria
h′′

1/n1, conforme ilustrado no Exemplo 2.

Exemplo 2:SejaD = 2. A representaç̃ao bińaria de1/5 e
7/10 de acordo com a Proposição 1 é como segue.

a) Pela proposiç̃ao 1 a representação bińaria de1/5 produz

s = 4 e h1 = m(2s − 1)/n = 3, assim segue que

1/5 =
(3/16)
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1 − 2−4
+
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= (1/8)
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j=0

(1/16)j .

b) Seja m/n = 7/10. Pela Proposiç̃ao 1 a representação
binária de7/10 produzn1 = 5, n2 = 2, r = 1 e s = 4,
assim segue que

7/10 =
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)(
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)
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]
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2
+ (1/8)
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(1/16)j + (1/16)
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onde naúltima igualdade foi usada a representação de1/5
do Exemplo 2a).

Exemplo 3:Seja D = 3. A representaç̃ao terńaria de
7/9, 5/8 e 7/15 de acordo com a Proposição 1é como segue.

7

9
=

2.3 + 1

32
= 2.3−1 + 3−2

5

8
=

[
(32 − 1)/32

]
5

[(32 − 1)/32] 8

=
5/9

1 − 3−2

=
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7

15
= (1/3)(7/5)

= (1/3)(1 + 2/5)

= 1/3 + (1/3)(2/5)

= 1/3 +
(2/5)(80/81)

80/81

= 1/3 +
32/81

1 − 1/81

= 1/3 +
27/81 + 3/81 + 2/81

1 − 80/81

= 1/3 + (1/3)
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i=0

(1/81)i +

(1/27)
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∞∑

i=0

(1/81)i.
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III. A PLICAÇÃO

O procedimento descrito pode ser aplicado em diversas
situaç̃oes de interesse prático. Uma das aplicações consiste
na geraç̃ao de ńumeros aleatórios D-ários com distribuiç̃ao
de probabilidade uniforme, a partir de uma fonteS discreta
sem meḿoria, com śımbolos cujas probabilidades são ńumeros
racionais [8]. A t́ecnica consiste em decompor na baseD a
probabilidade de cada sı́mbolo de S e de representar cada
termo desta decomposição por uma palavraD-ária de um
código unicamente decodificável. As seq̈uências geradas por
este esquema são compostas por variáveis aleat́orias D-árias
independentes e identicamente distribuı́das com distribuiç̃ao
uniforme.

Exemplo 4:SejaD = 6 e consideremos uma fonte binária
S = {a, b} onde as probabilidades de ocorrência dos śımbolos
a e b são, respectivamente,PS(a) = 7/20 e PS(b) =
13/20. Usando o ḿetodo proposto, obtemos a expansão das
probabilidades na base 6 conforme indicado a seguir.
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Um posśıvel código 6-́ario empregado para representar os
termos da decomposição teŕa cardinalidade infinita e consiste
das palavras indicadas na Tabela I.

IV. CONCLUSÕES

Este artigo se encerra com duas observações. Primeira-
mente, segue da proposição 1 que a representação D-ária
(D ≥ 2) de um ńumero racional positivóe completamente
caracterizada por um número finito de par̂ametros. Em se-
gundo lugar, qualquer termo desta representação D-ária pode
ser gerado daqueles parâmetros sem a necessidade da geração
todos os termo anteriores. Os resultados apresentados neste
artigo tem relev̂ancia em aplicaç̃oes pŕaticas em substituição
homof̂onica [1]- [3] e na geraç̃ao de ńumeros aleatórios [4] -
[6].

TABELA I

CODIFICAÇÃO D-ÁRIA DE FONTE BINÁRIA .

Śımbolo Probabilidade Palavra

1/6 0

1/36 40

1/36 41

1/36 42

1/36 43

1/36 44

1/108 530

a 1/108 531

1/108 532

1/108 533

1/108 534

1/108 535

1/108 540

1/108 541

...
...

1/6 1

1/6 2

1/6 3

1/36 45

1/36 50

1/36 51

1/36 52

1/108 542

b 1/108 543

1/108 544

1/108 545

1/108 550

1/108 551

1/108 552

...
...
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