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Um Codigo Convolucional Quantico de Taxa 1/9

Antonio Carlos Aido de Almeida e Reginaldo Palazzo Jr.

Resumo— Neste artigo, propomos a construgcdo de um codigo
convolucional quantico (CCQ) concatenado de taxa 1/9 a partir
de um codigo convolucional classico (CCC) de taxa 1/3. Este CCQ
pode corrigir até dois erros quanticos gerais.

Palavras-Chave— Codigos Corretores de Erros Quanticos,
Codigos Convolucionais, Codigos Estabilizadores, Codigos Con-
catenados.

Abstract— In this paper, we propose a construction of a rate-1/9
concatenated quantum convolutional code (QCC) from a rate-1/3
classical convolutional code (CCC). This QCC can correct up to
two general quantum errors.

Keywords— Quantum Error-Correction Codes, Convolutional
Codes, Stabilizer Codes, Concatenated Codes.

I. INTRODUCAO

Codigos corretores de erros quanticos (CCEQs) tém sido
desenvolvidos para proteger a informacdo quéntica dos efeitos
de erros de descoeréncia (veja [1] para uma revisdo). O
surgimento de CCEQs cada vez mais eficientes tem elevado a
confiabilidade de armazenamento e transmissdo de informacg&o
quantica e permitido a realizagdo de computagdes quéanticas
com um ndmero cada vez maior de qubits.

Em analogia com a teoria cléassica, duas grandes classes
de CCEQs tém sido desenvolvidas: a classe dos codigos de
bloco quéanticos (CBQs) e a classe dos codigos convolucionais
quanticos (CCQs).

O primeiro CBQ a ser descoberto foi o codigo de Shor [2],
cuja operacdo de codificacdo pode ser compactamente escrita
€omo:

1 (1,1, 1)

22

(—1)pratru

lu) —
p, g, 7=(0, 0, 0)

lp, ps P, 4, q, q, T, T, T), 1)

na qual v = {0, 1} e |u) denota o vetor u. O codigo de Shor &
construido a partir de um codigo de bloco classico (CBC) de
repeticdo de trés bits. Mais precisamente, 0 CBC de repeti¢ao
de trés bits & concatenado ao seu CBC equivalente de taxa
3/9, gerando um CBC de repeticao de taxa 1/9. Este CBC
concatenado tem distancia d. = 9 e, portanto, pode corrigir
até quatro erros classicos. Estes quatro erros classicos estdo
associados aos quatro erros quanticos da base de um erro
quantico geral (X, Z, Y = ¢XZ, I). Portanto, o cbdigo
de Shor é capaz de corrigir um erro quantico geral sobre a
palavra-codigo gerada pela operagdo (1).

Em analogia com o cbdigo de Shor, recentemente apresen-
tamos um CCQ concatenado de taxa 1/4 e trés memorias,

Antonio Carlos Aido de Almeida e Reginaldo Palazzo Jr., Departamento de
Telematica, Faculdade de Engenharia Elétrica e de Computagdo, Universidade
Estadual de Campinas, Campinas, Brasil, E-mails: aido@dt.fee.unicamp.br,
palazzo@dt.fee.unicamp.br. Este trabalho foi financiado pela FAPESP
(02/07473-7 e 04/10979-5).

384

denotado por [(4, 1, 3)] [3]. Este CCQ & construido a partir
de um cbdigo convolucional classico (CCC) de taxa 1/2 e
duas memorias, denotado por (2, 1, 2). Mais precisamente, 0
CCC (2, 1, 2) & concatenado ao seu CCC (4, 2, 1) equivalente,
gerando um CCC (4, 1, 3). Este CCC concatenado tem d f,.c =
9 e, portanto, o correspondente CCQ [(4, 1, 3)] pode corrigir
um erro quantico geral. A operacdo de codificacdo deste CCQ
pode ser compactamente escrita como:

> o 1 /u(l) +v(2)(
R lue) S e, o
t=0 q¢)=(0, 0)

+oo

el

t=0
+pi—1, 0t + i1+ Q-1 @ + Ge—1, 9 + Ge—1 +pt>}, 2

na qual Ulgl) = Ut + Up_2 € ’Ut(Q) = Ut + U1 + us—2, para

todo u; € {0, 1} e (X denota o produto tensorial. Além disso,
deEnimos u_1 =u_o=0ep_y =q_1 =0.

O codigo de Shor e o CCQ [(4, 1, 3)] sdo exemplos de
CCEQs concatenados. Neste artigo, construimos um CCQ [(9,
1, 4)] a partir de um CCC (3, 1, 3). Este CCQ & capaz
de corrigir até dois erros quanticos gerais. Até onde temos
conhecimento, & o (nico CCQ conhecido capaz de corrigir
mais de um erro quéntico geral.

Il. CONCEITOS FUNDAMENTAIS
A. O Formalismo Estabilizador

A idéia basica do formalismo estabilizador & que muitos
estados quanticos podem ser descritos mais facilmente pelos
operadores que o estabilizam do que pelo proprio estado
quantico. Muitos codigos quanticos, incluindo os deste artigo,
podem ser descritos de forma muito mais compacta usando
estabilizadores do que a descricdo por vetores de estado.
Isto & possivel devido ao uso inteligente da teoria de grupos
pelo formalismo estabilizador. Dois grupos de operadores sdo
usados para descrever 0 subespaco do codigo quantico [4]:

1) O Grupo Estabilizador:

e O grupo estabilizador S €& um subgrupo
abeliano do grupo multiplicativo de Pauli,
G, ==+1, +i {I, X, Y, Z}®".

« O subespaco do codigo C é o maior subespago de
H®™ (n produtos tensoriais de ) estabilizado por
S

) € C = Sl) = ). )

« Equivalentemente, se os M;’s sdo n — k geradores
independentes de .S, entdo:

) € C = Vi, Mi[Y)) = [¢). (4)

Estas equac®es, chamadas de sindromes, deEnem o
subespaco do codigo.



XXI1I SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICAGOES - SBrT"05, 04-08 DE SETEMBRO DE 2005, CAMPINAS, SP

2) O Grupo de Pauli Logico: Os operadores logicos
deixam o subespaco do cddigo C globalmente invariante,
mas possuem uma acdo nio trivial sobre este espaco. E
possivel exigir que tais operadores reproduzam exata-
mente as relacBes de comutacdo do grupo de Pauli para
os qubits logicos. Isto € matematicamente expresso por:

X, 7, € N(S)/S, 5)
{Yia 72} =0, (6)

Em (5), N(S) & o normalizador de S, em (6) {.,.}
denota anticomutador e em (7) ., .] denota comutador.

B. Estrutura de um CCQ Concatenado

A construcdo de um CCQ concatenado da-se através da
concatenacdo de um CCQ phase flip com um CCQ bit flip.
Estes CCQs podem ser gerados a partir de um (nico CCC ou a
partir de dois CCCs distintos. O CCQ para um canal com erro
quantico geral tera a taxa e a memoria do CCC concatenado
associado. Em notacdo algébrica, a concatenacdo de um CCC
(n1, k1, m1) com um CCC (ns, ni, ms) da origem a um CCC
(ne, k1, m1 + my). Portanto, o CCQ gerado a partir do CCC
concatenado serd um CCQ [(n2, k1, m1 + m2)].

O primeiro CCC da cadeia de concatenacdo é responsavel
pelo nimero de estados da superposicao da palavra-codigo
quantica e o segundo CCC da cadeia de concatencdo é
responsavel pelo comprimento de cada um destes estados
da superposi¢do. Tanto o crescimento do nimero de estados
quanto do comprimento de cada um destes estados & um cresci-
mento exponencial com o nimero de qubits de informagdo.

Os geradores do grupo estabilizador e os operadores 16gicos
do CCQ concatenado podem ser obtidos, respectivamente, a
partir das matrizes de verificacdo de paridade e de geracdo
dos CCCs que fazem parte da cadeia de concatenagcdo. A
deteccdo de possiveis erros bit flip e phase flip pode ser
feita através da adaptacdo de um algoritmo de decodificacdo
de sindromes (ADS) classico [5] ao contexto quantico de
medida dos autovalores dos geradores do grupo estabilizador
do CCQ!.

Para que um CCQ concatenado possa corrigir até ¢ erros
quanticos gerais, & necessario que os CCCs da cadeia de
concatenagdo assegurem a correcdo de pelo menos ¢ erros cada
um (dfree > 2t + 1) e que o CCC concatenado assegure a
correcdo de pelo menos 4t erros (ds. > 8t + 1)?. Portanto,
para que um CCQ concatenado corrija até t =1, 2, 3, 4,...
erros quanticos gerais, € necessario que os CCCs da cadeia
de concatenagdo tenham d s ..(min) =3, 5, 7, 9,...eque o
CCC concatenado tenha df,..(min) =9, 17, 25, 33,...

Determinada a distancia do CCC concatenado, pode-se
determinar facilmente a distdncia do correspondente CCQ
concatenado. Sabemos que, para construir um CCC qualquer

1Veja um exemplo de aplicagio do ADS ao contexto quéntico em [3].

2Se um codigo quantico é capaz de corrigir um conjunto discreto de erros do
tipo bit flip, phase flip e bit-phase flip para um mesmo conjunto de registros
quanticos, entao este codigo quantico é capaz de corrigir automaticamente
um erro quéantico geral (ou arbitrario) com geradores Z e X para 0 mesmo
conjunto de registros quanticos [6].
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capaz de corrigir até ¢ erros classicos, & necessario que este
CCC tenha uma distancia d. que satisfaca a relagdo d. >
2t+1, e que, para construir um CCQ qualquer capaz de corrigir
até ¢’ erros quanticos gerais (portanto, associado a 4t erros
classicos), & necessério que este CCQ tenha uma distancia d,
que satisfagca a relagdo d, > 2t + 1 = 8t + 1. Assim, as
distancias d. e d, estdo relacionadas através da expressao:

gy =%t ®)

I11. CONSTRUCAO DE UM CCQ [(9, 1, 4)]

Considere o codificador (3, 1, 3) 6timo com a seguinte
matriz geradora:

G(D)=[1+D*+D? 1+D+D? 1+D+D*+D?. (9)

O CCC (3, 1, 3) gerado por este codificador tem d ¢, = 10
e, portanto, pode corrigir até quatro erros classicos. Este CCC
(3, 1, 3) pode ser usado na constru¢do de um CCQ [(3, 1, 3)]
para o canal bit flip com a seguinte operacdo de codificag&o:

+o00 o
R ) = @i, o, o), (10
t=0 t=0
na qual
vt(l) = U+ U0+ ur_s3,
vt@) = U+ up_1+ U3, (11)
U£5> = Ut + Up—1 + Ut—2 + U3,

para todo u; € {0, 1}. Definimos u_; = u_o =u_3 =0.

Através de uma transformada de Hadamard, é possivel obter
também a operacdo de codificacdo do CCQ [(3, 1, 3)] para o
canal phase flip, a saber:

Qe - D1 ;.
|ur) — S50+ (=1)" 1))
t=0 t=0 2\/§
e »®
(10) + (=0 [1)(|0) + (=1)* "[1)) 7 (12)
Ou, mais compactamente,
+oo +oo 1 (1: 1, 1)
Qui- @y 3
t=0 t=0 (P, ¢, ¢)=(0, 0, 0)
(1) (2) (3)
(-ayiteesasly, g, >} (13)

Os CCQs [(3, 1, 3)] gerados pelas operacbes (10) e (12)
sdo capazes de corrigir, respectivamente, até quatro erros X e
quatro erros Z. Para determinarmos os geradores do grupo
estabilizador destes CCQs, devemos encontrar uma matriz
verificacdo de paridade para a matriz geradora (9). Com o
auxilio do teorema do fator invariante [7], temos:

1+D?24+D3 0
D? 1

_[1+D+D?

H(D) = 1+D+ D?

(14)
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As linhas da matriz (14) na forma semi-infinita sdo usadas
para escrever os geradores do grupo estabilizador. No caso do
CCQ [(3, 1, 3)] para o canal bit flip, os 0s e 1s devem ser
substituidos, respectivamente, por operadores Is e Zs, € no
caso do CCQ [(3, 1, 3)] para o canal phase flip, os Os e 1s
devem ser substituidos, respectivamente, por operadores Is e
Xs.

Analogamente, as linhas da matriz (9) na forma semi-
infinita sdo usadas para escrever os operadores l6gicos sobre 0s
qubits de informacdo. No caso do CCQ [(3, 1, 3)] para o canal
bit flip, os Os e 1s devem ser substituidos, respectivamente, por
operadores Is e X s, e no caso do CCQ [(3, 1, 3)] para o canal
phase flip, os 0s e 1s devem ser substituidos, respectivamente,
por operadores Is e Zs.

A deteccdo de possiveis erros X e Z sobre as palavras-
codigo geradas pelas operagdes (10) e (12) é feita através
das medidas dos geradores do grupo estabilizador. E facil
de verificar que existe um mapeamento entre as sindromes
cléssicas s; = {0,1} e os autovalores a; = {+1,—1} destes
geradores observaveis. Este mapeamento é estabelecido pela
relagdo s; = (1 — oy)/2 (mod 2)(para t = 0, 1, 2,...).
Portanto, podemos usar esta relacdo para adaptar o ADS ao
contexto quantico. Esta técnica permite-nos identificar sem
ambiguidades o vetor “erro de bit” sobre os qubits da palavra-
codigo gerada pela operagao (10) e o vetor “erro de fase” sobre
0s blocos da palavra-codigo gerada pela operacao (12).

Para que possamos usar o ADS no processo de deteccédo
de possiveis erros X e Z sobre as palavras-codigo geradas
pelas operagBes (10) e (12), temos que obter as solucdes
gerais da equagdo de sindromes s(D) = e(D)HT (D) para
o codificador (3, 1, 3) com matriz geradora (9). De acordo
com [5], estas solucBes sdo:

eM(D) = DsV(D)+t(D)+ D*(D) + D*t(D),
e? (D) s (D) + DsV(D) + t(D) + Dt(D)

+ D3t(D), (15)
e® (D) = DsW(D)+s@(D)+t(D)+ Dt(D)

+ D*t(D) + D*t(D),

nas quais t(D) & um polindmio arbitrario do anel F'[D].

Os valores de t(D), Dt(D), D*(D) e D3t(D) ao
longo da trelica do ADS podem ser obtidos através da
Tabela 1. Definimos o estado inicial da trelica como
(Dt(D), D?*t(D), D3t(D)) = (0, 0, 0). Além disso,
definimos sV (D) = s(?)(D) = 0 antes do estagio 0. O ADS
entdo seleciona o caminho na trelica com o menor peso de
Hamming [5].

Com o codificador (9, 3, 1) equivalente trivial do
codificador (3, 1, 3)% & possivel construir um CCQ [(9, 3,
1)] capaz de corrigir até quatro erros X. A operagdo de
codificagdo deste CCQ é escrita de forma analoga a operagao
(10). A concatenacdo do codificador (3, 1, 3) com o seu

30 codificador (9, 3, 1) equivalente trivial do codificador (3, 1, 3) & o
codificador (9, 3, 1) com a mesma matriz geradora do codificador (3, 1, 3).
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TABELA |
TABELA DE ESTADOS DO REGISTRO DE DESLOCAMENTO PARA t(D)
Dt(D), DZt(D), D3t(D) | t(D)=0 | t(D)=1
a = 000 a =000 | ¢=100
b =001 a=000 | ¢=100
c¢=010 b=001 | d=101
d=011 b=001 | d=101
a =100 a=010 | ¢c=110
b=101 a=010 | ¢=110
c=110 b=011 | d=111
d=111 b=011 | d=111

equivalente trivial (9, 3, 1) da origem a um codificador (9,
1, 4) com a seguinte matriz geradora na forma semi-infinita:

Gco Gei1 Gez Ges Goa
Ge = Geo Ge1 Gez Ges Goga ,
- (16)

na qual

Geoo [111100001],

Gei = [001101011],
Gea = [001001101], (17)

Ges = [011001110],

Gea = [001010111].

O CCC (9, 1, 4) gerado por este codificador tem d ¢yc. = 24.
Veja o diagrama de estados na Figura 1. Portanto, o CCQ
[(9, 1, 4)] associado tem d, = | (24 + 3)/4] = 6, ou seja, &
capaz de corrigir até dois erros quanticos gerais. A operagao
de codificacdo para este CCQ pode ser escrita como:

(1,1,1)

> I 1 (1) (2) (3)
Gui-@( S e
=0 t=0 \ (pt,q¢,m¢)=(0, 0, 0) 2v2

|wt(1) , w§2), w,@, w§4), wgs), wt(G), wtm, wt(s), w§9)> }, (18)
na qual
Ugl) = U+ U—2 + U3,
vt@) = U+ Up—1 + U3, (129)
Uwgg) = U+ Up—1 + Ut—2 + U3,
para todo u; € {0, 1}, comu_; =u_s=u_3=0, €
wt(l) = Dt +Dt—1+Tt-1,
wﬁg) = Pt +Dt—1+Tt-1,
wig) = pt+pi—1+G-1+7-1,
w£4) = qt+q—1+1re-1,
w® = petata, (20)
szG) = Dt q+G—1+ 11,
sz?) = prt+retrea,
wgg) = T+t G,
wgg) = pe+re+ g+ g,
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Fig. 1.
(16).

Diagrama de estados do codificador (9, 1, 4) com matriz geradora

comp_1=q1=1r_1=0.

Para um melhor entendimento da dinamica de geracdo
deste codigo, deixe-nos considerar o exemplo simples de uma
sequéncia de informagdo com dois qubits. Cada um dos quatro
estados da base & codificado em uma superposigéo de 22 esta-
dos de comprimento 9 no estagio 0, uma superposigado de 26
estados de comprimento 18 no estagio 1, uma superposi¢do de
29 estados de comprimento 27 no estagio 2, uma superposi¢ao
de 2'2 estados de comprimento 36 no estagio 3, uma
superposicdo de 2'5 estados de comprimento 45 no estagio
4 e uma superposicdo de 2'° estados de comprimento 54 no
estagio 5. Neste estagio, temos uma palavra-codigo valida
para dois qubits de informacdo. Repare que o comprimento
deste codigo cresce durante uma unidade de tempo além do
nimero de estados. Isto ocorre porque o codigo bit flip & o
segundo da cadeia de concatenagdo e possui memoria unitaria.
Generalizando, cada um dos 2"V estados da base de uma
sequéncia de informagdo com N qubits é codificado em uma
superposicdo de 23(N+3) estados, cada um dos quais com
3(3(N +3)+3) =9N + 36 qubits.

As linhas da matriz (14) na forma semi-infinita podem ser
usadas para escrever os geradores do grupo estabilizador do
CCQ [(9, 1, 4)]. Para isto, considere que a matriz verificacdo
de paridade do codificador (9, 3, 1) seja chamada de Hy,
e que a matriz verificacdo de paridade do codificador (3, 1,
3), expandida para o codificador (9, 1, 4) (para isto, basta
tomar cada uma das linhas da matriz verificacdo de paridade
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do codificador (3, 1, 3) como sequéncias de informag&o para o
codificador (9, 3, 1)), seja chamada de H;. Com as matrizes
Hx e H; podemos construir a matriz verificacdo de paridade
H da matriz geradora (16):

Hx
H = P—
o=
- Hao }
Hx:1 Hxpo
Hx: Hxpo
Hx:1 Hxpo
Hx: Hxpo
Hx:1 Hxpo
' , (21)
Hz o Hgzpo
Hz 1 Hzi Hzpo
Hz » Hz: Hz:1 Hgzpo
Hz 3 Hzs Hz> Hz: Hzp
Hz 3 Hzs Hz> Hz:1 Hgzpo
na qual
110000000 ] 110010100
101000000 000110100
H. . _ | 100110000 H. _ | 000110010
X071 100101000 © LT 000000110 |
010100110 000000110
110100101 | 000000000
H. o — [ 010111000 ] H [ 111100110 ]
#2071 100101111 | * T%7° 7| 111011010 |’
M, . — | 000100110 ] H, . _ | 111011101 ]
217 000011010 | * TATPT | 111011101 |°
Mo [ 010100101 ] H, e [ 000111011 |
Z27 | 101100101 | AT 111100110 |°
[ 010000011 ] [ 111100110 ]
Hzs = | 111100110 | ° Hz-3= | 000000000 _22)

Usamos as linhas da matriz H x para obter os geradores Z
e as linhas da matriz H para obter os geradores X. Os 0s
e 1s da matriz Hx devem ser substituidos, respectivamente,
por operadores Is e Zs, e 0s 0s e 1s da matriz Hz devem ser
substituidos, respectivamente, por operadores Is e Xs. Para
uma sequéncia de informag&o finita com N qubits, precisamos
considerar somente a medida de (9—3)((N+4)+1) = 6 N+30
geradores Z e de (3 —1)((IN +3) + 3) = 2N + 12 geradores
X para descrever o subespaco do CCQ [(9, 1, 4)] truncado.
Usamos as sindromes das medidas dos geradores Z e X nas
solugdes (15) para detectar, através de duas trelicas do ADS,
0 “vetor erro de bit” sobre os qubits da palavra-codigo (18) e
0 “vetor erro de fase” sobre o0s blocos do CCQ phase flip [(3,
1, 3)] associado®.

Os operadores logicos X e Z atuando sobre os qubits de
informacdo sdo obtidos através das linhas da matriz (16). Para
obter X, os Os e 1s da matriz (16) devem ser substituidos,

4Identificado o “vetor erro de fase” sobre os blocos do CCQ phase flip [(3,
1, 3)] associado, pode-se entdo determinar para qual (ou quais) qubit(s) da
palavra-codigo (18) o(s) erro(s) de fase se propagou (ou se propagaram).
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respectivamente, por operadores Is e Zs, e para obter Z, 0s
0Os e 1s da matriz (16) devem ser substituidos, respectivamente,
por operadores Is e Xs.

IV. CONCLUSOES

Neste artigo construimos um CCQ de taxa 1/9 capaz de
corrigir até dois erros quanticos gerais. Até onde temos
conhecimento, este € o primeiro CCQ a ser proposto que é
capaz de corrigir mais de um erro quéntico geral. Além disso,
a capacidade de correcdao deste codigo quéntico supera a de
seu homoblogo da classe dos CBQs, o codigo de Shor. Em
comum, ambos sao codigos quanticos construidos a partir da
concatenagdo de um codigo phase flip com um codigo bit flip,
gerados a partir de um ({nico codigo classico de taxa 1/3.

A simplicidade do processo de codificacdo e decodificacdo
dos CCQs concatenados faz com que o estudo de uma
subclasse de CCQs concatenados se torne particularmente
interessante, sobretudo se o objetivo for a constru¢do de CCQs
capazes de corrigir mais do que um erro quantico geral [8].
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