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Grupos Fuchsianos Identificados em uma Ordem dos
Quatérnios sobre uma Extensao dos Racionais de
grau 2"

Vandenberg Lopes Vieira e Reginaldo Palazzo Junior

Resumo— Neste trabalho generalizamos o processo
de identificagao dos grupos fuchsianos com uma or-
dem da &lgebra dos quatérnios apresentado em [1].
Isto possibilita construirmos os reticulados hiperbdlicos
associados as correspondentes modulagoes digitais bem
como realizar a rotulagem dos sinais.

Palavras-Chave— Constelacoes hiperbdlicas, superfi-
cie de Riemann, Grupos Fuchsianos, Algebra dos Qua-
térnios.

Abstract—In this paper we generalize the identifica-
tion process of the Fuchsian groups with a quaternion
order proposed in [1]. This procedure allows us to
construct the hyperbolic lattices associated with the
corresponding digital modulations as well as to realize
the labelling of the corresponding signals.

Keywords— Hyperbolic constellations, Riemann sur-
faces, Fuchsian groups, Quaternion algebras.

I. INTRODUCAO

Grupos fuchsianos, [2], s@o subgrupos discretos de
PSL(2,R) (o conjunto das transformagoes de Mobius). Os
elementos de PSL(2,R) sdo isometrias sobre o semi-plano
superior H = {z € C : Im(z) > 0}, bem como agem por
homeomorfismos. Se I" é um grupo fuchsiano é possivel
equipar o espaco quociente H /T (o espago das I-6rbitas)
com a estrutura de superficie de Riemann.

O principal objetivo deste trabalho é a construcao de
grupos fuchsianos I' derivados de uma &algebra dos quaté-
nios A sobre um corpo de nimeros F tal que [F : Q] =2",
onde 2" denota o grau da extensao do corpo dos racionais,
Q, conduzindo ao corpo F. Esses grupos sao identificados
com uma ordem dos quatérnios O',[9]. Os geradores de
I' (transformagoes hiperbdlicas) emparelham os lados de
uma regiao fundamental regular ¥ de modo que a &rea
hiperbdlica de H /T é u(H/T') =4m(2" —1), sendo g =2"
o género da superficie compacta # /T, [3] e [4].

Katok em [2] e Johansson [7] propuseram uma maneira
aritmética de se obter grupos fuchsianos (os grupos fuch-
sianos aritméticos). J4 em [1] Donizete mostrou que um
grupo fuchsiano aritmético esta associado a uma ordem
0! de uma &lgebra dos quaténios A sobre uma extensio
quadrética, isto é, [F : Q] =2, de Q, em que os geradores
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de I" sao da forma

B a+bVi i (ctdvi)
g_(rz(c—d\/f) a—byt )’
com a,b,c,d € Z[0], onde Z[0] é o anel de inteiros de
Q(y/m),m>0,r1=—ry€Z,t €Z[0] e \/t € Z[0]. Portanto,
como mencionado, generalizamos este resultado para uma
algebra dos quatérnios sobre F com [F : Q] =2".

Este trabalho estd organizado da seguite forma. Na
Secao II apresentamos algumas consideragoes bésicas sobre
espago hiperbdlico e grupos fuchsianos que sao necessarias
para o trabalho. Na Secao III é mostrado o modelo de
regiao fundamental considerada para a construcao dos
grupos fuchsianos. Na Secao IV revisamos o conceito de
algebra dos quatérnios bem como os resultados basicos
para o desenvolvimento do texto. Na secao V apresen-
tamos os grupos fuchsianos I'4. Finalmente, na Secao V
consideramos o caso g =2" e concluimos com um exemplo
exibindo os geradores de 'y, para g =4.

II. CONSIDERACOES BASICAS

O semi plano superior # = {z € C: Im(z) > 0} munido
da métrica riemanniana

ATy
y

é o modelo do espaco hiperbdlico a ser considerado.

Seja. PLS(2,R) o conjunto de todas as transformagoes

de Mobius, as transformagbes T: C — C , dadas

por T(z) = 2 4 b,c,d €R e ad —bc = 1, com matriz

T cztd?
associada b
a
we(20)

SL(2,R)
{£h} '

onde SL(2,R) é o grupo das matrizes reais com determi-
nante igual a 1

Um grupo fuchsiano I' é um subgrupo discreto de
PLS(2,R), ou seja, ' consiste de transformagoes que pre-
servam orientacao. Portanto, os elementos de I" agem sobre
H por homeomorfismos, como também sao isometrias de
H em H, [2].

Para cada grupo fuchsiano I', associamos uma regiao
fundamental F, resultado da acao de I" sobre #. E possivel

)

Deste modo,

PLS(2,R) ~
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fornecer ao espago quociente H /T" (espaco das 6rbitas) a
estrutura de superficie de Riemann, [8]. Neste trabalho
vamos considerar grupos fuchsianos co-compactos, isto é,
grupos I para os quais os espagos #H /I" sao compactos.
Deste modo teremos a &drea hiperbdlica u(H/I') < o e
I' ndo possuindo elementos parabdlicos, T € PLS(2,R) tal
que |a+d| =2. Por outro lado, se I" ndo possui elementos
elipticos, T € PLS(2,R) tal que |a+d| < 2, entdo a projecao
n: H — H /T é uma aplicagao de recobrimento. Por estas
consideragoes, o grupo fuchsiano contém apenas elementos
hiperbdlicos. Portanto, [3],

pu(H/T)=4n(g—1),

onde g é o género da superficie compacta /T

III. REGIAO FUNDAMENTAL

Nesta secao vamos considerar o conceito de dominio
fundamental de um grupo fuchsiano (objeto de estudo).
No que segue, X é um espago métrico e G é um grupo de
homeomorfismos agindo sobre X

Definicao II1.1. Uma familia {By : a € A} de subconjun-
tos de X indexados por elementos de um conjunto A €
chamado de localmente finito se para qualquer compacto
K C X, B4NK # 0 apenas para uma quantidade finita de
acA.

Definicao IIL.2. Se x € X, o conjunto G(x) =
{g(x): g € G} € chamado de G-6rbita de x.

Definicao I11.3. Dizemos que um grupo G age de maneira
propriamente descontinua em X, se uma G-orbita para um
dado x € X € localmente finita.

Como mencionado, os elementos de I" sdo homeomorfis-
mos agindo sobre . Mais ainda,

Teorema IIL.4. [2]" é um grupo fuchsiano se, e somente
se, este age de maneira propriamente descontinua sobre H .

Podemos agora considerar o conceito de regiao funda-
mental.

Definicao III.5. Seja X um espaco métrico e I' um
grupo de homeomorfismos agindo sobre X de maneira
propriamente descontinua. Um subconjunto fechado F C X
€ chamado uma regiao fundamental de I se:

) QT =

2) FNT(F)=0paraT €T.

O conjunto ¥ indica o interior de ¥. A familia {T(¥):
T €T'} é chamada tesselagdo de X.

A regido fundamental considerada neste trabalho é a
regiao Ry conhecida como regido de Ford definida a seguir.

Definicao IIL.6. Seja T(z) = ?jis € PLS(2,R) uma iso-

metria de H, ¢ #0. O conjunto
Cr={z€C:|cz+d| =1},

é chamado circulo isométrico de T.

Se I é um grupo fuchsiano cujos elementos sao isome-
trias que preservam orientacao no disco unitario

D’={zeC: |z < 1},

com
la*—|c*=1, Tel

Considere

]

Cr={z€C:lcz+d|>1}, e RQZTQFCTQDZ,
€

entao:

Teorema IIL.7. [2]Ry é uma regigo fundamental de T .

IV. ALGEBRA DOS QUATERNIOS

Seja A = (a,b), uma algebra dos quatérnios sobre F com
uma base {1,i, j,ij} satisfazendo

l=q, P=bek=ij=—ji,

i
onde a,b € F. Se x € A, digamos x = x9 + x1i + x2j + x3k,
entao X = xg — x1i —x2j — x3k é chamado conjugado de x. A
norma reduzida de x e o traco reduzido de x sao definidos,
respectivamente, por

2

N(x) = xX = x3 — ax? — bx3 + abx3 e Tr(x) = x+ X = 2xo.

= eH' ={xcA:
N(x)=1}. Entao, dado x =xo+x1i+x2j+x3k € A, obtemos
N(x) =x3+x3+x3+x3 = 1. Portanto, Tr(x) =2xo € [—1,1],
pois |xo| < 1. Logo, Tr(H') = [-2,2].

Exemplo IV.1. Considere H = (71’71

Seja @ um mergulho da &lgebra A = (a,b); sobre a
dlgebra das matrizes M(2,F(v/a)) dado por

o= %) w=(} )

o =a( o 7). o=s(g 7).

e 0()9(j) = —9(j)9(i), entdo verifica-se que ¢ é um
isomorfismo de A = (a,b)r; em uma subdlgebra de
M(2,F(y/a)). Cada elemento de A = (a,b), é identificado

com x()—i-xl\/(_l X2 +X3\/L_l
A ( b(xa—x3v/a) xo—x1\/a ) W)

Temos dois casos a considerar. Se a =, com t € F* =
F — {0}, entdo A ~ M(2,F). Caso contrério, A ~ H, onde
H é uma subdlgebra de M(2,F(y/a)) com a propriedade
de que todo elemento nao divisor de zero possui inverso
multiplicativo (uma algebra de divisdo).

Seja A = (a,b)r uma &lgebra dos quatérnios sobre o
corpo Feseja @: F — K um homorfismo de corpos.
Definimos

A(p_<<p(izp)(7;p)(a)) . A¢®K_<<P(a)l,{<v(a)>'
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Se F é um corpo de numeros algébricos totalmente real
de grau n, entao os R-isomorfismos sao dados por:

p1: AR — M(2,R)e p;: A%®R — H,

(2)
onde @; é um mergulho de F em R, i=1,---,n. e ¢ é a
identidade.

Vamos denotar o anel de inteiros de F por Op. Seja
A = (a,b)p uma élgebra dos quatérnios. Um ordem O em
A é um subanel de A contendo a unidade que é um Op-
moédulo finitamente gerado tal que A =FO

Exemplo IV.2. Considere A= (a,b), entdo
O = {xo+x1i+x2j +x3k : x0, x1, x2, x3 € OF },
€ uma ordem em A indicada por O = (a,b)s,
Considere O' uma subordem de A dada por
O'={xc0: Nx)=1}

Grupos fuchsianos podem ser obtidos do isomorfismo pjp,
(2), observando que p; (Ol) < SL(2,R), isto é um subgrupo
de SL(2,R). Portanto,

p1(0')
{£h}

SL(2,R)

14,0)= (=5}

~ PLS(2,R).

Mais ainda,
Teorema IV.3. [2]T'(A,O) € um grupo fuchsiano.

Se I' é um subgrupo de I'(4,0) de indice finito, entao
dizemos que I' é um grupo fuchsiano derivado da algebra
A.

O préximo teorema caracteriza os grupos fuchsianos
derivados de uma &lgebra dos quatérnios A.

Teorema IV.4. [9] Seja T uma grupo fuchsiano com
u(H/T) < . Entao T € derivado de uma dlgebra dos
quatérnios A sobre um corpo de numeros F totalmente real
se, e somente se, I satisfaz as sequinte condicdes:
1) Seja Ky o corpo Q(tr(T): T €T). entdo K; € um
corpo de nimeros algébricos de grau finito, e Tr(I)
esta contido no anel de inteiros de K;.
2) Seja @ um mergulho de Ky em C tal que @ £ 1d. Entdo
©(tr(T)) € limitado em C.

V. GRUPOS FUCHSIANOS Iy,

Donizete em [1] considerou grupos fuchsianos I's, cujos
geradores emparelham os lados de um poligono regular Fyg
de 4g lados (regiao fundamental de I'4,), onde g é o género
de H /T cuja érea hiperbdlica é u(H /T) =4n(g—1).

Se u e uy sao duas arestas de Fyg e T1 € I's, € tal que
T(u1) = u, entéo

a

C
a ) jal’ = el =1,

sendo

(e N e
e| = <(tanT) —1) e arg(c)—T.

Os outros geradores sao obtidos por conjugacoes da forma
Ty =TT

Para g =2,3, os grupos fuchsianos obtidos sao identifi-
cados em uma ordem de uma algebra dos quatérnios sobre

Q (\/f) e Q(V3), respectivamente.

VI. O Caso g=2"

Nesta secao vamos considerar grupos fuchsianos I'4g
derivados de uma algebra dos quatérnios sobre um corpo
de nimeros K, [K : Q] =2", onde 2" é o género da superficie
H/T. Antes apresentaremos o seguinte resultado.

Proposigao VI.1. Seg=2", onden é um nimero natural,

entao
2tan ((Zg— 1)75) cos ((g— 1)75) =2+86,
4g 28

onde 6 = \/2—|— \/2—|—---\/2+\/§ contém n radicais.

2”+171)7C
on+1

—(2"-)n
on+1

Demonstracao: Como os angulos e

sao complementares, segue que

. (2n+1 _ I)TC ) (2n+2 _ 1)75
sin <T> = \/2+251H(T)

311) _V 2;\/5

Mas para n=1, sin (?
¢ao sobre n obtemos

2sin (M> =v2+86.

. Portanto, usando indu-

on+2
Consequentemente,
(2n+1 _ 1) T
2cos oz | T 2—6.

E o resultado segue. m
Considere as arestas de Fyg dispostas na ordem

/ / /

!
uy, vi,uy, vy, ,Ug, nguga ng
! o, ~
tal que T (u;)) =u; e S(vi) =v;, i=1,---,g. Entao
Ii=TeiiT— e Si=TeiTi T,

onde T¢ é uma transformacao eliptica de ordem 4g com
Tc(u1) =vi1 e r; é a poténcia de Tc tal que Ter (u1) € {ug,
/ /

Vguug7 vg7 i= 17 ;g} Com iSSO’
Ai:C4(i71)A1C4(i71) e B,’ZC4F3A1C74II+37 (3)

onde A; e B; sao as matrizes correspondendes as transfor-
macoes T; e S;, respectivamente, com i=1,---,g e

C:<e% Om).
0 e
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Observe que cosgﬂ e singﬂ podem ser calculados a partir
das igualdades

) 2n+1_1 T 2n+1_1 T
s (U{%) e CoS (%) s

da Proposicao VI.1, pois
T (g—-2)t =™

g 2g 2’

e, consequentemente, para cos g@ e sin & com k € Z. Deste

modo, para qualquer r € Z, a matriz C" assume a forma

r [ x 0
(5 %)

com x = a+ bi, onde a,b € Q(8).
Considere agora a isometria f: H — D? definida

por

zi+1
7)) = —~.
f() Z+1

Entdo I' = f T4, f é um subgrupo de PSL(2,R) (I =~ T4y).
Seja G; = f~'A;f os geradores de I'. Usando a Proposicao
VI.1, a relacao (3) e o fato que

arg(a) = (s ;gl)n

(2g—1)m
4g

, |a] =tan

1

_ (2s-Dm\*_ )’ _—(2g-Un
le| = <<tanT> —1) ,alrg(c)_T

obtemos

G — ( x+yve  (z+w)Ve )
! —(@-w)Ve  x+yve )’

onde x;, yi, z7, w; € Z[0] e 6 como na Proposigao VI.1. Mas
o discriminnte da base {1,0,---,0""1} é

Al1,8,--- 0" =2

(4)

Basta notar que os n monomorfismos
©; : K — R

com K =Q(0) sdo dados por

0;(0) ==+ 2i\/2i\/2i---i\/2if2.

Portanto, [5] e [6],

Ok =171[].

Vamos provar agora que I' é derivado de uma &lgebra
dos quatérnios sobre K = Q(0), com [K:Q] =2". Por
construgdo, tr(G;) = tr(A;). Mas pela Proposigad VI.1
obtemos

tr(G;) =tr

e_\/2+\/2+---\/2+\/§,

(Al) =240,

com

ou seja, tr(G;) € Ok, para i = 1,---,2""1. Portanto,
tr(G;) C Ok. Disto segue que, a primeira condigdo do
Teorema IV.4 é satisfeita. Por outro lado, seja

¢: K — R,

um homomorfismo dado por @»(0) = —6. Portanto,
yo: L — C definido por y; (\/6) =iv0 é um iso-

morfismo, onde L =K ( \/6) . Consideremos agora a dlgebra
dos quatérnios A [I'] sobre K = Q(0) dada por, [8],

A
All={XaTi:a;eT; €T}
i=1
Em nosso caso,

A[F]_{(Z, 5>:a,beK},

! ! ~ . 3
onde a, b sao os conjugados de a e b em K, respectiva-
mente. Se

¥: Al — M(2,0),

é um mergulho, onde

entao,

A"’2_‘P(A[F])_{< a b ):a,bewz(L)}.

De A2? @ R ~ H e pelo Exemplo IV.1, @, (¢tr(I)) é
limitado em C. Logo, a segunda condi¢ao do Teorema IV.4
também é satisfeita. Concluimos que I' é derivado de uma
dlgebra dos quatérnios A sobre K= Q(0), com

e:\/2+\/2+---\/2+f27
_on

e [K:Q]=
Uma das vantagens de se trabalhar com grupos fuchsia-
nos derivados de uma &lgebra dos quatérnios A (A uma
algebra de divisdo) é que se garante que o espago das
6rbitas H /T é compacto, [2].
Consideremos agora as seguintes matrizes My, M|, M,
e M3 em M(2,+/8), dadas por

(3 0) e (4 %)

(5 4 ) ( 2 )

Assim, para cada [ os geradores G; em (4) sao identificados
com os elementos de I'y, através do isomorfismo (1) com

x=x;+yi+zij+wik,

onde i> =1, j> = —1 e k =ij. Portanto, o grupo fuchsiano
I'4g ¢ identificado com a ordem O = (6, —1) .

Como uma aplicacao dos conceitos estabelecidos an-
teriormente, iremos apresentar, no exemplo a seguir, os
geradores do grupo fuchsiano I'y, para g =4.
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Exemplo VI.2. Considere g =4.

1
com arg(a) = 3, |a| = tan 7%, arg(c) = ((tan7—“)2— 1)2.

Disso seque que

c:<x+’y o )
0 x—1iy
com

2x:\/2+\/2+7\/§ e 2y:\/2—\/m.

Temos também

(o) (1+i(e2)) (V2+ios) V2+V2

Al = 2 4 2 9
_ (V2-ios) V242 (o) (1—i0)
2 2
onde
o =2+1\/24+V2,00 =1+V2,03 =2+V2+2\/2+ V2.
Portanto,
X1—Y1 \4/ 2442 2wy (2+\/§)
Gy = 2 )
4w v (2+\/§) xX1+y1 4\/ 242
2 2
xl\/szl ‘4/ (2+\/§) Z1+)1 \4/ (2+\/§)
G — 2 ) 7
? —atn {22 avieow Y(2+2)
2 2
xX1+y1 4\2/ 242 ki+wy \;/ 2+v2
G =
3 —21t+wi \4/ 242 X1+y1 4\/ 2+V2 ’
2 2
xX1+wq y4/ (2+\/§) 1)1 iy (2+\/§)
Ga— 2 2 ,
! —an ) e Y 2)
2 2
X1y § (2+\/§) 24wy § (2+\/§)
G — ) )
> —z1+wp ¢ (2+\/§) xi+y1 (2+\/§) ,
2 2
xp+wy ¥ (2+\/§) zZ1+0 \4/ (2+\/§)
Ge = 2 2
6 —Z1+t)1 y4/ (2+\/§) xX1+wi ¢ (2+\/§) ’
2 2
x1+y1 ¥/ (2+\/§) Zi—wi ¥ (2+\/§)
2 2
G7 = )
—Zi— W] ¢ (2+\/§) X1—Yy1 y (2+ﬁ)
2 2
x1—wp v (2+\/§) [IESIRY (2+\/§)
Ge — 2 2
§ —-y {/(24v2)  xi+wi i/ (24V2)
2 2
Sendo,

X1 =2+ (2+\/§

N—

. oy =2+v2+2 (2+\/§),

Z1:(1+\f2) 2+ (2+f2) . ow =V2.

Assim, a ordem associada ao grupo fuchsiano I'ig €

0= <\/2+\/§,—1> ,
z[e]
com 0 =+/2+2.
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