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Construç̃ao de Ćodigos de Bloco Lineares sobreFq com dmin

Máxima usando Programação Linear Inteira
Rodrigo Gusm̃ao Cavalcante e Reginaldo Palazzo Jr.

Resumo— Este trabalho apresenta uma representaç̃ao modular
para códigos de bloco lineares sobreFq com medida de dist̂ancia
mais geral que as conhecidas. Usando tal representação o modelo
resultante é caracterizado como um problema de otimizaç̃ao
inteira, cujas soluç̃oes s̃ao ćodigos de bloco sobreFq com dmin

máxima. Analisamos o desempenho de alguns dos principais
métodos de otimizaç̃ao aplicadosà formulação proposta, repro-
duzindo algumas classes de códigos já conhecidas e indicando a
construção de posśıveis novas classes. Este trabalho tem aplicação
direta no projeto de codificaç̃ao de sistemas de comunicações
digitais em espaços mais gerais que o Euclidiano.

Palavras-Chave— Códigos de Bloco Lineares, Representação
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Abstract— This paper establishes a modular representation for
linear block codes overFq with a more general distance measure
than the previous ones. By using such a representation the re-
sulting modelis characterized as an integer optimization problem
whose solutions are block codes overFq with maximum dmin.
We analyze the performance of some of the main optimization
methods applied to the proposed model, some classes of already
known codesare reproduced as well as the construction of new
classes of codes. As a consequence, the results obtained have
applications inthe design of coded digital communication systems
in spaces more general than the Euclidean one.

Keywords— Linear Block Codes, Modular Representation, Li-
near Integer Programming, Metric Spaces.

I. I NTRODUÇÃO

Em teoria da codificaç̃ao existe um interesse natural de
encontrar ćodigos de bloco cuja distância ḿınima, dmin,
seja ḿaxima. Sabemos que tal parâmetroé um bom indica-
dor do desempenho de sistemas de comunicações que usam
decodificaç̃ao de ḿaxima verossimilhança e possuem relação
sinal rúıdo de moderada a alta. Contudo, a busca de códigos
de bloco com dist̂ancias altaśe um problema difı́cil, podendo
resultar em tarefas computacionais de otimização intrat́aveis.

Al ém dos cĺassicos ćodigos de bloco de Hamming, Reed-
Muller, BCH, Reed-Solomon, Goppa, etc, existem muitos ou-
tros ćodigos que podem ser construı́dos por diferentes técnicas,
tais como: aumento do comprimento (lengthening), punciona-
mento (puncturing), soma direta (direct sum), concatenaç̃ao
(concatenade code), etc. Neste trabalho, apresentamos um
método de construção de ćodigos de bloco linearesC sobre
Fq, q primo, de taxar = k/n com dmin máxima. Para
tanto, utilizamos a representação modular para ćodigos de
bloco, [10], com o intuito de formular um problema de
otimizaç̃ao linear em funç̃ao dedmin que possa ser resolvido
por programaç̃ao linear inteira, [6].
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A representaç̃ao modular j́a havia sido usada em [3] e
[9] na construç̃ao de ćodigos convolucionais provenientes
tamb́em de um problema de otimização (Knapsack Pro-
blem). A programaç̃ao linear, juntamente com a identidade
de MacWilliams-Delsarte [4], foi usada com o propósito de
provar a inexist̂encia de ćodigos lineares bińarios,[1], e mais
recentemente com o objetivo de otimizar a distância espectral
de ćodigos de bloco lineares, [5].

Neste trabalho a distribuição de pesos de um códigoC seŕa
representada pelo seu polinômio enumeradorWC(t) = a0 +
a1t + · · · + ait

i, ondeai é o ńumero de palavras-código de
pesoi. Com o objetivo de identificar os melhores códigos de
bloco corretores de erros, considere dois códigos de blocoC
e C′, q-ários com mesma taxar = k/n, ent̃ao WC é melhor
do queWC′ se a′i = ai para 0 ≤ i ≤ j e a′j+1 > aj+1.
Assim, chamaremos de código ótimo todo ćodigo que possuir
o melhor dos polin̂omios enumeradores. Por exemplo, caso
WC = 1 + t2 + 2t3 e WC′ = 1 + 2t2 + t3 ent̃ao o ćodigo C
seŕa melhor do queC′, pois a′i = ai parai = 0, 1 e a′2 > a2.
Conseq̈uentemente, o ćodigoótimo teŕa o maior valor dedmin

e a menor quantidade de palavras-código com tal dist̂ancia.
Este trabalho está organizado da seguinte maneira. Na

seç̃ao II, apresentamos a representação modular para ćodigos
de blocos. Na seção III, formulamos o problema de otimização
inteira cujas soluç̃oes s̃ao ćodigos comdmin máxima. Apre-
sentamos uma medida de distância mais geral que as usadas
atualmente e um limitante superior para admin de ćodigos
com tal dist̂ancia. Ainda nessa seção, constrúımos ćodigos de
bloco usando alguns dos principais métodos de otimizaç̃ao
aplicadosà formulaç̃ao proposta. Na seção IV, apresentamos
algumas simplificaç̃oes aplicadas ao problema de otimização
com o intuito de propiciar a geração de classes de códigos e
minimizar o esforço computacional.

II. REPRESENTAÇ̃AO MODULAR PARA CÓDIGOS DE

BLOCO

A representaç̃ao modular descrita em [10]́e usada para
representar apenas códigos de bloco bińarios com dist̂ancia
de Hamming. Nesta seção, vamos generalizar tal representação
para ćodigos de blocoq-ários com medida de distância mais
geral que a de Hamming.

Em geral, os ćodigos de bloco s̃ao descritos por uma matriz
geradoraG que possuik linhas e m = qk − 1 posśıveis
tipos diferentes de colunas, uma vez que a coluna toda nula
não é considerada. Como o rearranjo das colunas de uma
matriz geradoraG implica em um ćodigo equivalente, então
um ćodigo pode ser descrito por um conjunto de colunas
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denominado representação modular, istóe,

N = [n1, n2, . . . , nm], (1)

ondeni é um ńumero inteiro que representa a quantidade de
colunas do tipoi (representaç̃ao bińaria do ńumero i) em G
e

∑
ni = n.

Usando a representação modular para ćodigos de bloco,
podemos obter o espectro de pesos,W , dasm palavras-ćodigo
não nulas de um ćodigo de bloco por

W = N · C, (2)

ondeN é obtida de (1) eC é uma matriz siḿetrica de ordem
m. A matriz C seŕa convenientemente denotada pormatriz de
pesos, pois ela depende da medida de distância do ćodigo.

Para obtermos essa matriz de pesos considere inicialmente
que a matriz geradora de um código seja a matrizM , ondeM
é uma matrizk×m que possui como colunas todas as possı́veis
combinaç̃oes dek elementos deFq, exceto a combinação toda
nula. Considere também, sem perda de generalidade, que aj-
ésima coluna deM seja do tipoj.

Em seguida, devemos definir a matrizC∗ = (M ′ ·M)modq
que tem como linhas todas as possı́veis combinaç̃oes line-
ares das linhas da matriz geradora e por isso possui todas
as palavras-ćodigo como linhas, veja exemplo 1. Finalmente,
devemos aplicar uma função dist̂anciafd : Fq → R+ em cada
um dos elementosc∗ij de C∗ de maneira quecij = fd(c∗ij),
obtendo assim a matriz de pesosC, veja exemplo 2.

Desse modo, temos de (2) que o pesowi de cada uma das
m palavras-ćodigo de um ćodigo de blocóe calculada por

wi =
∑

j

nicij =
∑

j

nifd(c∗ij), parai, j = 1, . . . ,m. (3)

Portanto, note que essa representação modular pode descre-
ver ćodigos de bloco em espaços métricos cuja dist̂anciaé dada
por (3). Isto possibilita a construção de ćodigos de bloco para
sistemas de comunicações digitais em espaços mais gerais do
que o euclidiano, como proposto em [7] e [8]. Os exemplos
mais usuais de funções dist̂ancia s̃ao a dist̂ancia de Hamming,

cij =
{

0, sec∗ij = 0
1, sec∗ij 6= 0 , (4)

a dist̂ancia de Lee,

cij =
{

c∗ij , sec∗ij ≤ q/2
q − c∗ij , sec∗ij > q/2 , (5)

e a dist̂ancia euclidiana ao quadrado,

cij = (c∗ij)
2. (6)

Exemplo 1 Considereq = 2 e k = 3, ent̃ao as matrizesM
e C são dadas por

MT =




0 0 1
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1




, C∗ =




1 0 1 0 1 0 1
0 1 1 0 0 1 1
1 1 0 0 1 1 0
0 0 0 1 1 1 1
1 0 1 1 0 1 0
0 1 1 1 1 0 0
1 1 0 1 0 0 1




.

Note que as colunas deM est̃ao em ordem crescente e
representam os números inteiros de1 a 7. Para o caso bińario,
podemos construir as seguintes fórmulas recursivas, em função
de k, para as matrizesM e C:

Mk =
[

0 1 1
Mk−1 0 Mk−1

]
, M1 = 1 ,

Ck =




Ck−1 0 Ck−1

0 1 1
Ck−1 1 Ck−1


 e C1 = 1. (7)

Al ém disso, a matriz inversaC−1 é dada por

C−1
k =

2Ck − [1]
2k−1

, (8)

onde[1] é uma matriz com todos os elementos iguais a1.
Exemplo 2 Considere um ćodigo de bloco 5-́ario comk =

1. Ent̃ao suas matrizes de pesosCH (Hamming),CL (Lee) e
CE (Euclidiana) s̃ao iguais a

C∗ =




1 2 3 4
2 4 1 3
3 1 4 2
4 3 2 1


 , CH =




1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1


 ,

CL =




1 2 2 1
2 1 1 2
2 1 1 2
1 2 2 1


 e CE =




1 4 9 16
4 16 1 9
9 1 16 4
16 9 4 1


 .

III. C ONSTRUÇÃO DE CÓDIGOS DEBLOCO COM dmin

M ÁXIMA

Usando a representação modular (1) podemos formular
o problema de otimização linear inteira (9), cujas soluções
fornecem o vetorN de um ćodigo de bloco de taxar = k/n
com dmin máxima.

Maximizar: z = w
Sujeito a: N · C ≥ w[1]∑

ni = n
ni ≥ 0, inteiros,

(9)

onde[1] = [1, 1, . . . , 1]T e w é igual a dist̂ancia ḿınima.
Observe que casoN não fosse necessariamente composto

por valores inteiros, então (9) poderia ser resolvido por exem-
plo pelo ḿetodo simplex. Porém, N deve ser inteiro e neste
caso existem pelo menos dois métodos apropriados para obter
essas soluç̃oes, [6]. O primeiro ḿetodo é o Plano de Corte
(Cutting Plane), cuja id́eia é adicionar restriç̃oes ao problema
com o proṕosito de forçar a obtenção de uma soluç̃ao inteira. A
segunda t́ecnicaé baseada na divisão do problema original em
uma śerie de pequenos problemas que são simples de resolver
e ent̃ao usar essa informação para resolver o problema inicial.
Esse ḿetodoé conhecido comoBranch and Bound.

Contudo, observe que o código obtido como soluç̃ao da
formulaç̃ao (9) pode ñao ser um ćodigo ótimo (melhor po-
linômio enumerador), pois garantimos apenas que esse código
possui dmin máxima. Para garantir que iremos obter um
código ótimo devemos adicionar outras restrições de otima-
lidade na resoluç̃ao. Tais restriç̃oes ser̃ao detalhadas posterio-
mente para os ḿetodos Plano de Corte eBranch and Bound.
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Um recurso que demonstrou ser de grande utilidade para
resolver (9) é uso de um limitante superior da distância
mı́nima como mais uma restrição do problema. Verificamos
que a adiç̃ao dessa restrição faz com que a solução inteira
seja encontrada mais rapidamente. Para o caso particular de
códigos de blocoq-ários, q = 2, . . . , 9, com dist̂ancia de
Hamming podemos usar o limitante de Brouwer [2]. Contudo,
estamos trabalhando com uma medida de distância geral (fd),
portanto devemos determinar um novo limitante superior para
essa dist̂ancia. Para tanto, devemos mostrar inicialmente o
seguinte resultado.

Teorema 1:A soma dos elementos de qualquer uma das
linhas ou colunas da matriz de pesos,C, de um ćodigo de
bloco sobreFq de taxar = k/n é igual a

s = qk−1

q−1∑

j=0

fd(j)− fd(0). (10)

Demonstraç̃ao: Sabemos que a matrizM possui como
colunas todas as possı́veis combinaç̃oes dek elementos deFq,
portanto cada linha deM possui(qk−1−1) valores0’s e qk−1

valores1’s, 2’s at́e q − 1. Como q é um ńumero primo e as
linhas da matrizC∗ são combinaç̃oes lineares das linhas de
M sobre o corpoFq, ent̃ao as linhas deC∗ tamb́em possuem
(qk−1 − 1) valores 0’s e qk−1 valores 1’s, 2’s at́e q − 1.
Finalmente, se aplicarmos a função dist̂ancia,cij = fd(c∗ij),
e somarmos os elementos de qualquer linha deC obtemos o
valor des.

Usaremos esse resultado para calcularmos o seguinte limi-
tante superior trivial para a distância ḿınima de um ćodigo de
bloco.

Teorema 2 (Limitante Superior):A distância ḿınima de
um ćodigo de bloco sobreFq de taxar = k/n é limitada
superiormente por

dmin ≤ n

qk − 1
s =

n

qk − 1


qk−1

q−1∑

j=0

fd(j)− fd(0)


 . (11)

Demonstraç̃ao: Usando (3) e (10) temos que o somatório
dos pesos dasm palavras-ćodigosé igual a

∑

ij

nifd(c∗ij) =
∑

i

ni

∑

j

fd(c∗ji) = s
∑

i

ni = n s.

Logo a dist̂ancia ḿınima do ćodigo deve ser menor ou igual
do que o somatório dos pesos de todas as palavras-códigos
dividido pelo ńumero total de palavras-código, m = qk − 1.

Observe que caso a distância associada ao código seja a de
Hamming, ent̃ao temos de (4) e (11) que

dmin ≤
⌊

n(q − 1)qk−1

qk − 1

⌋
, (12)

ondebac é o maior inteiro menor ou igual aa. Por exemplo,
b3.8c = 3 e b−1.3c = −2. Observe que (12) coincide com o
limitante superior de Plotkin para códigosq-ários. Casoq seja
maior do que2 e a medida de distância em questão seja a de
Lee temos de (5) e novamente de (11) que

dmin ≤
⌊

n(q2 − 1)qk−1

4(qk − 1)

⌋
. (13)

Finalmente, se a distância for a euclidiana ao quadrado, temos
de (6) e de (11), que

dmin ≤
⌊

n(q − 1)(2q − 1)qk

6(qk − 1)

⌋
. (14)

Antes de descrevermos os métodos Plano de Corte eBranch
and Bound, considere que dado um problema de otimização
inteira (IP) como (9), existe um problema de otimização linear
associado a ele chamado de relaxação linear (LR) formado
pela alteraç̃ao da restriç̃ao ni ∈ Z+ parani ∈ R+. Assim, os
seguintes resultados são imediatos:

1) O valor ótimo da funç̃ao objetivo de (LR)é maior ou
igual do que o valor de (IP).

2) Se (LR) ñao possui soluç̃ao (infeasible), ent̃ao (IP)
tamb́em ñao possui.

3) Se os coeficientes da função objetivo forem inteiros,
ent̃ao o valorótimo de (IP)é menor ou igual do que
a parte inteira do valoŕotimo de (LR).

A. Método Plano de Corte

Como dito anteriormente, o ḿetodo plano de corte resolve
o problema (9). A id́eia deste ḿetodo é adicionar novas
restriç̃oes ao problema com o objetivo de forçar que a solução
ótima do problema seja inteira. Uma restrição com tal finali-
dadeé chamada de corte (cut). Um corteé gerado a partir de
uma soluç̃ao fraciońaria corrente da (LR) e possui o seguinte
critério:

• toda soluç̃ao inteira fact́ıvel, é fact́ıvel para o corte,
• a atual soluç̃ao fraciońaria ñao é fact́ıvel para o corte.

Uma maneira eficiente de gerar planos de corteé usar o
corte deGomory. Tal corte é obtido de uma das restrições
gerada pelo ḿetodo simplex para a solução correntéotima da
(LR), isto é, se tivermos a restrição

xk +
∑

aixi = bk,

sendo bk um ńumero ñao inteiro, ent̃ao o corte para essa
restriç̃ao é dada por

∑
(ai − baic)xi ≥ bk − bbkc. (15)

Exemplo 3 Neste exemplo, vamos construir todos os
códigos de bloco bińarios de taxar = 2/n comdmin máxima
resolvendo o problema de otimização inteira (9) pelo ḿetodo
Plano de Corte. Para tanto, devemos inicialmente resolver
o problema linear relaxado associado ao seguinte problema
proveniente da formulação (9):

Maximizar: w
Sujeito a: n1 +n3≥w

n2+n3≥w
n1+n2 ≥w
n1+n2+n3 = n
n1, n2, n3≥ 0, inteiros.

Portanto, se adicionarmos as variáveis de folga, que também
devem possuir valores inteiros, temos a seguinte solução para
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o problema linear relaxado

Maximizar: − 1
3n4− 1

3n5− 1
3n6 + 2

3n

Sujeito a: n1 − 1
3n4+ 2

3n5− 1
3n6 = 1

3n

n2 + 2
3n4− 1

3n5− 1
3n6 = 1

3n

n3 − 1
3n4− 1

3n5+ 2
3n6 = 1

3n

w+ 1
3n4+ 1

3n5+ 1
3n6 = 2

3n
n1,n2,n3,w, n4, n5, n6≥ 0, inteiros.

Neste caso, verifique que a solução ótima do problema linear,
x = [ 13n, 1

3n, 1
3n, 2

3n, 0, 0, 0], é inteira sen for múltiplo de
três. Ent̃ao, podemos usar a quarta linha, associada a variável
básicaw fraciońaria, para gerar um novo corte

1
3
n4 +

1
3
n5 +

1
3
n6 ≥ 2

3
n−

⌊
2
3
n

⌋
,

Adicionando esse plano de corte e otimizando novamente o
problema, obtemos

Maximizar: −s1 +
⌊

2
3n

⌋

Sujeito a: n1 −n4 −n6+2s1 =2
⌊

2
3n

⌋− n

n2 +n4 −s1 =n− ⌊
2
3n

⌋

n3 +n6 −s1 =n− ⌊
2
3n

⌋

w +s1 =
⌊

2
3n

⌋

n4+n5+n6−3s1 =2n− 3
⌊

2
3n

⌋
n1,n2,n3,w, n4, n5, n6, s1≥ 0, inteiros.

Observe que sen > 1 a soluç̃ao ótima do problemaé
inteira. Com isso, podemos obter a representação modular
para todos os ćodigos de bloco bińarios de taxar = 2/n
com dmin máxima. Observe que os códigos comn = 3i + 1,
possuem polin̂omio geradorWC = 1 + 2t2i + t2i+1. Poŕem,
se transformarmos a solução b́asica do ḿetodo simplex (n4 =
n6 = 0, n5 = 2) em uma soluç̃ao ñao b́asica (n4 = n6 = 1,
n5 = 0), obtemos os ćodigos ótimos paran = 3i + 1 com
WC = 1 + t2i + 2t2i+1. A Tabela I cont́em a representação
modular de todos os códigosótimos bińarios de taxar = 2/n.

n N dmin WC
3i [i, i, i] 2i 1 + 3t2i

3i + 1 [i, i, i + 1] 2i 1 + t2i + 2t2i+1

3i + 2 [i, i + 1, i + 1] 2i + 1 1 + 2t2i+1 + t2i+2

TABELA I

CÓDIGOS DE BLOCO BIŃARIOS ÓTIMOS DE TAXA r = 2/n, i = 1, 2, . . ..

Sabemos que a solução final fornecida pelo ḿetodo Plano de
Corteé uma soluç̃ao b́asica do ḿetodo simplex. Essa solução
fornece a representação modular de ćodigos de bloco com
dmin máxima, mas ñao podemos garantir que tais códigos
sejamótimos. Poŕem, podemos transformar convenientemente
a soluç̃ao b́asica do ḿetodo simplex em uma solução ñao
básica, de maneira que essa solução ñao b́asica possua po-
linômio enumerador melhor do que a solução b́asica, veja
exemplo 3. Usamos esse procedimento para determinar os
códigos bińarios ótimos comr = 3/n, veja Tabela II.

Usando o ḿetodo Plano de Corte obtemos todos os códigos
de bloco bińarios comdmin máxima ek < 9. Não trabalha-
mos com valores maiores dek pois o custo computacional

n N WC
7i− 3 4i− 2 1 + 6t4i−2 + t4i

7i− 2 4i− 2 1 + 2t4i−2 + 4t4i−1 + t4i

7i− 1 4i− 1 1 + 4t4i−1 + 3t4i

7i 4i 1 + 7t4i

7i + 1 4i 1 + 3t4i + 4t4i+1

7i + 2 4i 1 + t4i + 4t4i+1 + 2t4i+2

7i + 3 4i + 1 1 + 3t4i+1 + 3t4i+2 + t4i+3

TABELA II

CÓDIGOS DE BLOCO BIŃARIOS ÓTIMOS DE TAXA r = 3/n, i = 1, 2, . . ..

aumenta exponencialmente. Porém, o ḿetodo abordado pode
ser aplicado para qualquer valor dek, veja exemplo 4.

Exemplo 4 Neste exemplo vamos construir os códigos
binários de Reed-Muller de primeira ordem, ou seja, códigos
de taxar = k/2k−1 com dmin = 2k−2, k > 1. Devemos res-
saltar que esses códigos foram obtidos resolvendo o problema
de otimizaç̃ao inteira (9) usando apenas um corte.

Primeiramente, vamos resolver o problema linear relaxado
de (9), istoé,

[
I 0 2

2k−1
− 22−kC

0 1 1
2k−1

]
·



N
w

N+


 =

[
n

2k−1
n2k−1

2k−1

]
,

ondeN+ representa as2k−1 variáveis de folga. Observe que
sen for múltiplo de2k−1, ent̃ao a soluç̃ao é inteira e ćodigo
possuidmin múltipla de2k−1. Quandon = 2k − 1 o código
em quest̃aoé dual ao ćodigo de Hamming bińario. Finalmente,
se construirmos um corte proveniente daúltima equaç̃ao,

n+
1 + n+

2 + · · · = n2k−1 − (2k − 1)
⌊

n2k−1

2k − 1

⌋
,

ent̃ao teremos uma solução inteira para o novo problema linear
relaxado sen = 2k−1. Neste caso,

dmin =
⌊

22k−2

2k − 1

⌋
= 2k−2, sek > 1,

e N é igual a qualquer uma das linhas da matrizC.
Ainda sobre o exemplo 4, podemos verificar que para cada

corte constrúıdo temos mais uma classe de códigos gerada.
Devemos ressaltar que esse fatoé muito importante, princi-
palmente, para a busca de novas classes de códigos de bloco
com dmin máxima.

B. Método Branch and Bound

Como foi dito anteriormente, o ḿetodoBranch and Bound
divide o problema original em uma série de pequenos proble-
mas que s̃ao simples de resolver e então usa essa informação
para resolver o problema inicial.

Para entender melhor essa idéia considere o problemaz =
max{cx : x ∈ S}. Assim, seS = S1 ∪ · · · ∪ SK for uma
decomposiç̃ao deS em conjuntos menores, ezk = max{cx :
x ∈ Sk} parak = 1, . . . , K, ent̃ao z = maxk{zk}.

A esŝencia do algoritmoBranch and Boundpode ser
descrita como segue:

1) Resolva o problema de relaxação linear, obtenhāx =
[x̄1, . . . , x̄n].
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2) Se a soluç̃ao for inteira, ent̃ao j́a temos a soluç̃ao. Caso
contŕario, crie dois novos subproblemas de uma variável
fraciońaria x̄j , isto é, S1 = S ∩ {x : xj ≤ bx̄jc} e
S2 = S ∩ {x : xj ≥ dx̄je}.

3) Um subproblema ñao est́a ativo quando um dos seguin-
tes fatos ocorre:

• Todas as variáveis da soluç̃ao s̃ao inteiras;
• O subproblema ñao possui soluç̃ao;
• O subproblema pode ser eliminado por um limi-

tante.

4) Escolha um subproblema ativo e crie dois novos sub-
problemas de uma variável fraciońaria.

5) Repita at́e que ñao existam mais subproblemas ativos.

Exemplo 5 Neste exemplo vamos construir um código de
bloco bińario de taxar = 3/5 com dmin máxima usando a
formulaç̃ao (9) e o ḿetodoBranch and Bound, veja Figura 1.

Maximizar: z = w
Sujeito a: n1 + n3 + n5 + n7 ≥ w

n2 + n3 + n6 + n7 ≥ w
n1 + n2 + n5 + n6 ≥ w
n4 + n5 + n6 + n7 ≥ w
n1 + n3 + n4 + n6 ≥ w
n2 + n3 + n4 + n5 ≥ w
n1 + n2 + n4 + n7 ≥ w
n1 + n2 + · · ·+ n7 = 5
ni ≥ 0, inteiros.

z = 2

N = [1, 0, 1, 0, 1, 1, 1]

n3 ≥ 1

z = 5
2

N = [1
2
, 1

2
, 0, 1, 1, 1, 1]

n3 = 0

z = 5
2

n5 = 0

N = [1
2
, 1, 1, 1

2
, 0, 1, 1]

z = 8
3

N = [1
3
, 1

3
, 1

3
, 1, 1, 1, 1]

n5 ≥ 1

z = 5
2

n6 = 0

N = [5
4
, 5

4
, 0, 5

4
, 0, 0, 5

4
]

z = 8
3

N = [1
3
, 1, 1, 1

3
, 1

3
, 1, 1]

n6 ≥ 1

z = 5
2

n7 = 0

N = [0, 5
4
, 5

4
, 5

4
, 5

4
, 0, 0]

z = 8
3

N = [1, 1, 1
3
, 1, 1

3
, 1

3
, 1]

n7 ≥ 1

z = 20
7

N = [5
7
, 5

7
, 5

7
, 5

7
, 5

7
, 5

7
, 5

7
]

Fig. 1. Construç̃ao de um ćodigo de bloco bińario de taxar = 3/5 usando
o métodoBranch and Bound.

Resolvendo o primeiro passo do métodoBranch and Bound
encontramos a seguinte solução para o problema linear rela-
xado: N = [ 57 , . . . , 5

7 ] e z = 20
7 . Note que a soluç̃ao inteira

não pode ser maior do queb 20
7 c = 2.

Segundo o algoritmo devemos dividir o problema original
em dois subproblemas, pois a solução ñaoé inteira. Neste caso,
podemos tomar, por exemplo, um subproblema no qualn7 ≥ 1

e outro no qualn7 = 0. Observe que ambos os subproblemas
est̃ao ativos, ent̃ao vamos sempre escolher o subproblema ativo
com funç̃ao objetivo de maior valor para dividir, no caso o
subproblema comn7 ≥ 1.

Repetindo esse procedimento mais três vezes obtemos um
código de bloco bińario e taxar = 3/5 e dmin = 2. Contudo,
note da Figura 1 que ainda restaram subproblemas ativos
(borda com traço-ponto), cujas funções objetivos possuem
valo r52 . Portanto, se desenvolvermos esses subproblemas os
códigos obtidos possuirão dmin de no ḿaximo 2.

Como mencionado anteriormente, o código obtido como
soluç̃ao da formulaç̃ao (9) pode ñao ser um ćodigoótimo, pois
garantimos apenas que esse código possuidmin máxima. Neste
caso, para obtermos um código ótimo é necesśario, mas ñao
suficiente, que na resolução do Branch and Boundoptemos
sempre por desenvolver os subproblemas com melhor solução
lexicogŕafica. Para que essa condição torne-se suficiente deve-
mos desenvolver todas as restrições ativas que possam fornecer
o melhor dos polin̂omios enumeradores.

Contudo, essa modificação do algoritmo pode aumentar o
custo computacional doBranch and Bound, pois devemos de-
senvolver mais restriç̃oes ativas e substituir o ḿetodo simplex,
usado para resolver cada subproblema, por um algoritmo que
forneça a soluç̃ao lexicogŕafica ótima do subproblema.

IV. SIMPLIFICAÇÕES DOPROBLEMA DE OTIMIZAÇ ÃO

Nesta seç̃ao vamos apresentar algumas simplificaçõesúteis
que podem ser aplicadas na solução do problema (9) com o
objetivo de propiciar a criação de novas classes de códigos
de bloco sobreFq e minimizar o esforço computacional dos
métodos de otimizaç̃ao descritos.

Caso a medida de distância de um ćodigo de bloco sobreFq

seja a de Hamming, então podemos obter o seguinte resultado.
Teorema 3:A matriz de pesosC de um ćodigo de bloco

sobreFq, comk entradas e distância de Hamming (4) possui
apenas(qk − 1)/(q − 1) linhas ou colunas diferentes.

Demonstraç̃ao: Verifique que para cada colunaci da
matriz M existemq − 2 outras colunas dadas pora · ci, a ∈
{2, 3, . . . , q − 1}. Portanto,C∗ = (M ′ · M)modq tamb́em
possui linhas ou colunas com esta propriedade. Logo, usando
a definiç̃ao (4) e o fato dea 6= 0, verificamos que cada linha
de C repeteq − 1 vezes.
Exemplo 6 Neste exemplo vamos usar o Teorema 3 para
simplificar a construç̃ao de ćodigos terńarios comr = 2/n
e dmin máxima. De (9) podemos obter a seguinte formulação

Maximizar:z = w
Sujeito a: 



1 1 0 1 1 0 1 1
1 1 0 1 1 0 1 1
0 0 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 0 1 0 1
1 1 1 0 1 1 1 0
0 0 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 1 1 1 0
1 1 1 1 0 1 0 1




·




n1

n2

n3

n4

n5

n6

n7

n8




≥




w
w
w
w
w
w
w
w




n1 + n2 + n3 + n4 + n5 + n6 + n7 + n8 = n
ni ≥ 0, inteiros.
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Note que as linhas deC possuem a seguinte caracterı́stica:
l1 = l2, l3 = l6, l4 = l8 e l5 = l7. Portanto, podemos
simplificar o problema de otimização para

Maximizar: z = w
Sujeito a: 



1 0 1 1
0 1 1 1
1 1 1 0
1 1 0 1


 ·




n1

n3

n4

n5


 ≥




w
w
w
w




n1 + n3 + n4 + n5 = n
n2 = n6 = n7 = n8 = 0
ni ≥ 0, inteiros.

Ent̃ao, usando alguma técnica de otimizaç̃ao inteira pode-
mos encontrar os códigos de bloco terńarios comdmin máxima
e taxar = 2/n, veja Tabela III.

n N WC
4i− 1 [i, 0, i, i, i− 1, 0, 0, 0] 1 + 6t3i−1 + 2t3i

4i [i, 0, i, i, i, 0, 0, 0] 1 + 8t3i

4i + 1 [i + 1, 0, i, i, i, 0, 0, 0] 1 + 2t3i + 6t3i+1

4i + 2 [i + 1, 0, i + 1, i, i, 0, 0, 0] 1 + 4t3i+1 + 4t3i+2

TABELA III

CÓDIGOS DE BLOCO TERŃARIOS DE TAXA r = 2/n COM dmin MÁXIMA .

A simplificaç̃ao usada no exemplo anterior pode ser apro-
veitada para gerar uma classe de códigos de bloco sobreFq

comn = i(qk−1)/(q−1) e dmin = iqk−1, máxima. Quando
i = 1, essa classe de códigosé dualà dos ćodigos de Hamming
q-ários,q primo.

O próximo resultadóe uma conjecturáutil na construç̃ao de
classes de ćodigos de bloco sobreFq com dmin máxima.

Conjectura: Se um ćodigo de blocoC0 sobre Fq com
taxa r = k/n0 e representação modularN0 tiver dmin =
d0 máxima, ent̃ao o ćodigo de blocoC+ sobre Fq com
representaç̃ao modularN = N0 + j[1], j = 1, 2, . . ., possui
taxa r = k/(n0 + j(qk − 1)) e dmin = d0 + js tamb́em
máxima, ondes é dado por (10).

Analisando a conjectura anterior, não é dif́ıcil verificar que
as diferenças entre asdmin de C0 e C+ e seus respectivos
limitantes superiores (11) são iguais, logo se admin de C0

atinge seu limitante então admin de C+ tamb́em atinge seu
limitante. Portanto, a conjectura deve ser provada também para
os ćodigosCo cujasdmin não atingem o limitante superior.

Como conseq̈uência imediata da conjectura anterior temos
queé suficiente conhecermos apenas os códigos de bloco sobre
Fq comdmin máxima der = k/i, i = k +1, . . . , qk +k, para
obtermos todos os códigos com as mesmask entradas edmin

máxima.
Com base nos resultados já apresentados, verificamos que

uma posśıvel simplificaç̃ao da formulaç̃ao (9) é o fato da
representaç̃ao modular deN satisfazer

max
i,j
{|ni − nj |} ≤ 1 ,

para quaisquer valores deni e nj .
Caso essa simplificação seja realmente possı́vel, ent̃ao pode-

mos resolver (9) usando, por exemplo, o métodoBranch and
Boundsubstituindo as restrições de desigualdadexj ≤ bx̄jc
e xj ≥ dx̄je por restriç̃oes de igualdade. Além disso, quando

usamos o ḿetodo Plano de Corte essa restrição faz com que
o número de cortes seja significativamente reduzido.

Devemos ressaltar que uma lista contendo possı́veis novos
códigos blocos está sendo construı́da utilizando os ḿetodos
propostos neste trabalho.

V. CONCLUSÕES

A generalizaç̃ao da representação modular para ćodigos
de bloco sobreFq com uma medida de distância geral de-
monstra ser coerente éutil. Sua aplicaç̃ao na formulaç̃ao (9)
propiciou a construç̃ao de ćodigos de blocos já conhecidos e
pode possibilitar a construção de novas classes de códigos,
principalmente, as que não possuem distância de Hamming.
Quanto aos ḿetodos de otimizaç̃ao apresentados, verificamos
que o Plano de Cortée mais adequado para a construção
de classes de códigos, enquanto que o método Branch and
Bound aparenta ser mais eficiente na determinação de um
código por vez. As simplificaç̃oes do problema de otimização
proposto s̃ao úteis para a criaç̃ao de classes de códigos e na
minimizaç̃ao do esforço computacional. Contudo, a construção
de determinados códigos de bloco sobreFq com muitas
entradas (k grande) pode se tornar impraticável.
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