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Codigos Turbo Quaternarios

José da Silva Barros e Renato Baldini Filho

Resumo— O objetivo deste trabalho é apresentar os cédigos
turbo quaternarios. O esquema de codificacdo turbo consiste
em dois codificadores convolucionais sistematicos recursivos
quaternarios em paralelo e separados por um entrelacador do
tipo s-aleatério. O esquema de decodificacio turbo é formado por
um algoritmo de decodificacdo iterativo quaternario, baseado
na decodificacio MAP (maximo a posteriori). Os resultados
das simulacdes mostram que os cédigos turbo quaternarios
apresentam o mesmo desempenho em relacio aos codigos turbo
binarios com metade do tempo de decodificacio .

Palavras-Chave— Cédigos Turbo Quaternarios, Algoritmo de
Decodificacao Iterativa.

Abstract— The aim of this work is to present the quaternary
turbo codes. The coding scheme consists of two quaternary sys-
tematic recursive convolutional encoders separated by s-random
interleaver. The decoding scheme is based on the maximum a
posteriori decoding algorithm - MAP. The simulation results show
that quaternary turbo codes present the same performance of
binary turbo codes with half decoding time.

Keywords— Quaternary Turbo Codes,

Algorithm.
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I. INTRODUCAO

Com base nos estudos feitos sobre os codigos turbo binarios
[11, [2], [3] e [5], apresentamos os c6digos turbo quaterndrios,
ou seja, os codigos turbo definidos sobre os anéis de inteiros
moédulo-4, Z4.

Os cddigos turbo quaterndrios tém um esquema geral similar
ao esquema apresentado para o caso bindrio [1]. O esquema
de codificagdo turbo proposto é composto por dois codifi-
cadores convolucionais sistemadticos recursivos quaterndrios,
um entrelacador e um mecanismo opcional de puncionamento.
O esquema de modulacdo € o 4-PSK (Quaternary Phase Shift
Keying), pois esta modulagdo se adequa perfeitamente com as
operagdes definidas em Z4 e o canal considerado é o AWGN
(Aditive White Gaussian Noise).

O esquema de decodificacdo € composto por um algoritmo
de decodificacio de maximo a posteriori (MAP), simbolo a
simbolo, que utiliza os conceitos de c6digo de trelica. Neste es-
quema de decodificacdo, existe um processo de decodificacio
iterativa [1] e [4] que utiliza o algoritmo MAP, em cada de-
codificador componente, e tem a fung@o de obter a informacao
extrinseca do estdgio de decodificacdo anterior e usd-la como
informacao a priori no préximo estagio de decodificacdo. Este
processo geralmente produz uma diminuicdo na probabilidade
de erro de simbolo (ou bit) a cada iteracdo.
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II. CODIFICACAO TURBO QUATERNARIA

O esquema de codificacio turbo quaterndrio é constituido
por dois codificadores convolucionais geralmente idénticos, de
taxa 1/2, separados por um entrelagador de N simbolos, junta-
mente com um mecanismo opcional de puncionamento. Esses
dois codificadores constituintes sdo sistemdticos recursivos e
concatenados em paralelo de acordo com o esquema da Figura
1 e sd@o descritos conforme as subse¢des a seguir.
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Fig. 1. Esquema de codificagdo turbo quaterndrio.

A. Codificador Convolucional Sistemdtico Recursivo

Seja Z4 um anel de inteiros comutativo com identidade
multiplicativa e seja L,.(D) o anel formado por polindmios
racionais do tipo ¢(D)/p(D), onde ¢(D) e p(D) sdo
polindmios com coeficientes em Zg4, expressos pela série de
Laurent [7], [9] e [6], f(D) = >, f;D*, com f; € Zy e
p(0) =1 em Z, - chamado anel das fungdes realizdveis sobre
Zy.

Assim, um codificador convolucional sistematico recursivo-
RSC (Recursive Systematic Convolutional), com taxa de
codificagdo k/n sobre o anel de funcdes realizaveis L, (D), é
um mapeamento linear expresso como

v(D) = u(D)Gr(D),
onde G,(D) é uma matriz kxn na forma sistemética

e u(D) é o polindmio correspondente a seqiiéncia de
informagdo. Observe que I; ¢ uma matriz identidade
kxk e X (D) é uma matriz kx(n-k) com elementos cuja
representagdo é ¢(D)/p(D) em L, (D).

Portanto, o conjunto

C = {u(D)g(D) | u(D) € L.(D)*},

é um cédigo RSC com taxa de codifica¢do k/n sobre Z,, onde
g(D) = G,(D) é a matriz geradora com elementos em L, (D).
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A Figura 2 mostra o diagrama do codificador RSC utilizado
neste trabalho cuja matriz geradora é:

2+ D+2D?
D)y=|1 ——
9(D) [ 1+D+3D2]’

onde os nimeros 2 e 3 da Figura 2 correspondem aos coefi-
cientes dos polindmios da matriz g(D).
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Fig. 2. Diagrama de um codificador RSC quaternario.

B. Entrelagcador

Os entrelagadores, usados com grande freqiiéncia nos meios
de comunicacdo, t€m por objetivo espalhar erros que ocor-
rem em surtos (burst), causados pelo ruido impulsivo e
pelo desvanecimento (fading) seletivo. Usamos em nossa
simula¢des o entrelacador s-aleatdrio [8], pois este apresenta
melhores propriedades aleatdrias que o entrelagador usado no
esquema turbo bindrio [1].

C. Puncionador

A fungdo do puncionador ¢ apagar periodicamente simbolos
de redundancia pré-selecionados dos codificadores, aumen-
tando a taxa de codificacdo. Quando usamos o puncionamento,
é mapeado N simbolos de informacdo em 2N simbolos do

c6digo, enquanto que, sem o puncionamento, é mapeado N
simbolos de informagdo em 3N simbolos do cédigo.

D. Modulador 4-PSK

A seqiiéncia de entrada do modulador é composta
por simbolos do alfabeto 6 = {0,1,2,3} € Zg.
Assim, o sinal modulado € representado  por

S, = 19+E 1 L‘9+f
9 = | COs D) 1 , S1n D) 1 .

III. ALGORITMO DE DECODIFICAQFAO

O algoritmo de decodificacdo turbo de maximo a posteriori
- MAP, utilizado pelos cédigos RSC quaterndrios, fornece a
informacgo a posteriori ou o valor maximo do logaritmo da
probabilidade a posteriori, L(uy), definida como

L(uy) = max(In(p(ur. = 0 | y))), (D
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onde a seqiiéncia  de simbolos recebida €
Y=Y1Y2 o Yr—1 Yk Ykt1 - Yn e up =0 € {0,1,2,3}.

Se as transi¢des entre o estado prévio, S,_; = s, € 0 estado
presente, S, = s, sdo mutuamente exclusivas (isto é, apenas
uma delas pode ter ocorrido na treli¢a referente ao codificador
RSC), entdo

> p(Sk—1 =155k =5,9)
(SI;S)

L(ux) = max | In

e
p(y) @

onde (s’,s) é o conjunto de transicdes do estado prévio,
Sk—1 = ¢, para o estado presente, Sx = s, que pode ocorrer
se o simbolo de entrada uy for igual a 6.

Usando o fato de que os simbolos da seqiiéncia recebida
y sdo independentes entre si, esta seqiiéncia y pode ser
dividida em trés partes: a seqiiéncia recebida antes da transico
presente y’ffl =1 Y2 -+ Yk—1; a palavra c6digo transmitida
associada a transic@o presente y,’j = Y, € a seqliéncia recebida
depois da transicdo presente y,iVH = Y41 Yk+2 - YN-

Com base na divisdo da seqiiéncia y, podemos escrever:

p(Sk—1 =5, = s,y) 3)

= p(8/7s7yi€717ykayl]fv+l)

p(8/7 S, y)

que pode ser decomposta como o produto de trés proba-
bilidades, ar_1(s’), v(s',s) e Br(s), onde: ar_1(s’) =
p(s',y%~1) ¢ a probabilidade de estar no estado prévio s’

no tempo k — 1 e ter recebido a seqiiéncia de canal yf_l;

vi (s',8) = p({yk,s} | s') é a probabilidade de receber a
seqiiéncia de canal y; e estar no estado presente s, no tempo
k, dado que se estava no estado prévio s’, no tempo k — 1 e,
Bi(s) = p(yn, | s), é a probabilidade de receber a seqiiéncia
futura de canal y,]cv 1 dado que se estd no estado presente s,
no tempo k.

Como o canal é sem memoria e os simbolos da seqiiéncia
recebida y sdo independentes entre si, usando a regra de Bayes

temos que:

ar_1(8") -y (s',8) - Be(s). 4)

Finalmente, substituindo a expressdo (4) na expressao (2),
obtemos

p(s',s,y) =

(2) ah-1(8") - v (8, 8) - Bi(s)

L(u) = max |In e 5)
onde
ar(s) = Y arls) (s s) (6)
todo s/
¢ a expressio recursiva direta e
Bea(s) = Y Brls)-w(s5) (7

todo s

€ a expressao recursiva reversa.

Supondo que a trelica comeca no estado inicial Sy = 0, e
que o codificador sempre volta ao estado S = 0, as condigdes
iniciais e finais para estas recursdes s@o, respectivamente:



XXII SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICACOES - SBRT’05, 04-08 DE SETEMBRO DE 2005, CAMPINAS, SP

s=0
s #0.

Voltando a expressdo (5), verificamos que, se utilizarmos
o divisor p(y), o algoritmo ndo converge para o limitante
de Shannon [5]. Diante disso, usamos o artificio de retirar

da seqiiéncia recebida y o elemento de ordem k. Isto é,
substituindo p (y) por p (y) /p (yx) na expressdo (5) temos:

1 para

0 para ®)

ao(So = s) = Bn(Sy =) = {

L(ug) = max [ In Z ar_1(8") -k (s,8) - Br(s)
)

(s’,s
onde ay(s) e fBr(s) sdo as novas probabilidades modificadas
definidas respectivamente como:

> ap-1(s) -k (8, 8)

todo s’

S S S TaN ) R A B
todo s todo s’
> Bi(s) (s’ s)
ﬁkfl(s) — todo s (10)

> ona(s) k(8 s)
todo s todo s’

Observe que ay(s) e Br(s) sdo calculados recursivamente
pelas equacdes (9) e (10) e possuem as mesmas condi¢des
iniciais que seus complementos naturais, dados em (8) para
ax(s) e Br(s), respectivamente.

Com base nas mesmas hipéteses temos que a métrica do
ramo ¢é dada por

w(s'ys) = plyr | zx) - plu).

Assim, apresentamos as expressdes finais de ap_1(s’),
Br(s) e vi(s',s), necessdrias para calcular a informagéo a
posteriori L(uy), na saida de cada decodificador componente.

IV. DECODIFICACAO ITERATIVA TURBO QUATERNARIA

O processo de decodificagdo iterativa turbo sobre Z,4, es-
quematizado na Figura 3, calcula a informacgdo extrinseca
na saida do estigio de decodificagdo anterior, € a usa
como informacdo a priori na entrada do préximo estdgio de
decodificacdo.

Sabendo que cada codificador RSC do esquema de
codificagdo turbo tem taxa de codificagdo 1/2, a palavra
codigo transmitida é dada por x), = xf 2§ = u 2%, e a
palavra c6digo recebida é dada por yi, = vy} y5.

Assim, se o canal € sem memoria, gaussiano e com
modulagdo 4-PSK, entdo, a funcdo densidade de probabilidade

¢ dada por
P_ P 2
) .exp(nyk]\[ k“ )

o]

S s p2
pyk | o) = = - exp (7”‘”’3%””

_ —llyi i '
= eXp( o) (s s)s

onde: x, € o simbolo sistemdtico da palavra c6digo transmitida
xy; o é o simbolo de paridade da palavra c6digo transmitida
Tk Yy € o sinal recebido correspondente ao simbolo trans-
mitido «§ e y}, é o sinal recebido correspondente ao simbolo
transmitido .
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Fig. 3. Esquema de decodificacdo iterativa turbo.

Portanto, a informagdo a posteriori, L(uy), calculada
através do algoritmo M AP na saida de cada decodificador
componente, pode ser dividida em trés termos

i —lyp — = P e
L(ug) = L' (ug) + exp — + L%(ug), (11)
0
onde Li(up) = In(p(ug)) ¢é informagdo intrinseca,
s 512
exp (w ¢ a informacio sistematica, e

Lo(ug) =In | D7 ara(s)) - Brls) - 7i(ss) | (12)
(s',5)

¢ a informacdo extrinseca. Este termos serdo usados no pro-
cesso de decodificacdo iterativo como a seguir.

Processo Iterativo: Considere inicialmente o primeiro de-
codificador componente na primeira iteracdo. Este decodi-
ficador recebe a seqii€ncia de canal, y1 (ver Figura 3), e
produz uma estimativa da informagdo a posteriori L11(uy)
dos simbolos de dados ug, onde k¥ € {1,--- ,N} e N
é o comprimento da seqiiéncia de informacdo. Note que
nesta primeira itera¢do a informacdo a priori que o primeiro
decodificador componente recebe é In(p(ug = 6)) = In(1/4).

O segundo decodificador componente recebe a seqiiéncia
de canal »2 junto com a informacdo extrinseca entrelacada do
primeiro decodificador componente e fornece uma estimativa
da informagdo a posteriori L15(uy ), dos simbolos de dado uy.
Esta informacfo extrinseca' (usada no segundo decodificador)
¢é calculada através da expressdo (12) na saida do primeiro
decodificador componente.

Na segunda iteracdo, o primeiro decodificador componente
novamente processa sua seqiiéncia recebida de canal y', mas
dessa vez, ele também possui a informagdo a priori L(uy).

'A informagdo extrinseca calculada na saida do primeiro decodificador,
apos ser entrelacada, € usada como informac@o a priori na entrada do segundo
decodificador. E de forma andloga, a informagao extrinseca calculada na saida
do segundo decodificador, apés ser desentrelacada, € usada como informacao
a priori na entrada do primeiro decodificador e assim por diante.
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Esta informacdo a priori € fornecida pela por¢cdo extrinseca
da informacéo a posteriori Lis(uy), calculada pelo segundo
decodificador componente, na primeira itera¢do. Portanto, este
decodificador pode produzir uma melhor informagio a poste-
riori Loy (u), na saida do primeiro decodificador componente,
na segunda iteracdo .

Este processo iterativo continua e, a cada iteragdo, em média
a taxa de erro de bit diminui para uma mesma relacdo sinal
ruido - SN R (signal-to-noise ratio).

V. RESULTADOS

As curvas da Figura 4 apresentam o desempenho dos
esquemas turbo bindrios e quaterndrios, respectivamente. A
curva do esquema bindrio foi simulada para um comprimento
da seqiiéncia de informacdo de N = 2000 bits, matriz geradora

do codificador RSC g(D) = [1 %
estados na trelica, modulagdo 2-PSK, taxa de codificag@o turbo
igual a 1/2 e 8§ iteracdes na decodificagdo. O tempo gasto para
decodificar esta seqii€ncia bindria na 1? iteracdo foi de 67,697
segundos.

J& no esquema quaterndrio o
seqiiéncia de informacdo é de N =
1000 simbolos, matriz geradora do codificador RSC
g(D) = {1 %} , com 16 estados na trelica, modulaco
4-PSK, taxa de codificagcdo turbo igual a 1/2 e 8 iteragdes na
decodificacdo. O tempo gasto para decodificar esta seqiiéncia
de 1000 simbolos na 1?* iteragdo foi de 38,806 segundos.

De acordo com a Figura 4 e os parimetros acima observa-
mos que o desempenho do esquema bindrio e do quaterndrio
sdo equivalentes, mas o tempo gasto na decodificagdo do es-
quema bindrio € 1,57 vezes maior que no esquema quaternario.
Isto ocorre porque o esquema bindrio ( 2000 bits ) realiza as
operacdes com o dobro da quantidade de elementos usadas no
esquema quaterndrio ( 1000 simbolos). Quando os esquemas
bindrio e quaterndrio operam com seqii€ncias pequenas, 8
bits e 4 simbolos, respectivamente; estes esquemas gastam
0 mesmo tempo para realizar a decodificacdo na 1? iterag@o.
Mas para seqiiéncias de comprimento 10000 bits (no bindrio) e
5000 simbolos (no quaterndrio), o tempo gasto pelo esquema
bindrio é de 2 vezes o tempo gasto pelo quaterndrio na 1*
iteracdo.

Logo, como o esquema turbo quaternério (com a modulacao
4-PSK) ocupa a metade da largura de faixa e gasta a metade do
tempo de decodificagdo em relagdo ao esquema turbo bindrio
(com modulagdo 2-PSK), ou seja, para a mesma largura de
faixa, o esquema turbo quaternario pode fornecer o dobro da
quantidade de informacao fornecida no esquema turbo bindrio
com o mesmo tempo de decodificacdo. Podemos concluir
que o uso do esquema turbo quaterndrio em um sistema de
comunicagdo que possua largura de faixa limitada serd mais
vantajoso que o esquema turbo bindrio.

}, com 16

comprimento da
2000 bits ou

VI. CONCLUSAO

Neste artigo, apresentamos a construcdo de um esquema
de codificagdo e decodificacdo turbo quaterndrio, analisando
a contribuicdo dada pelos componentes do esquema de
codificagdo para que o esquema de decodificagdo fornega
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Fig. 4. Desempenho da py(e) X Ey/No dos esquema bindrio e quaternério
para 2000 bits e 1000 simbolos, 2-PSK e 4-PSK, respectivamente e taxa 1/2,
entrelacador s-aleatério, 8 iteracdes e 16 estados na trelica para ambos.

o maximo de confiabilidade sobre os simbolos decodifica-
dos. Em seguida, fizemos a implementagcdo do algoritmo de
decodificacdo obtendo como resultados curvas para a proba-
bilidade de erro, nas quais notamos que os esquemas bindrios
e quaterndrios sdo equivalentes em relacdo ao desempenho

z

e o esquema quaterndrio é capaz de transmitir o dobro da
informagdo transmitida pelo esquema bindrio com o mesmo
tempo de decodificag@o.
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