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Equalizaç̃ao Adaptativa no Doḿınio da Freq̈uência
para Sistemas com Transmissão em Blocos
Bernardo R. da Costa, Tiago T. V. Vinhoza, Raimundo Sampaio-Neto, Rodrigo C. de Lamare

Resumo— Este trabalho investiga e compara diferentes
técnicas de equalizaç̃ao no doḿınio da freqüência para sistemas
de uma única portadora SC (single-carrier) e de multiporta-
doras OFDM (Orthogonal Frequency Division Multiplexing). A
transmiss̃ao é feita em blocos, assim como seu processamento
na recepç̃ao. Além da filtragem linear adaptativa no doḿınio
da freqüência, que acontece em ambos os sistemas,é também
empregado um filtro adaptativo de retorno, no doḿınio do tempo,
para os sistemas SC, e que opera sı́mbolo à śımbolo sobre os
blocos recebidos. Os resultados obtidos através de simulaç̃ao
mostram que o SC tem desempenho superior ao OFDM.

Palavras-Chave— Equalização adaptativa, OFDM, Single-
Carrier, Equalização no doḿınio da freqüência, Equalizaç̃ao com
decis̃ao realimentada.

Abstract— This work presents a comparison between Single-
Carrier Frequency Domain Equalization (SC-FDE) and OFDM
(Orthogonal Frequency Division Multiplexing). We consider a
block transmission and a block processing at the receiver’s end.
Aside from the linear adaptive equalization in the frequency
domain, a adaptive decision feedback equalizer (which operates
in a symbol by symbol basis in the time domain) is applied in the
SC systems. The zero-padding scheme is used in both systems
for the comparisons. Simulation results show that the SC-FDE
outperforms OFDM.

Keywords— Adaptive Equalization, OFDM, Single-
Carrier, Frequency-Domain Equalization, Decision Feedback
Equalização.

I. I NTRODUÇÃO

Tecnologias de acesso sem fio e de faixa larga, que oferecem
altas taxas de transmissão a usúarios residenciais e corpora-
tivos, s̃ao alternativas atraentes e economicamente viáveis às
tecnologias de acesso com fio existentes [1]. Nestes ambi-
entes, os efeitos de propagação de ḿultiplos percursos s̃ao
bastante severos e capazes de degradar significativamente o
desempenho de um sistema de transmissão. Para combater a
interfer̂encia entre śımbolos derivada dos ḿultiplos percursos
de propagaç̃ao é necesśario o emprego de equalizadores. Uma
das classes possı́veis s̃ao os equalizadores MLSD (Maximum
Likelihood Sequence Detection) [2], porém apresentam com-
plexidade elevada se comparado aos esquemas de equalização
considerados neste trabalho. Dentre as técnicas de combatèa
interfer̂encia entre śımbolos mais promissoras e eficientes do
ponto de vista econ̂omico e de desempenho, destacam-se a
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equalizaç̃ao no doḿınio da freq̈uência para sistema déunica
portadora (Frequency-Domain Equalization– SC-FDE) [3] e
para os sistemas multiportadoras [4], como por exemplo o
OFDM. Em sistemas de transmissão em blocos, os sı́mbolos
são agrupados em blocos e a adição de śımbolos redundantes
(intervalo de guarda) elimina a interferência entre blocos (IEB)
e permite o emprego de técnicas eficientes (mais simples) de
processamento de sinais na recepção. A literatura nestáarea de
pesquisa sugere que os sistemas SC-FDE e OFDM apresentam
um desempenho e uma complexidade para implementação
semelhantes e identifica algumas vantagens em favor do SC
no que se refere a sensibilidade a desvios de freqüência e
sensibilidade a ñao-linearidades no transmissor devido a altas
excurs̃oes de amplitude que ocorrem no sinal de transmissão
OFDM e que resultam em um alto valor de PAPR (Peak-to-
Average Power Ratio) [1]. Nos últimos anos, a boa relação
desempenho/custo das técnicas de equalização SC-FDE tem
aumentado significativamente a atividade de pesquisa nesta
área. Equalizadores lineares seguidos de um estágio de de-
cisão realimentada (DFE –Decision Feedback Equalizer) são
estruturas relativamente simples e obtém ganhos substanciais
sobre equalizadores lineares [2]. Uma desvantagem destes
equalizadores, porém, é o fen̂omeno de propagação de erros
[2]. Um est́agio adicional DFE para sistemas SC-FDE foi
considerado em [1] para sistemas com prefixo cı́clico (CP),
e em [5] para sistemas comzero-padding(ZP). O trabalho
em [5], poŕem, prop̃oe uma soluç̃ao ñao-adaptativa e supõe
estimaç̃ao perfeita de canal. Este trabalhoé organizado da
seguinte forma. A Seção II apresenta o modelo do sistema
considerado e os conceitos básicos da transmissão com por-
tadoraúnica (SC) e/ou multi-portadora (OFDM). Considera-
se apenas o esquema ZP para a faixa de guarda. A Seção
III trata da recepç̃ao, onde a equalização adaptativa lineaŕe
feita no doḿınio da freq̈uência, tanto para o OFDM como
para o SC-FDE. Esta filtragem será referenciada comoLinear
Equalization (LE) no SC. A equaç̃ao para atualização do
filtro é descrita, seguindo o ḿetodo recursivo dos ḿınimos
quadrados (RLS). A Seção IV introduz uma alternativa para
refinar as decis̃oes dos sistemas SC-FDE-LE ao fazer uso
de um filtro de realimentação, que opera no domı́nio do
tempo. Este sistema será ent̃ao denominado de SC-FDE-DFE.
Neste caso, o filtro adaptativo de retorno e o linear operam
simultaneamente e a minimização e a atualizaç̃ao de ambos
é feita conjuntamente. A Seção V traz os resultados obtidos
por simulaç̃ao em computador dos sistemas apresentados. Por
fim, a seç̃ao VI apresenta as conclusões.
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Fig. 1. Diagrama em blocos da estrutura de transmissão/recepç̃ao OFDM e SC-FDE

II. M ODELO DO SISTEMA

Considere o modelo discreto de um sistema de transmissão
de blocos mostrado na Fig. 1. Deseja-se transmitir um bloco
de informaç̃ao denotado pelo vetorb(n) de dimens̃ao N .

A. Transmiss̃ao

Neste trabalho, os sı́mbolos contidos emb(n) representam
pontos de uma constelação complexa quaternária (QPSK), de
śımbolos i.i.d, de ḿedia zero e energia unitária. O blocob(n)
é ent̃ao pŕe-codificado por uma matrizG de dimens̃aoN ×N

que representa uma transformação linear arbitŕaria efetuada no
transmissor. Este estágio pode assumir uma entre duas funções:

G =

{
IN ; se for SC

WH
N ; se for OFDM

(1)

Onde IN é matriz identidade de tamanhoN , e WH
N é a

IDFT de N pontos, normalizada tal queWH
NWN = IN e

onde (.)H denota conjugado transposto. A seguir, a matriz
VT insere uma faixa de guarda deL śımbolos ao final no
bloco codificados(n), montando o blocod(n) de tamanho
M , ondeM = N + L. A faixa de guardaL deve ser maior
ou igual a meḿoria do canal para evitar interferência entre
blocos (IEB). Para o caso dezero-padding, considerado neste
trabalho, a matrizVT é da forma

VT =





IN

...........

0L×N





M×N

. (2)

onde0u×v denota matriz nula de dimensão u × v. Assim,

d(n) = VT s(n)

= [b1(n), b2(n), ... , bN (n)
︸ ︷︷ ︸

s(n)

, 0, 0, ... , 0
︸ ︷︷ ︸

L zeros

]T . (3)

O bloco é ent̃ao transmitido por um canal multipercurso,
modelado neste trabalho como um filtro FIR deP taps cujos
coeficientes s̃ao amostras da envoltória complexa da resposta

impulsional do canal. Supondo que durante on-ésimo bloco
a resposta impulsional permanece constante, i.e.h(n) =
[h0(n), h1(n), ..., hP−1(n)]T , a transmiss̃ao pelo canal multi-
percurso pode ser representada por uma matriz de convolução
Toeplitztriangular inferiorHT (n), que tem na primeira coluna
o vetor do canalh(n), preenchido por zeros nasM − P

componentes restantes. Asúltimas L colunas deHT (n) não
têm contribuiç̃ao alguma no resultado da convolução, pois o
vetord(n) possui zeros nas suasúltimasL componentes. Isso
posto, podemos alterar essas colunas deHT (n) de maneira
que ela se torne uma matriz circulanteHC(n), o que significa
dizer que a convoluç̃ao linear equivale a uma convolução
circular.

B. Recepç̃ao

O sinal recebidóe corrompido pelo vetor complexo de ruı́do
aditivo Gaussiano branconw(n) na entrada do equipamento
receptor. A matriz de covariância do rúıdo é

Knw
= E[nw(n)nH

w (n)] = σ2
nw

IM , (4)

ondeσ2
nw

, é a varîancia das componentes do vetor de ruı́do.O
sinal recebidoé ent̃ao representado pelo vetor de dimensão
M x(n) = HC(n)d(n) + nw(n). Uma DFT deM -pontosé
realizada sobre o vetor recebidox(n). Assim,

r̃(n) = WMHC(n)d(n) + WMnw(n). (5)

ComoWM é uma matriz unit́aria, podemos fazer

r̃(n) = WMHC(n)WH

M
︸ ︷︷ ︸

Q̃D(n)

WMd(n)
︸ ︷︷ ︸

d̃(n)

+WMnw(n). (6)

Utilizando propriedades matriciais, pode ser verificado que
Q̃D(n) é uma matriz diagonal, de dimensãoM×M , contendo
na diagonal principal, amostras da resposta em freqüência do
canal q(n) =

√
MWM,P h(n), ondeWM,P é uma matriz

M × P que cont́em asP primeiras colunas da matrizWM .
O vetor recebidor̃(n) é ent̃ao equalizado porM filtros
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independentes de1 tap (ou filtro forward) organizados no
vetor ã(n), gerando na saı́da

z̃(n) = Ã(n)r̃(n) = R̃(n)ã(n)

ondeR̃(n) = diag (r̃(n)) e Ã(n) = diag (ã(n)). As deduç̃oes
para os coeficientes deste filtro se encontram nas Seções III e
IV. Efetua-se uma transformada inversa deM pontos

z(n) = WH

M z̃(n). (7)

Em seq̈uência, retiram-se os sı́mbolos redundantes inseridos
como faixa de guarda (neste caso, osL zeros do fim do bloco),
fazendo

y(n) = Vz(n). (8)

No caso de sistemas OFDM e/ou sistemas SC-FDE, o vetor
y(n) é processado porGH, dado por

GH =

{
IN ; se for SC

WN ; se for OFDM
(9)

e a sáıda é entregue para um decisor paralelo, que efetua
detecç̃ao de ḿınima dist̂ancia sobre todo o bloco em questão.
Caso queiramos utilizar o estágio de DFE para os os sistemas
SC-FDE, ent̃ao uma convers̃ao paralelo-serial precisa ser feita
em cima do blocoy(n). Mais sobre o estágio de DFE na seção
IV.

III. E QUALIZAÇ ÃO L INEAR ADAPTATIVA RLS

Nesta Seç̃ao, derivamos a expressões para o filtro linear
(LE) que opera no doḿınio da freq̈uência e serve tanto para
o OFDM quanto para o SC-FDE. Define-se o vetor de erro
como:

ẽLE(n) = d̃(i) − R̃(i)ã(n) (10)

Neste algoritmo adaptativo, minimizamos a soma dos erros
médio quadŕaticos ponderados exponencialmente. Define-se
ent̃ao a funç̃ao custo a ser minimizada como:

JLE(n) =

n∑

i=1

λn−iẽHLE(i)ẽLE(i). (11)

ondeλ é um fator de esquecimento. No caso em queλ = 1,
não fazemos nenhuma distinção do passado, dandòa ele o
mesmo peso do presente na medida a ser minimizada. Por
outro lado, podemos fazer com queλ assuma valores muito
próximos da unidade (porém menores). Isto levará o algoritmo
a “esquecer” passado, istoé, dar menor peso as observações
mais antigas. Esta maneira de ponderar as observações é
indicada no rastreamento de canais variantes no tempo e será
ilustrada mais a frente. Seguindo com o desenvolvimento do
algoritmo e substituindo (10) em (11), obtemos:

JLE(n) =

n∑

i=1

λn−i[d̃H(i)d̃(i) − d̃H(i)R̃(i)ã(n)

− ãH(n)R̃H(i)d̃(i) + ãH(n)R̃H(i)R̃(i)ã(n)](12)

Calculando o gradiente da equação (12) com relaç̃ao aa(n),
chegamos̀a:

∇[JLE(n)] =

n∑

i=1

λn−i[R̃(i)R̃∗(i)ã∗(n)− R̃(i)d̃∗(i)]. (13)

Queremos achar um ponto de mı́nimo para (12). Por isso
vamos iguaĺa-la à zero. Assim, e aproveitando para conjugar
as express̃oes, de maneira que a resposta seja em função de
ã(n):

n∑

i=1

λn−i[R̃∗(i)R̃(i)]ã(n) =

n∑

i=1

λn−i[R̃∗(i)d̃(i)] (14)

Identifica-se uma matriz de autocorrelação determińıstica no
primeiro membro da equação (14):

Φ(n) =
n∑

i=1

λn−i[R̃∗(i)R̃(i)]. (15)

Já no segundo membro da equação (14), temos um vetorM×1
de correlaç̃ao cruzada determinı́stica entre o vetor observado
na recepç̃ao e o vetor transmitido

β(n) =

n∑

i=1

λn−i[R̃∗(i)d̃(i)]. (16)

Podemos então escrever a solução deã(n) como

ã(n) = [Φ(n)]−1β(n), (17)

ondeΦ(n) é uma matriz diagonal, visto queé obtida a partir
do produto de duas matrizes diagonais. Podemos calcular os
termos de maneira recursiva, observando a mesma estratégia
tanto na equaç̃ao (15) como em (16). Para isso, isola-se o
termo em quei = n:

Φ(n) = λ{
n−1∑

i=1

λn−1−i[R̃∗(i)R̃(i)]} + R̃∗(n)R̃(n)

Φ(n) = λΦ(n − 1) + R̃∗(n)R̃(n). (18)

De forma ańaloga, obt́em-se

β(n) = λβ(n − 1) + R̃∗(n)d̃(n). (19)

IV. EQUALIZAÇ ÃO COM DECISÃO REALIMENTADA

ADAPTATIVA RLS

Esta estruturáe utilizada apenas nos sistemas SC-FDE,
uma vez que quando a equalização forward é imperfeita, i.e.
Ã(n)Q̃D 6= IM há interfer̂encia intersimb́olica no seq̈uência
y(n) (ver Fig. 1), considerando-se o canal constante durante
a duraç̃ao de um bloco. Definimos o erro como uma função
conjunta dos filtrosforward (linear) e defeedback(retorno):

eDFE(n) = VWHR̃(n)ã(n) − CT f(n) − b(n), (20)

onde osNf coeficientes do filtro de retorno são identificados
por f(n) eC(n) é a matriz que contém todas as decisões feitas
em cima de um determinado blocoy(n) (no caso do sistema
estar operando no modoDecision-Directed) ou, dos pŕoprios
śımbolos transmitidos, no caso de seqüências de treinamento.
Esta matrizé assim definida:

C(n) = [m0(n),m1(n), ...,mN (n)] , (21)

onde os vetoresml(n) são dados por

ml(n) = [bl−1(n), bl−2(n), ..., bl−Nf
(n)]T ; l = 1, 2..., N.

(22)



XXV SIMPÓSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICAÇ̃OES - SBrT 2007, 03-06 DE SETEMBRO DE 2007, RECIFE, PE

Chegamos agora ao ponto de desenvolver o método de
mı́nimos quadrados para o sistema com o filtro defeedback.
A nova funç̃ao custo a ser minimizada (novamente, via RLS):

JDFE(n) =

n∑

i=1

λn−i‖eDFE(i)‖2. (23)

A express̃ao acima tamb́em pode ser vista como uma
convoluç̃ao entre uma seqüência com decaimento exponencial
(λn−i) e o valor quadŕatico instant̂aneo do erro, definido em
(20). Desenvolvendo a expressão (23), encontramos:

J =

nX
i=1

λ
n−i

n
ã

T
R̃

T (i)WH
V

T

h
VW

T
R̃

∗(i)ã∗
−C

H(i)f∗−b
∗(i)

i
− f

T
C(i)

h
VW

T
R̃

∗(i)ã∗
− C

H(i)f∗ − b
∗(i)

i
−

h
ã
H
R̃

H(i)WV
T
− f

H
C

∗(i) − s
H(i)

i
b(i)

o
(24)

Calculando o gradiente em relação aos dois filtros (forward
e defeedback):

∇aJ =

n∑

i=1

λn−iΛ(i)
{

ΛH(i)ã∗(n) − CH(i)f∗(n) − b∗(i)
}

(25)

∇fJ =

n∑

i=1

λn−iC(i)
{

CH(i)f∗(n) − ΛH(i)ã∗(n) + b∗(i)
}

,

(26)
onde

Λ(n) = R̃T (n)WVT (27)

Igualando os gradientes a zero e conjugando os termos, obtém-
se:

n∑

i=1

λn−iΛ∗(i){ΛT (i)ã(n)−CT (i)f(n)} =
n∑

i=1

λn−iΛ∗(i)b(i)

(28)
n∑

i=1

λn−iC∗(i){ΛT (i)ã(n)−CT (i)f(n)} =

n∑

i=1

λn−iC∗(i)b(i)

(29)
Definindo

T∗(n) =





Λ∗(n)
. . .

C∗(n)



 , (30)

podemos escrever (28) e (29) de uma forma mais compacta
n∑

i=1

λn−iT∗(i)TH(i)

︸ ︷︷ ︸

Φ(n)

v(n) =

n∑

i=1

λn−iT∗(i)b(i)

︸ ︷︷ ︸

β(n)

, (31)

em que os coeficientes dos filtrosforward e feedbackforam
agrupados num só vetor

v(n) =





ã(n)
. . .

f(n)



 , (32)

e onde sua solução é encontrada fazendo

v(n) = [Φ(n)]
−1

β(n), (33)

sendoΦ(n) uma matriz de dimensão (M +Nf )×(M +Nf ).
A sua atualizaç̃ao é dada por:

Φ(n) = λΦ(n − 1) + T∗(n)TH(n), (34)

ao passo que

β(n) = λβ(n − 1) + T∗(n)b(n). (35)

V. RESULTADOS

Os resultados de simulação apresentados são para sis-
temas de transmissão por blocos SC e OFDM que utilizam
modulaç̃ao QPSK. Os blocos foram escolhidos de tamanho
N = 16 neste projeto. O canal de comunicaçõesé modelado
por um filtro FIR comP = 4 taps, cujos coeficientes são do
tipo

hk = pkαk; k = 1, 2, ..., P (36)

onde {αk}P

k=1 são varíaveis aleat́orias Gaussianas com-
plexas, estatisticamente independentes, de média nula e com
E

[
|αk|2

]
= 1, no caso de canal fixo (no tempo). Os valores de

αk são sorteados no inı́cio de cada simulação e mantidos fixos
ao longo de cada teste. Os pesospk satisfazem a

∑P

k=1 p2
k = 1.

Para canal variante no tempo, supõe-se que osP coeficientes
do canal s̃ao dados por

hk(n) = pkγk(n); k = 1, 2, ..., P (37)

onde{γk(n)}P

k=1, n = 1, 2, ..., são seq̈uências independentes
de varíaveis aleat́orias Gaussianas correlatadas obtidas ao
filtrar-se um processo Gaussiano complexo branco por um
filtro cuja respostáe dada aproximadamente por [6]

Hdop(f) =
K

√

1 − ( f
fd

)2
, (38)

onde K é uma constante de normalização, fd = v
λw

é o
máximo desvio doppler de freqüência,λw é o comprimento de
onda ev é a velocidade de deslocamento do terminal móvel.
Os resultados para canal variante no tempo são mostrados em
termos da freq̈uência doppler normalizada (fdT ), ondeT é o
intervalo de 1 bloco. Os pesos utilizados nas simulações foram
p = [0.8677, 0.4339, 0.2169, 0.1085]T . A faixa de guarda para
cada blocóe L = 4. Na Figura 2 estão apresentadas as curvas
de desempenho de taxa de erro de bit para os sistemas SC
empregando FDE-LE e FDE-DFE e para o sistema OFDM.
Foram utilizados50 blocos de treinamento, após os quais
os sistemas foram colocados em modo de operação decision
direct, com10.000 realizaç̃oes. As curvas mostram um ganho
evidente dos sistemas SC-FDE em relação ao OFDM, espe-
cialmente quando considera-se o estágio DFE. Comparando-se
os sistemas SC, nota-se que a utilização de um estágio DFE
apresenta ganho da ordem de 2 a 3 dB. Na Figura 3 estão
apresentadas as curvas de desempenho da taxa de erro de bit
para os sistemas SC-FDE-DFE utilizando um equalizador de
retorno com 3 taps e um sistema OFDM. O canal apresenta
fdT = 0.001. Novamente, o sistema SC-FDE-DFE apresentou
desempenho superior com um piso de BER bem inferior ao
apresentado pelo OFDM.
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Fig. 3. OFDM versus SC-FDE-DFE em canal variante no tempo,fdT =

0.001

VI. CONCLUSÕES

Pelos resultados das simulações, fica evidente o ganho
dos sistemas SC-FDE em relação ao OFDM, especialmente
quando considera-se o estágio de retorno ou DFE. Sua
implementaç̃ao, contudo,́e computacionalmente mais pesada,
uma vez que h́a processamento sı́mbolo-̀a-śımbolo sobre o
bloco queé entregue ao decisor. OFDM e SC-FDE-LE tem
processamento em bloco, sendo mais rápidos e mais f́aceis de
projetar, poŕem com desempenho inferior.
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