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Computacao Evolucionaria Aplicada a Estimacao de
Parametros de Modelos GMM
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Resume— Este artigo apresenta uma nova técnica de estimacdo algoritmo EM com ou sem projecdes aleatérias. Esta nova téc-
ML do modelo GMM (algoritmo EM) baseada na reducdo de di- nica se baseia no uso de um algoritmo genético para escolher
mensdo utilizando matrizes de projecéo selecionadas pela |mpIe-(em vez de arbitrar aleatoriamente) uma matriz de reducéo de

mentacao de algoritmos genéticos. Alguns resultados numéricosd. - lidade 141 vi d Ih . d
de avaliacdo de desempenho da técnica proposta, obtidos a partir imensionalidade [4] visando, nessa escolha, aproximar-se da

de bases de dados de repositérios publicos, sdo apresentadogolucdo ML global. O enfoque da técnica proposta € diferente
e confirmam o ganho de desempenho do método proposto emda técnica descrita em [5], pois esta estima todos os parametros

comparacdo ao algoritmo EM convencional e a uma técnica do modelo GMM; ja o algoritmo proposto apenas escolhe a
anteriormente proposta que emprega projecdo aleatoria. matriz de reducdo de dimensionalidade (designadaVighr
Palavras-Chave-Modelo de mistura de gaussianas, estimacéo implicando em menor ndmero de pardmetros. Doravante, a
ML, projecéo aleatdria, algoritmo genético, estimagéo de ordem técnica proposta é denominada por EM-GA (GA@enetic
de modelo. Algorithm).
Abstract—This article presents a new GMM model ML 5 regtante deste artigo é organizado em quatro Secdes. A

estimation technique (EM algorithm) based on dimensionality Secio Il defi bl d tivacio t
reduction employing projection matrices selected by genetic algo- ©€¢20 !l G€lINE 0 probiema que serve de motivagao a proposta

rithm implementation. Some performance evaluation numerical dO presente trabalho; a Secdo Ill propde o algoritmo EM-
results concerning to proposed technique, achieved from public GA, baseado na busca evolutiva da matriz de reducédo de
repository databases, are shown, and confirm proposed method dimensionalidade; a Sec&o IV avalia o algoritmo proposto; por

performance gain compared to conventional EM algorithm and iy 4 Secso V tece as conclusdes sobre o algoritmo proposto
compared to an early proposed technique which make use oft ,b' indo trabalhos fut ’
random projections. ambém sugerindo trabalhos futuros.

Keywords— Gaussian mixture model, maximum-likelihood es-

timation, random projection, genetic algorithm, model-order Il. DEFINICAO DO PROBLEMA
selection A expressdo matematica da funcdo de densidade de pro-
babilidade f.d.p) f(x) de um modelo GMM em fungéo
I. INTRODUGAO de um vetorx, em termos do nimerd/ de gaussianas,
O emprego do algoritmo EMEkpectation-Maximization dos parametros peso, vetor-médio e matriz-covariaicia
[1] tem sido comum para a estimacdo em maxima vero&%:#i» > | J=1,..., M}, € dada por
similhanga Maximum Likelihoodou ML) de parametros de M
modelos de misturas de gaussian@ayssian M~|xture Models F(xi\) = ZWJ'N (x| 115, %5) 1)
ou GMM)[2], [3]. Como os modelos GMM sdo amplamente =

utilizados em algoritmos de classificagdo de dados, é impor-

tante que seja feito um ajuste eficaz dos parametros envolvido§ v

_ pesos, vetores de médias e matrizes de covariancias. NSV, para um conjunto de vetoresX = {x1, %2, %},
sentido, alguns trabalhos [4], [5] focam na melhoria destedefinida por

ajuste, visando se aproximar da estimacdo ML global para n

compensar o fato de que o algoritmo EM inicializado pelo (X)) = Zlog f(xi M) )
algoritmo k-means [6] ou pelo algoritmo proposto por Linde, i=1

Buzo e Gray [7] atinge valores maximos locais de verossimi- algoritmo EM para o modelo GMM [2], [3] reestima

Ihanca [2]. Uma dessas técnicas, proposta por Dasgupta, 4], ametros envolvidos em (1) através da estimacéo ML e,

introduz o aprendizado de modelos GMM por meio de tecnicgsg s ciado a eles, a verossimilhanca em (2) que, na realidade,
de reducéo de dimensionalidade. atinge um valor maximo local

O presente artigo propde uma nova técnica de estimacao
ML com melhores caracteristicas de desempenho do que o
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B. Algoritmo EM com Projecéo Aleatéria [4] I1l. TECNICA PROPOSTA

Para cada conjunto de vetores, o algoritmo EM com proje-Devido ao ultimo comentario da Segéo I, torna-se neces-
cao aleatoria consiste na sequéncia de passos abaixo:  sario definir uma estratégia de escolha da mdffiz tendo
1) Escolner os elementos d&’ aleatoriamente Iy < ©m vista melhorar a eficacia da estimagdo ML. E proposta
RI*D 4 < D) a partir de uma funcio de densidad@ €scolha da matrizl” através do algoritmo genético que,

de probabilidade gaussiana de média zero e variang@ forma diferente da busca aleatéria comentada na Secéo

unitaria: I, busca otimizar a verossimilhanga (fungéo-custo) por meio
2) Ortonormalizar as linhas da matfiZ através do método de um esquema evolucionario analogo a teoria da evolugado
de Gram-Schmidt; dos seres vivos. Esses algoritmos empregam operadores que
3) Calcular o conjunto de vetores tal quey; = Wx;, imitam os processos de selecdo natural de individuos, mi-
1<i<N; gracdo populacional, mutacdo e recombinacdo de genes. A
4) Calcular, via algoritmo EM, os parametros do modeltgrminologia dada as variaveis do processo também segue essa
GMM para o conjunto de vetores Y; idéia — costuma-se dar & varidvel vetorial da fungéo-custo

5) Calcular o vetor de pertinéncia de Y em relagiio aés home de cromossomo; cada elemento constituinte deste

seja, construir um vetop = [k, ko, - -, kx| tal que cromossomd/ é um vetor composto pelos elementos (genes)
k; = argmax, (¢ (z;;09)); j€N; 0 € N; 1 < j < N; da matnzW . ' .
1<60<M; O algoritmo EM-GA proposto se encontra descrito abaixo:

6) Tomar o vetor de pertinéncia do modelo GMM de Y e 1) Inicializar os parametros peculiares do algoritmo gené-
repeti-lo na inicializagcéo do algoritmo EM sobre X. Ou tico: nimero de geracbes), quantidade de elementos
seja, computar os pesos, vetores de médias e matrizes da populagdo inicial (), tipo de selecdo dos indi-
de covariancia empiricamente, com base no conjunto de viduos, tipo de codificacdo do cromossomo, fator de

vetores X separados por indice; recombinacdo owrossover(k.). Neste caso, a fracdo
7) Aplicar o algoritmo EM aos vetores de X para o célculo de elementos que podem sofrer mutacdo € dada por
dos parametros do modelo GMM; (1 — k). Devem ser escolhidos também, para efeitos de
8) Armazenar o valor final da verossimilhanca; variancia inicial, o valor inicial e o fator de redugéo da

variancia ao decorrer das geragoes;
2) Escolher a dimensao de projecdo e computar a popu-
lacéo inicial:ny, matrizes de reducdo de dimensionali-
Em comparacédo ao algoritmo EM, as vantagens do algo- dade (vide itens 1 e 2 da Secéo |I-B);
ritmo EM com projecéo aleat6ria se resumem ao menor tempa) Computar o algoritmo genético regido pela populacéo
computacional, aos clusters dos dados projetados menos ex- inicial e pelos parametros,, ny e k. (vide itens
céntricos que os clusters dos dados em sua dimensé&o original acima). A funcéo-objetivo verossimilhanca sera otimi-
(maior dimenséo), e & geragéo de modelos GMM comparéveis zada em funcéo da variavel vetoridl e calculada de
ou melhores que os modelos GMM calculados pelo algoritmo  acordo com os itens de 2 a 7 da Secéo II-B;
EM (sem projecbes aleatorias) [4]. Entretanto, como mostra a4) Armazenar os valores finais da estimacdo ML e da
Figura 1, nem sempre é garantido que a mdfrizcalculada verossimilhanca.
pela projecéo aleatdria leve a uma reducgdo de excentricidade

(melhor modelo GMM), pois o procedimento do calculo dg, AVALIACAO DE DESEMPENHO DATECNICA PROPOSTA
matriz ndo é sistematico (€, na verdade, um sorteio.) [4].

Caso se queira tentar obter valores de verossimilhargfara comprovar a eficacia da técnica proposta na melhoria

maiores gque os computados com o algoritmo EM e que sej ﬁ]estima(;éo_ ML fo’rar_n utilizadas bgses de d?‘d‘)s reaisiitextral’-
maiores do que os calculados por apenas uma execucd s do repositério publico UCI Machine Learning Reposttory

algoritmo acima, pode-se efetuar uma repeticdo de projec§i@das abaixo. As matrize¥ de vetores foram montadas a
tir de cada classe das bases Satlmage (informagdes de tipo

aleatérias conforme abaixo, doravante chamada de EM-RP (&

de Random Projectiop tornando o mecanismo de projegééie _terren_o referen_tes a pixels de imagens de s_até_lite), _Pima-
aleatéria mais sistematico: indians-diabetes (informagfes relativas a nao-incidéncia ou

. , ~ . incidéncia de diabetes em uma localidade) e Statlog-Segment

1 In|c!aI|zar 0 nimero de execugdes do algoritmo na Segﬂﬂformagﬁes de classificacdo de tipo de imagem) chamadas
5 :;B’ i d ~ it d nesse trabalho, respectivamgnte, de LANDSAT, PIMA e SEG-
) 7?;68”:9};}; \I/Ieé.es, para cada execucao, os ftens de ]IvﬁENT. A Tabela | fornece informacdes sobre as bases de

3) Para cada repeticdo do passo 2 — computar o valor%ados'
) L petic P - P Foram comparadas trés técnicas diferentes — o algoritmo
verossimilhanca;

- EM [1] aplicado diretamente aos dados originais, o algo-
4) Para cada repeygz_ao do passo 2 — armazenar, caspifo EM-RP e o algoritmo EM-GA proposto. Em todos

. . e i 5 casos, sao fornecidas tabelas com os valores finais de
mistura de gaussianas e o valor da verossimilhanca; caso

contrario, manter os parametros existentes. Lhttp://www.ics.uci.edutmlearn/MLRepository.html

C. Comentarios sobre o algoritmo de projecéo aleatéria
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TABELA | TABELA I
BASES DE DADOS CONDIGAO PARA ECONOMIA DE PARAMETROS
H Dimensdes D) H Total de vetores H Classes Base de dados H Condicao H Valor de M minimo
LANDSAT 36 4453 6 PIMA —d =2 M > 16/17 1
PIMA 8 768 2 PIMA —d =3 M > 24/17 2
SEGMENT 19 2310 7 SEGMENT —d =2 || M > 38/39 1
SEGMENT —d =3 || M > 57/39 2
LANDSAT —d =2 || M > 72/73 1
verossimilhanca. Os maiores valores de verossimilhanca de |ANDSAT-d=3 || M > 108/73 2
cada conjunto de vetores (linha da tabela) séo representados
em negrito. Inicialmente, foi estimado um modelo GMM TABELA Il
(M = 5) para cada conjunto de vetores. Posteriormente, os VEROSSIMILHANGA - GMM A 5 GAUSSIANAS - PIMA
resultados comparativos foram decorrentes da sele¢éo da or- d=2

dem de modelo GMM pela Medida Bl®é&yesian Information

Criterion) [8], [9], [10]. Classe|| EM [ EMRP || EM-GA

O algoritmo EM-RP comprime os conjuntos de vetores da 1 -12568 || -11871 || -11871
sua dimenséo original a sub-espacos de dimensbes menores 2 -6980 || -6432 || -6420
comngp = 28002. A razdo deste nimero de projecdes sera Todas || -19716 || -18671 || -18466

vista adiante.

De acordo com itens 1 e 2 da Secéo lll, o treinamento » . .
do algoritmo EM-GA foi implementado, em ambos 0s caso nimero de elementos da variavel vetorial do algoritmo
' éoposto sempre sera menor que o do algoritmo em [5] se

com k. = 0,8 (é interessante manter a fragdo de mutagg iD e
muito mais baixa que 1,0 — no caso 0,2 — de forma a retifer” = 1) M > dD, que leva aM > - Substituindo o

2D+1
do algoritmo proposto a tendéncia pela busca aleatéria pufaier de D para as bases PIMA, SEGMENT e LANDSAT
e nw — 30. Foi empregada mutaco gaussiana cuja varian&YAde Tabela 1) tem-se, pard= 2 e d = 3, os resultados da

o2 foi reduzida de forma controlada, para cada geragpela tapela Il
equacao (3)

A. Numero fixo de gaussianas
2

o? =02, (1 — Sl> o8 = %; 1<i<ng (3) Nota-se nas Tabelas de Ill a V que, para todas as bases de
Mg dados testadas, o algoritmo proposto EM-GA foi tdo ou mais
Foi usada selecdo estocastica uniforme. Todos 0s cromos§itaz do que o algoritmo EM na estimacdo ML. O mesmo
mos utilizados foram codificados como nameros reais. P&%0 ocorreu com o EM-RP, pois este ndo superou o a|goritm0
o ndmero fixo de gaussianas e para a estimacdo da ordegnem um dos 18 conjuntos de vetores analisados, revelando
do modelo pela Medida BIC, o valor de, foi fixado em yma maior fragilidade da busca aleatéria. Além disso, nenhum
1000, ou seja, adotaram-se mil geracdes. Foram consideragiisr de verossimilhanca calculada pelo EM-RP superou os
2 elementos vencedores em cada geracdo. Isto forma um tgi#bres calculados pelo algoritmo EM-GA.
de 30 + (30 — 2)(1000 — 1) = 28002 proje¢Bes no total Qutra qualidade do algoritmo EM-GA sobre o EM-RP pode
(justificando o valomgp acima). ser observada na Figura 2. Nela, percebe-se que, na média
Além do acima exposto, vale lembrar que o algoritmgntre um nimero de execucdes dos algoritmos EM-RP e EM-
genético possui outras estratégias de mutacao e recombinagio.muito maior do que 1, o algoritmo EM-GA apresenta
Porém, para efeito de investigacéo inicial de desempenhofigior vantagem em termos dos valores de verossimilhanca
algoritmo proposto, foi considerada a equacéo 3, que € Wifresentados e maior velocidade de convergéncia do que o
caso particular. Nessa situacdo emprego-se0, 75. EM-RP. Cabe destacar que a complexidade computacional do
E importante mencionar que os operadores geneticos fl§oritmo genético é governada basicamente pelo ajuste dos
mutacdo e de cruzamento ndo produzem uma geracaojfifividuos da populagdo na funcdo-custo, tendo em vista que
matrizes ortonormais, mesmo que a geracdo anterior sgifoperadores genéticos sdo extremamente simples. Como esse
composta de matrizes ortonormais. Nessa situagao, poder-sgigte é realizado tanto para o algoritmo genético quanto para

obter uma geracdo de matrizes ortonormais mediante usogdeusca aleatéria, a complexidade computacional do algoritmo
procedimento de Gram-Schmidt. Isso, porém, prejudicariagp)-GA é comparavel a do EM-RP.

filosofia de evolugdo que caracteriza os algoritmos genéticos.
Assim sendo, foi relaxada a restricéo de as matriteserem B Estimacéo do modelo pela Medida BIC [8], [9], [10]
ortonormais.

Caso o algoritmo proposto usasse a estratégia descrita
Lin [5], o cromossomo possuiri@D + 1)M elementos {/
pesos,M D elementos de vetores de médiasd/é) elementos
de matrizes de covariancias diagonais). Com a otimizacdo
da funcado-objetivo do algoritmo EM-GA feita apenas em A segunda parcela em (4) representa a penalidade aplicada
funcdo da matrizIV, empregam-se apenad) elementos. em fun¢éo do nimero de vetoresle cada conjunto de vetores

Cr) valor da Medida BIC [8] em funcao da verossimilhanca
&? € dado por

BIC (M) = —2¢(X; \) +yvlog (n) (4)
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Fig. 1. Histograma das verossimilhancas associadas a todos os modelos estimados pelo algoritmo EM-RP para os conjuntos de vetores indicados. Nem tode
as projecdes levam a verossimilhangas maiores que a do algoritmo EM.
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Fig. 2. Comparagéo entre as médias das verossimilhangas calculadas pelos algoritmos EM-RP e EM-GA. Foi computada a média de 5 e 30 realizagdes par
as bases PIMA e LANDSAT, respectivamente. Pode ser percebido que o algoritmo EM-GA é mais eficiente na média das realizagoes.
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Fig. 3. Comparacédo entre as Medidas BIC calculadas pelo algoritmo EM e pelo algoritmo genético (EM-GA) até 25 gaussianas. Em (a) a Medida BIC foi
calculada sobre um modelo GMM sintético de 10 gaussianas (4000 vetoR®yld\Notar que os valores de Medida BIC sdo mais baixos e de comportamento
mais suave devido a implementag&o do algoritmo proposto. Além disso, o minimo local [8] (coincidente com o minimo global) da Medida BIC em (a) é de
10 gaussianas para ambos os algoritmos, que foi exatamente a ordem arbitrada para o modelo sintético.

originais e do coeficiente, expresso (5) em termos do nimero

de gaussianad/ da mistura e da dimens&do do conjunto de v=9MD+M—1 (5)
vetores de dados originais. A segunda parcela é adequada ao

caso do modelo GMM com matrizes de covariancia diagonaisDa equacdo (4) resulta que, para dois algoritmos que
diferentes para cada gaussiana da mistura [8]. A constantestimem, a partir do mesmo conjunto de vetakgsmodelos

pode ser ajustada um maior ou um menor valor [10] cagMM distintos com verossimilhancas e ¢, (M, = M, =
se queira penalizar a quantidadede vetores com maior ou A7), tem-se
menor intensidade, respectivamente.

€1>€2<:>8101(M)<B102(M) (6)
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TABELA IV TABELA VI
VEROSSIMILHANGA - GMM A 5 GAUSSIANAS - LANDSAT VEROSSIMILHANGA - MEDIDA BIC - LANDSAT
d=38 d=2/d=3
Classe]| EM [ EM-RP || EM-GA Classe[ EM [ EMRP [ EMGA  n, |
1 -118843 || -118757 || -118756 1 -117686(4) || -117355(6) || -117283(6) 5
2 -59181 || -58841 || -58840 -117288(6) || -117284(6)
3 -104547 || -104008 || -104008 2 -59820(4) -59811(4) -58901(5) 2
4 -45632 || -45089 || -45089 -59814(4) -58901(5)
5 57151 || -57122 || -57122 3 -105269(4) || -102952(6) || -102920(6) 5
6 -113098 || -111790 || -111790 -102960(6) || -102927(6)
Todas || -566986 || -566988 || -566986 4 -46102(4) -45852(4) -45850(4) 5
-45850(4) -45849(4)
TABELA V 5 -59177(3) -57127(5) -57123(5) 5
VEROSSIMILHANGA - GMM A 5 GAUSSIANAS- SEGMENT -57122(5) -57122(5)
d=4 6 -115639(3) || -110773(6) | -110734(6) 5
-110725(6) || -110708(6)
Classe|| EM [| EM-RP || EM-GA Todas || -533642(11) || -518954(13)|| -518677(13) 30
1 -6740 || -6474 -6474 -518636(13) || -518779(13)
2 -9008 || -8808 -8808
3 -11296 || -9820 -9820 TABELA VI
4 -12872 || -12357 -12357 VEROSSIMILHANGA - MEDIDA BIC - SEGMENT
5 -8801 || -8341 -8341 d=2/d=3
6 9743 || -9349 -9349
- o047 T o562 o562 Classe[[ EM [ EMRP ][ EMGA n, [ 7
Todas || -99438 || -96065 || -96041 1 -6640(5) || -5915(7) || 59103 5 | 2
-5908(7) || -5905(10)
TABELA VI 2 -8833(5) -8554(6) -8553(6) 2 2
VEROSSIMILHANGA - MEDIDA BIC - PIMA -8596(6) -8330(7)
d=9/d=3 3 -11673(3) || -8690(9) -8933(7) 30 2
-9942(5) -8746(8)
Classe[[ EM [ EMRP || EM-GA 1, [ v 4 -12745(4) || -11798(7) || -11744(7) 5 || 2
1 -12977(2) || -11904(5) || -11873(5) 2 || 2 -12051(6) || -11530(8)
-12658(3) || -11873(5) 5 -8001(6) || -7641(7) -7274(8) 10 || 2
2 -7121(2) || -6887(3) || -6593(4) 5 || 2 -7295(8) || -6784(10)
-7121(2) || -6965(2) 6 -9789(4) || -8744(7) -8744(7) 10 || 2
Todas || -19778(4) || -19525(3) || -18321(6) 30 || 2 -9018(6) -8752(7)
-19314(4) || -18354(6) 30 || 2 7 -9337(6) || -9369(6) -9314(6) 5 || 2
-9577(5) -9318(6)
Todas || -89466(8) || -87929(8) || -85734(9) 30 | 8
Em termos praticos, a equagdo (6) mostra que, para um -84255(10) || -82034(11)

mesmo numero de gaussianas, e conjunto de vetores, uma

estimacdo ML mais bem ajustada implica em menor Medida _ _
BIC. uma estimagéo ML com melhor ajuste em comparagédo com o

Nesta subsegao foram calculados, além das verossimilhM- Esta figura mostra o comportamento da Medida BIC em
gas, 0s nimeros de gaussianas resultantes da selecéo de of¢RFAC do nimero de gaussianas. Nota-se, Na Figura 3(a), que
de modelo realizada pela Medida BIC. Estes dados constdfpe reducéo da Medida BIC e maior suavidade da funcéo
das tabelas VI, VIl e VIII (as ordens dos modelos GMMIuando a mesma € computada pelo algoritmo proposto. Na

selecionadas pela Medida BIC se encontram entre parénte§é@ura 3(b), percebe-se que a ordem do modelo selecionado
todas obedecem as condicbes da Tabela I1). € maior quando estimada pela técnica EM-GA. Além disso, a

O algoritmo EM-GA proposto foi, individualmente, o qué‘igura mostra na prét.ica 0 resultado da equacéo (6) — ocorre,
apresentou os melhores resultados. Em 34 das 36 rodaifadato, a melhor estimagéo ML para cada valor da ordem do
realizadas — 94% dos casos — (vide Tabelas VI, VII e VII), grodelo.
EM-GA superou o desempenho do algoritmo EM-RP (indivi- y
dualmente mais eficaz 4 vezes — 11% dos casos). Em relacdo V. CONCLUSOES
ao algoritmo EM convencional, o algoritmo proposto foi mais Neste artigo foi proposto um novo algoritmo para treina-
eficaz em 100% dos casos. O EM-GA, comparado apenas amento do modelo GMM através da escolha da matriz de
o0 EM-RP, obteve maior eficacia 32 vezes — 89% dos casos.reducdo de dimensionalidade de forma evolutiva, utilizando
tabelas e a Figura 3 mostram que o algoritmo EM-GA produadgoritmos genéticos. Este trabalho constatou que o algoritmo
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proposto tende a ser mais eficaz na estimacdo ML que o
algoritmo EM. O algoritmo proposto também se mostrou
mais eficaz que o algoritmo de projecdes aleatdrias proposto
anteriormente [4], pois aprimora as técnicas citadas na Secgao
II-C.

Na continuacdo deste trabalho serdo considerados um es-
tudo mais detalhado dos parametros do algoritmo genético,
algumas aplicacBes de classificagdo e avaliacbes comparadas
da técnica proposta com outras técnicas de otimizagdo, como
por exemplo busca direta e recozimento simulado.
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