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Resumo—Os algoritmos adaptativos de passo variavel tém
grande importincia pratica, visto que apresentam um melhor
desempenho em rela¢do aos de passo fixo. Neste contexto, a
literatura técnica apresenta um grande numero de trabalhos
com esse objetivo, permanecendo ainda hoje como uma linha de
pesquisa bastante ativa. Uma das dificuldades que o leitor
enfrenta com os trabalhos desta darea é a falta de padronizacio
entre os resultados publicados. Assim, os objetivos deste
trabalho de pesquisa sdo os seguintes: (i) unificar a
nomenclatura utilizada e (ii) classificar os algoritmos segundo o
principio de ajuste utilizado para o passo de adaptacio. A partir
deste trabalho, sera possivel uma melhor compreensio dos
diferentes algoritmos discutidos bem como a concep¢do de
outros com um principio diferente. O trabalho finaliza com
alguns resultados de simulacio numérica, considerando o
mesmo cenario de comparacdo de desempenho para os
algoritmos discutidos.

Palavras-chave—Algoritmos adaptativos de passo variavel,
Algoritmo LMS, Filtros adaptativos.

Abstract—Adaptive algorithms of variable step size have a
large practical importance, since they present a better
performance with respect to the ones having fixed step size. In
this context, the technical literature presents a large number of
works with this aim, remaining today as a very active research
area. One of the difficulties that the reader faces with such an
amount of results is the lack of standardization between the
published materials. Thus, the objectives of this research work
include: (i) to unify the used nomenclature, and (ii) to classify
the algorithms according to the adjusting principle of the
adaptation step size. From this work, a better understanding of
these algorithms is expected as well as the conception of others
with a different principle may be favored. This work concludes
with some results of numerical simulations, considering the
same performance comparison environment for the discussed
algorithms.

Keywords—Variable step size adaptive algorithms, LMS
algorithm, Adaptive filters.

1. INTRODUCAO

O algoritmo LMS tornou-se o algoritmo mais popular em
aplicagoes de filtragem adaptativa, devido a sua simplicidade
e robustez nos mais variados cenarios [1]. O algoritmo LMS
convencional opera com um passo de adaptacdo fixo. Nessa
condi¢do, existe um compromisso para a escolha do valor do
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passo de adaptagdo. Quanto maior for esse valor, desde que
ele esteja dentro do limite de estabilidade, maior sera, nesse
caso, a velocidade de convergéncia do algoritmo, porém,
maior serd o erro em regime permanente. Por outro lado, um
passo de valor pequeno proporciona valores de desajuste
menores em regime permanente ao custo de uma
convergéncia mais lenta.

Com o objetivo de se obter elevadas taxas de convergéncia
com um desajuste reduzido, varias estratégias para ajustar o
valor do passo de adaptagdo dinamicamente vém sendo
propostas na literatura, resultando nos denominados
algoritmos LMS de passo variavel (VSLMS). As aplicagdes
dos algoritmos de passo variavel sdo basicamente as mesmas
dos algoritmos convencionais: identificacdo de sistemas,
cancelamento de ruido [1], cancelamento de eco [1],
equalizag@o de canal [1], dentre outras. A idéia basica desses
algoritmos ¢ utilizar um valor de passo de adaptagdo elevado
no inicio do processo de convergéncia e gradualmente
reduzi-lo até se atingir o regime permanente. Para tal, varios
autores t€m proposto diferentes estratégias para a atualizago
do passo de adaptagdo [2]-[17]. Assim, um problema surge
decorrente da quantidade de trabalhos nesta area; a grande
maioria desses trabalhos ndo apresenta uma padronizagdo
que permita estabelecer comparagdes de desempenho frente a
cenarios comuns de aplicagdo. Nesse contexto, torna-se
dificil realizar a escolha de um certo tipo de estratégia de
ajuste. Assim, este artigo apresenta as principais estratégias
de algoritmos VSLMS, classificando-as em diferentes
categorias, segundo a idéia central de cada algoritmo. Um
ponto interessante a se destacar é que todos os algoritmos sdo
estudados usando o mesmo cenario, permitindo agora
estabelecer uma comparagdo de desempenho mais confiavel.

Em resumo, este artigo contribui particularmente com os
seguintes pontos: (i) uma padronizacdo da nomenclatura para
os diferentes algoritmos VSLMS; (ii) estabelece uma
classificacdo das diversas estratégias disponiveis na
literatura. Dessa forma, este trabalho reline em uma Unica
fonte de consulta um resumo dos principais algoritmos
VSLMS, destacando suas principais caracteristicas. Alguns
resultados de simulacdo numérica s3o apresentados,
considerando o mesmo cenario de comparacdo de
desempenho para os algoritmos aqui discutidos.

II. ALGORITMO VSLMS

Esta se¢iio apresenta um equacionamento geral para o
algoritmo VSLMS, considerando para tal um esquema de
identificagdo de sistemas, conforme ilustrado na Fig. 1.
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Fig. 1. Diagrama de blocos para identificagdo de sistemas.

A saida do sistema a ser identificado ¢ dada por

d(n) = wox(n) +1(n) (1
onde x(n) denota o processo de entrada com média zero e
variancia (5)2( , n(n) éum ruido de medi¢do com média zero e
variancia 0121, descorrelacionado de qualquer outro sinal no
sistema. A variavel w(n) representa o vetor de coeficientes

de ordem M e w,, a resposta ao impulso do sistema a ser

identificado. O sinal de erro ¢ dado por
e(n)=d(n)—wx(n). )

A equacdo de atualizacdo do vetor de coeficientes,
considerando o algoritmo VSLMS, tem a seguinte forma:

w(n+1)=w(n)+u(ne(n)x(n) 3)

onde p(n) representa o passo variavel de adaptagdo.

Algumas estratégias utilizam um passo individual para cada
componente do vetor de coeficientes. Nesse caso, o passo de
adaptacdo p(n) € substituido por uma matriz diagonal D(n),
cuja diagonal principal ¢ composta pelos passos individuais
de adaptacdo

w0 0 .. 0
0 w®m 0 .. 0

D(N)=| 0 0 wmm .. 0 |[. @
o 0 0 w1 ()

Neste caso, (3) é expressa como
w(n+1) =w(n)+e(n)D(n)x(n) . ®)

Um ponto importante nos algoritmos VSLMS ¢ a limita¢ao
da variacdo do passo de adaptacdo para garantir a
estabilidade do algoritmo, devendo satisfazer a seguinte
relacdo de desigualdades [1]:

2
0<pu(n)< TPR] (6)

onde R ¢ a matriz de autocorrelagdo do vetor de entrada.

III. CLASSIFICACAO DOS ALGORITMOS VSLMS

Nesta se¢do, ¢ realizada a classificacdo dos algoritmos
LMS de passo varidvel. Para tal, sdo estabelecidas seis
categorias, conforme o critério de ajuste do passo de
adaptac@o, que podem ser baseadas em:

i) Gradiente do erro quadratico.
ii) Erro quadratico.
iii) Autocorrelagao do erro.
iv) Valor absoluto do erro.
v) Normalizagdo do vetor de erros.

vi) Ajuste proporcional aos valores absolutos dos elementos
do vetor de coeficientes.

Ao todo, sdo analisados 14 algoritmos VSLMS, sendo
discutidos aqueles mais representativos de cada classe, dentre
um grande niimero de algoritmos disponivel na literatura. A
seguir, sdo apresentados os algoritmos inseridos em cada
uma das categorias supramencionadas.

A. Algoritmos Baseados no Gradiente

Nesta categoria, estdo incluidos os algoritmos VSLMS
cujo ajuste do passo de adaptacdo ¢ realizado de maneira
proporcional ao gradiente do valor quadratico do erro de
estimagao.

Os primeiros trabalhos baseados nesta abordagem [18]
baseavam-se apenas nas trocas de sinais, observadas nos
componentes do gradiente do erro quadratico a cada iteragdo.
Posteriormente, foram propostos algoritmos que utilizavam o
valor numérico do gradiente para efetuar um ajuste
proporcional do passo de adaptacdo. Em todos os casos,
utiliza-se uma estimagdo do gradiente. Assim, a presenga de
ruido nessa estimativa geralmente leva a um aumento do
desajuste do algoritmo. Os principais algoritmos incluidos
nessa categoria sao:

1) Algoritmo de Shan [6]. Utiliza uma estimativa da
correlagdo entre o sinal de erro de adaptagdo e o sinal de
entrada, determinada através da seguinte expressdo:

V(n) = AV(n—1)+(1-L)e(n)X(n) )

n
onde Y(n):L z x(k), para A considerado um fator
k=n—-M+1
de esquecimento. O ajuste do passo de adaptacdo ¢é entdo
dado por

u(n) = av(n) (3

onde o fator o € uma constante positiva menor do que um.

2) Algoritmo de Richards [2]. Essa estratégia opera com
passos individuais de adaptagdo, utilizando a poténcia média
do gradiente para calcular o passo de adaptagdo. Nesse
algoritmo, a matriz diagonal de passo de adaptagdo ¢ obtida a
partir da poténcia da estimativa do gradiente, dada por
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Para se obter o valor médio do gradiente, ¢ aplicado um filtro
passa-baixas de média movel, dado por

E[Vi(n+D]=BE[V;(m]+1A-Ple(mx(n—i)  (10)
onde V;(n) representa o i-ésimo elemento do vetor gradiente
e B é um parametro que controla a seletividade do filtro.

Entdo, a matriz D(n) é dada por

E[V,(n)] 0 . 0
I ELY1 () an
0 0 E[Vpr ()]

onde y ¢ um parametro positivo de controle do passo de
adaptacao.

3) Algoritmo de Mathews [3]. A idéia central desse algoritmo
¢ ajustar o passo de adaptagdo de forma proporcional ao
gradiente do erro quadratico em relagdo aos passos
anteriores. A equacdo de ajuste €

2
p _ce"(n)
n=pn-1)-—————. 12
p(n) =p(n-1) 2 ann—1 (12)
A expressdo (12) pode ser escrita da seguinte forma:
aTe’(n) ow(n
pm = p(n--REEM_ MWD g5)

2 ow(n) ou(n-1)
apos a determinacdo das derivadas parciais, resulta em
() =p(n-D+pe(me(n-Dx" (n-Dx(n)  (14)

onde p é um parametro positivo de controle de passo. Na
abordagem de Mathews, ¢ também possivel utilizar passos
individuais para cada coeficiente do filtro, resultando na
seguinte equagao de ajuste:

(N = (n=-)+pe(ne(n-Dx (n)x(n-1), i=0,--,M—-1.

5)

4) Algoritmo de Wee-Peng Ang [8]. Esse algoritmo utiliza
ow(n)

uma forma recursiva para determinagdo do termo ————
ow(n—1)

do algoritmo de Mathews (13), através de um filtro de média
movel, dado por

ow; ()
o (n—1)
onde o é um parametro de controle de seletividade do filtro.

Assim, a partir de (2), a equagdo de ajuste do passo de
adaptacdo ¢ dada por

vi(n) = = ay;(n-1)+x(n-De(n-1) (16)

wi (M) = i (n=1) + pe(n)x; (N)y; (n) a7
onde p ¢ o pardmetro de ajuste do passo de adaptagdo do
algoritmo VSLMS em questao.
Note que o algoritmo de Mathews ¢ obtido fazendo o =0

em (16). Para o caso de um unico passo de adaptacdo, as
equagdes utilizadas sdo

y(n) =oay(nh-1)+e(n—-Dx(n-1) (18)

u(n) = p(n—1)+ pe(mx" (M (n) (19)

onde o ¢ p sdo parametros de controle de adaptag@o.

5) Algoritmo de Farhang [5]. Esse algoritmo ¢é obtido a partir
de modificagdes no algoritmo de Mathews. Em [5], ¢é
proposto, para o caso de multiplos passos de adaptagdo, a
seguinte expressio:

wi (n+1) =[1+8;e(n)x (me(n—1x (n=Dlu;(n)  (20)
onde o pardmetro de controle J; ¢ obtido através de
)
& =—". 21)
gj
Em (21), 8, ¢ uma constante fixa e ¢; representa o valor
médio de |e(n)xi(n)|2.

6) Algoritmo de Okello [7]. O ajuste do passo variavel ¢é
baseado na poténcia média da estimativa do gradiente do erro
quadratico, dada por

M-l
) =oap(-D+c 3 p(m) (22)
i=0
onde
pi (N) = Pp; (n—1) +e(n)x; (n) (23)
¢ a estimativa do gradiente do erro quadratico em relagdo ao
i-ésimo componente do vetor de coeficientes, e o € B sdo os

parametros de controle de adaptagao.

B. Algoritmos Baseados no Erro Quadratico

Nesta categoria, os algoritmos ajustam o passo utilizando o
valor do erro quadratico instantdneo. Pela natureza de ajuste
do passo, esses algoritmos possuem, em geral, uma forte
dependéncia com o ruido de medicdo. Assim, as diferentes
estratégias propostas para essa classe de algoritmos buscam
minimizar tal dependéncia. Em geral, o desempenho desse
tipo de algoritmo ¢ afetado por ambientes com baixa razdo
sinal-ruido.

1) Algoritmo de Kwong [9]. Nesse algoritmo, o ajuste do
passo de adaptacdo é controlado pelo quadrado do erro de
predigdo, conforme a seguinte expressdo:

u(n+1) = ap(n) +ye?(n) (24)
onde o e y s@o pardmetros de controle de ajuste do passo.

A idéia por tras deste algoritmo é que um erro de predi¢do
grande leva a um aumento no valor do passo, produzindo,
assim, uma convergéncia mais rapida. Por outro lado, um



valor reduzido de erro resulta em um valor de passo menor e,
conseqiientemente, em um baixo desajuste.

2) Algoritmo de Nakanishi [10]. O ajuste do passo de
adaptacdo desse algoritmo ¢ baseado no erro quadratico
instantdneo ¢ na norma |, do vetor de erro quadratico,

segundo a expressao

2
u(n) = M{I—M} 25)

ae’(n)

onde e’ (Mmax € 0 maior valor de erro quadrético entre a
primeira e a N-ésima iteragdo, e o ¢ W sdo parametros de
ajuste do passo de adaptacio.

3) Algoritmo de Costa [11]. Determinado a partir de uma
modificagdo no algoritmo de Kwong, visando torna-lo menos

susceptivel ao ruido de medicdo, esse algoritmo ¢é baseado na
seguinte equagdo de ajuste:

) = ap(n=D+lkxT X -1 (), k== 6)

X

onde a e y sdo pardmetros de ajuste do passo de adaptagio.
A inser¢cdo do fator [kxT (nN)x(n)—1] em (26) tem por
objetivo reduzir a influéncia do ruido de medigdo no ajuste
do passo de adaptag@o.

C. Algoritmos Baseados na Autocorrelacdo do Erro

Para esta classe de algoritmos, o passo é ajustado com base
na autocorrelagdo entre e(n) e e(n—1). Com isso, o

algoritmo pode efetivamente ajustar o valor do passo,
mantendo uma aceitavel imunidade a ruidos de medi¢do nao
correlacionados.

1) Algoritmo de Aboulnasr [12]. Nesse algoritmo, o passo de
adaptacao ¢ ajustado considerando o quadrado da estimativa
da autocorrelagdo entre e(n) e e(n—1), obtida através de um

filtro de média mével, dado por
p(n) =Pp(n—-1)+(1-Ple(ne(n -1 27)
onde B € um parametro que controla a seletividade do filtro.
A equacdo proposta para realizar o ajuste do passo de
adaptacao ¢
u(n+1) = ap(n) +yp* () (28)
onde a e y sdo pardmetros de ajuste do passo de adaptagio.
A utilizagdo de p(n) na atualiza¢do de p(n) atende a dois

objetivos: a fungdo de autocorrelagdo do erro é, em geral,
uma adequada medida da proximidade do ponto 6timo e, em
segundo lugar, fornece uma certa imunidade a ruidos de
medigdo ndo correlacionado.

D. Algoritmos Baseados no Valor Absoluto do Erro

Nesta categoria, o ajuste do passo variavel do algoritmo
VSLMS ¢ realizado com base no moédulo do erro instantaneo
de adaptacdo.

1) Algoritmo de Kim [13]. Nesse algoritmo, o passo ¢
determinado com base no valor absoluto do erro de
estimagdo. A equagdo de ajuste do passo proposta tem a
seguinte forma:

_ Jem)
u(n) () Hmax (29)
€
ap(n=1),  wn)<awn-I)
u( =1 Sun-1),  pm> = p(n-1) (30)
o o
p(n), caso contrario

onde 0<a <l ¢é o fator de controle de convergéncia do

passo de adaptacdo.

E. Algoritmos Baseados na Normalizacdo do Vetor de Erros
Nesta categoria, a atualizagdo do passo ¢ realizada com

base na norma do vetor de erro de estimacao.

1) Algoritmo de Ramadan [14]. Nesse algoritmo, a estratégia
de atualizagdo do passo depende de uma regularizagdo,
baseada em uma fung¢do nao-linear, das normas dos vetores
de erros e do sinal de entrada do filtro adaptativo. A partir da
recursdo de Newton e utilizando aproximagdes instantaneas

para R:E{x(n)Tx(n)} e p=E{d(n)x(n)}, ¢ proposta a

seguinte equagao de ajuste:

-1
w(m = e I [ afem 1+ vxmx"m] " 3D

onde p, o e y sdo parametros constantes positivos.

As normas dos vetores de erro sdo determinadas a partir de

n-1
||e(n)||2 = Z|e(n—k)|2 (32)
k=0
e
, Ll ,
lecm]” =" letn—k)|". (33)
k=0

Expandindo (31) e usando o lema de inversdo de matrizes,
obtém-se

2
e O
[oc/leCm)]|™ + (1= o) [x ()]

Sem perda de generalidade, a constante y ¢ substituida por

34

(I-a). Os parametros o, L e p devem ser escolhidos de

maneira a se obter o melhor compromisso entre velocidade e
desajuste. Uma constante de valor pequeno & poderia ser
adicionada ao denominador em (34), prevenindo a
instabilidade do algoritmo caso o denominador assuma

. . 2
valores muito pequenos. A quantidade ||e|_(n)|| ¢ de valor
elevado no inicio da adaptagdo, decrescendo rapidamente

com ao longo das iteragdes. Por outro lado, ||X(n)||2 varia em

2 ~
torno do valor Mci. O termo ||e(n)|| ¢ uma funcio



crescente com o decorrer das iteragcdes, uma vez que e(n)

tem dimensao crescente ao longo do processo.

F) Algoritmos Baseados no Ajuste Proporcional aos Valores
Absolutos do Vetor w

Nesta categoria, estdo os algoritmos onde o ajuste do passo
¢ proporcional ao valor absoluto de cada componente do
vetor de coeficientes w. A idéia central aqui ¢ que, quanto
maiores forem os valores dos componentes da resposta ao
impulso do sistema, maior deverd ser o valor do
correspondente passo de adaptacao.

1) Algoritmo de Rohani [15]. A equagdo de atualizagdo dos
passos individuais proposta por esse algoritmo tem a seguinte
forma:

pi (n) = Bwi ()] + p (35)

onde B e p sdo constantes positivas. O pardmetro p ¢ usado

como valor inicial para o processo de ajuste, uma vez que
todos os coeficientes do vetor w s3o normalmente
inicializados com o valor zero.

2) Algoritmo de Benesty (IPNLMS) [17]. O algoritmo LMS
normalizado proporcional (PNLMS) ¢é apresentado em [16].
Na adaptacdo do PNLMS, o ajuste do passo de adaptagdo é
rigorosamente proporcional ao valor do coeficiente.
Entretanto, esse algoritmo apresenta um desempenho pior do
que o NLMS quando a resposta ao impulso do sistema
desconhecido ¢ do tipo dispersiva [17]. Para resolver tal
deficiéncia, em [17] € proposta uma modificagdo, originando
o algoritmo PNLMS melhorado (IPNLMS), baseado na
mesma estratégia de atualizag@o do passo do PNLMS. Assim,
tem-se

K (n)=(1—a)%+a+a>|wi(n)| (36)
(5]
M —1
[wem = 2 fwi ] (37)
i=0

O ajuste do passo de adaptacdo ¢é realizado através das
seguintes expressdes:

ki (n)
wi(n) = (38)
(]
com
M -1
Ik, = > ki ()] (39)

i=0

IV. RESULTADOS DE SIMULACAO

Nesta se¢do, sdo apresentadas simulagdes numéricas,
considerando um problema de identificagdo de sistemas,
visando uma compara¢cdo de desempenho dos algoritmos
VSLMS aqui discutidos. A planta utilizada ¢ obtida a partir
de uma janela de Hanning com 9 coeficientes, dada pelo
seguinte vetor w =[0,0000 0,1170 0,4132 0,7500 0,9698

0,7500 0,4132 0,1170 0,0000]". O sinal de entrada ¢é

colorido, obtido a partir de um processo AR(1), dado por
x(n)=ax(n—1)+u(n), considerando a=0,4 ¢ u(n)como

sendo um ruido branco Gaussiano com o2 =1. A dispersio

dos autovalores da matriz de autocorrelagdo do sinal de
entrada é y=5. A varidincia do ruido aditivo ¢

cﬁ =0,01 (SNR =20dB). Para avaliar a capacidade de

ajuste (desempenho) dos diversos algoritmos, na iteracdo
n=300 a planta ¢ mudada para —w,, alterando assim o

sinal de todos os seus coeficientes. Em todas as simulagdes,
os algoritmos sdo adequados para se obter o mesmo desajuste
em regime permanente (10% do erro minimo). O algoritmo
de Rohani [15] € o unico para o qual ndo foi possivel tal
ajuste, razdo pela qual sua curva de aprendizagem ndo ¢é
mostrada nas figuras apresentadas. As Figs.2,3,4¢e5
mostram os resultados obtidos por simulagdo Monte Carlo
(média de 200 rodadas independentes). A Fig. 2 mostra o
comportamento da curva de aprendizagem dos algoritmos da
categoria baseada no gradiente. Na Fig. 3, s@o apresentadas
as curvas correspondentes aos algoritmos da classe de erro
quadratico e, finalmente, a Fig. 4 apresenta o comportamento
dos algoritmos das demais categorias. A Fig. 5 mostra uma
comparacdo entre os algoritmos das Figs.2,3e4 que
apresentaram melhor desempenho.
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Fig. 2. Algoritmos da categoria baseada no gradiente.
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Fig. 3. Algoritmos da categoria baseada no erro quadratico.
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Fig. 5. Algoritmos com melhor desempenho.

Da Fig. 1, destaca-se um desempenho superior do algoritmo
de Okello [7]. Também, se observa que, apesar de um bom
desempenho na primeira etapa da curva, o algoritmo de Shan
[6] ndo convergiu apds a alteragdo da planta. Da Fig. 2,
constata-se um melhor desempenho do algoritmo de Kwong
[9] em todas as simulagdes realizadas; por outro lado, o
algoritmo de Nakanishi [10] apresentou um elevado tempo de
recuperacdo, quando da alteragdo da planta. O desempenho
dos algoritmos das demais categorias ¢ apresentado na Fig. 3,
na qual verifica-se uma superioridade de desempenho a favor
do algoritmo de Aboulnasr [12], baseado na autocorrelagido
do erro. Finalmente, da Fig. 4, percebe-se que os trés
algoritmos que apresentaram melhor desempenho possuem
suas curvas de aprendizagem bastante semelhantes para a
aplicac@o estudada.

V. CONCLUSOES

Neste trabalho, sdo estabelecidas bases que permitem realizar
uma escolha adequada de um algoritmo adaptativo de passo
variavel (VSLMS). Para tal, essa classe de algoritmo passou
por duas fases, unificagdo de nomenclatura utilizada e
classificacdo, segundo o principio de ajuste utilizado para o
passo de adaptacdo. A partir do trabalho proposto, € possivel
se obter uma melhor compreensdo destes algoritmos, bem

como o projeto de novos esquemas usando um principio
diferente.  Simulagdes numéricas sdo  apresentadas,
comparando o desempenho dos algoritmos aqui discutidos.
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