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Resumo—Este trabalho discute o algoritmo LMS de passo
variavel proposto por Shan. Tal algoritmo apresenta (em
algumas situacfes) problemas de convergéncia que sdo aqui
corrigidos a partir de uma reformulacéo na expressao de ajuste
do passo de adaptacgdo. Além disso, é proposto um modelo para
o algoritmo resultante. Simula¢fes numéricas, comparando 0s
resultados obtidos a partir do método de Monte Carlo e do
modelo proposto, permitem avaliar tanto o novo algoritmo
quanto a qualidade da predi¢ado obtida.

Palavras-chave—Algoritmos de passo variavel, Algoritmo
LMS, Filtros adaptativos.

Abstract—This paper discusses the variable step-size LMS
algorithm proposed by Shan. Such algorithm presents (in some
situations)  convergence problems here corrected by
reformulating the step-size adjusting expression. In addition, a
model for the resulting algorithm is proposed. Numerical
simulations, comparing the obtained results from the Monte
Carlo method and the proposed model, permit to assess both the
new algorithm and the model predictions.

Keywords—Variable step-size adaptive algorithms, LMS

algorithm, Adaptive filters.

1. INTRODUCAO

Desde o seu surgimento, o algoritmo LMS ¢ o mais
utilizado em aplicagdes de filtragem adaptativa devido a sua
simplicidade e robustez [1], [2]. No algoritmo LMS, o
parametro de passo de adaptagdo, denotado aqui por p,

controla a taxa de convergéncia do filtro adaptativo e
também determina o erro quadratico médio em regime
permanente. Como a velocidade de convergéncia ¢
proporcional ao valor do passo de adaptag@o, a escolha de um
valor elevado de p conduz a uma rapida convergéncia dos

coeficientes. Essa escolha, porém, resulta em um aumento do
erro em excesso quando comparado ao predito pela solugdo
de Wiener [3].

Em aplicacdes de identificacdo de sistemas [2],
cancelamento de ruido [2], cancelamento de eco [2],
equalizag@o de canal [2], dentre outras, muitas vezes se faz
necessario atingir uma elevada taxa de convergéncia,
concomitantemente, com um pequeno desajuste em regime
permanente. Nesse contexto, os denominados algoritmos
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LMS de passo variavel (VSLMS), ajustando dinamicamente
o valor do passo de adaptagdo, podem satisfazer tal
exigéncia.

Varias estratégias para realizar o ajuste do passo de
adaptacao vém sendo propostas na literatura. Tais estratégias
baseiam-se no gradiente [3]-[10], no erro quadratico
[11]-[13], na fun¢do de autocorrelagdo do erro [14], no valor
absoluto do erro de adaptagdo [15], na normalizagdo do vetor
de erro [16], no ajuste proporcional aos valores absolutos dos
elementos do vetor de coeficientes [17]-[19] e em outros
métodos ndo convencionais [20]-[22].

Os algoritmos baseados no gradiente ajustam o passo de
adaptacdo com base no valor numérico do gradiente do erro
quadratico de estimagdo. Em [4], é apresentado um dos
primeiros algoritmos a utilizar essa abordagem, denominado
aqui algoritmo de Shan. Tal algoritmo se mostra bastante
simples e eficaz, apresentando, porém, um problema
elementar de convergéncia que ¢ quando o gradiente médio
resultar em um valor negativo. Assim como em outros
algoritmos VSLMS recentemente publicados, ndo é também
considerado em [4] qualquer modelo analitico que descreva o
comportamento desse algoritmo, permitindo realizar analises
e reflexdes quanto ao seu desempenho.

Neste artigo, € revisitado o algoritmo VSLMS proposto em
[4], apresentando uma solucdo eficaz ao problema de
convergéncia desse algoritmo. Também, propde-se um
modelo estocastico para o comportamento médio do vetor de
coeficientes e para a curva de aprendizagem do algoritmo
adaptativo modificado em questdo. A precisdo do modelo
analitico proposto ¢ verificada através de resultados de
simulag¢do.

II. ALGORITMO DE SHAN

Considere, entdo, o problema de identificagdo de sistemas
mostrado na Fig. 1.
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Fig. 1. Diagrama de blocos para identificagdo de sistemas.



A saida do sistema a ser identificado (Fig. 1) é dada por
d(n) = w,x(n)+n(n) (1

onde x(n)=[x(n) x(n—1)--- x(n—N +1)]" denota o vetor de
entrada, com {X(n)} representando um processo de média
Zero e variancia ci , N(n) ¢ um ruido de medi¢cdo com média
zero e variancia cf], descorrelacionado de qualquer outro
sinal  no

sistema, e w, (n) =[w,(n) w,(n—1)---

w,(n—N +1)]T ¢ o vetor de coeficientes do sistema a ser
identificado. Da Fig. 1, o sinal de erro ¢

e(n)=d(n)—y(n @

onde y(n)=w'(n)x(n) ¢ a saida do filtro adaptativo e
wn)=[wn) wh-1)--wh-N+D]", o

coeficientes do filtro. A equagdo de atualizagdo do vetor de
coeficientes, baseada no algoritmo LMS, é escrita como

w(n+1) = w(n)+u(n)e(n)x(n) 3

vetor de

onde p(n) representa o passo variavel de adaptagao.

O algoritmo de Shan [4] utiliza uma estimativa da
correlagdo média, entre o erro de adaptagdo e o sinal de
entrada, dada por

V(n) = AV(n=1) + (1= L)e(n)X(n) 4)
onde
() =ﬁ > xk) ®)
k=n-M +1

com A caracterizando um fator de esquecimento. O passo de
adaptacdo ¢ entdo obtido por

u(n)=oaVv(n) (6)

onde a ¢ uma constante positiva menor do que a unidade. A
limitagdo da variagdo do passo de adaptagdo ¢ necessaria
para garantia da estabilidade do algoritmo, devendo satisfazer
a seguinte desigualdade [2]:

0<pun)<

3 [R] @

onde R = E[x(n)x" (n)] é a matriz de autocorrelago do sinal
de entrada.

III. MODIFICACAO PROPOSTA NO ALGORITMO

O ajuste do passo de adaptagdo deve se basear na maior ou
na menor distdncia em relagdo ao ponto 6timo, dado pela
solucdo de Wiener. Observa-se, de (6), que um valor
negativo do gradiente médio resulta em um passo de
adaptacdo negativo, sendo limitado a zero pela desigualdade
dada em (7). Isso leva o algoritmo LMS a ter um
comportamento inadequado. Propde-se, entdo, a utilizacdo do

valor absoluto do gradiente médio estimado como sendo uma
medida mais confiavel de distdncia em relagdo ao valor do
erro quadratico minimo. Com isso, a seguinte modificagdo é
proposta em (6):

u(m = o V(). ®)

Esta alterac@o, entdo, supera os problemas de convergéncia
do algoritmo de Shan [4] anteriormente mencionados como
também mantém a simplicidade do algoritmo que ¢
caracterizada pelo seu reduzido aumento de complexidade
computacional se comparado ao LMS convencional.

IV. MODELAGEM

O modelo do algoritmo de passo variavel (VSLMS) aqui
analisado ¢ determinado considerando as seguintes hipdteses:

i) O passo variavel p(n) ¢ assumido independente e

descorrelacionado de qualquer outro sinal no sistema.

i) E[u(n)]= E*[u(n)]. )

As hipdteses (i) e (ii) sdo validas na condigdo de adaptacdo
lenta do passo variavel p(n).

A. Comportamento Médio do Vetor de Coeficientes

Seja a estimativa do vetor gradiente g(n) dada por

g(n) =Ag(n =D +(1-1)e(n)x(n). (10)

A estimativa do gradiente médio (ou correlacdo média entre o
erro de adaptacdo e o sinal de entrada), obtida em (4), pode
ser reescrita como

| M=t
V(n)=ﬁz gi(n). (11)
i=0

Em (11), gj(n) denota o i-ésimo componente do vetor

g(n). Calculando o valor esperado de ambos os lados de
(10), tem-se

E[g(m]=2AE[g(n=D]+(1-1){p-RE[w(M]}. (12)

Entdo, obtém-se o valor esperado de (11), determinado por
1 M=l
E[V(m)] M 2. Elgi(m] (13)
i=0

e, assim, o valor esperado do passo de adaptacdo
Eln(n)]=a|E[V(M]. (14)

Considerando (i) e as expressoes (12)-(14), o valor
esperado do vetor de coeficientes do filtro é

Efw(n+1D]=E[w(m]+E[u(n]{p -RE[w(m)]}  (15)

onde p = E[d(n)x(n)] é o vetor de correlagdo cruzada entre o

sinal desejado e o vetor de entrada.



B. Curva de Aprendizagem

O modelo para a curva de aprendizagem do algoritmo
VSLMS ¢ agora determinado. Seja o vetor de erro nos
coeficientes dado por v(n)=w(n)—w,, ¢ a partir de (3),

0°

obtém-se a seguinte expressao:
v(n+1) =v(n)+p(n)e(n)x(n). (16)

Representando agora o sinal de erro em fungdo de v(n),
tem-se

e(n) =d(n)—[x" (Mw(n)]

17
=d(m)-x"(nv(n)—x" (mw,. 7
Substituindo (17) em (16), resulta em
v(n+1)=v(n)+[a+pn)][d(n)x(n)
(18)
—x(mx" (mv(n)—xmx" (Mw,].
Definindo entido
e, (M =d(m-x" (mw, (19)

pode-se escrever
v(n+1) = v(n) + (o + p(m)[e, (Mx(M = x(Mx(n) v(m)] (20)
determinando assim o seguinte produto de vetores:

v(in+DvT(n+1)=v(nvT (n)
+pMVvmVT (mxmx" (n)
+u(ne, (Mv(n)x" (n)
= (XX (Mv(mv' (n)
+p? (mxmx" (Mvmv' (mxmx" (n)  (21)
= (e, (Mx(mx" (Mv(n)x™ (n)
+u(me, (Mx(mv' (n)
—p? (Mg, MMV (mx(mx" (n)
+p (e, (Mx(MXx" ().
Agora, arranjando os termos de (21), tem-se
v(n+ v (n+1) = v(n)vT (n)
—p(MIXMX (VYT (N)+ V(v (Mx()x" (m)]
+p? (MIx(MX (v (mx()x" (n)]
+u? (e, (M x()x™ (n) (22)
+u(me, (N {x(mv’ (n)—
[oc+ p(mIx(mv T (Mx(mx™ (n)]
Hx(MVT () =[oc+ p(mIxmv (Mx(mx" (1"}

Definindo K(n) como a matriz de covariancia do vetor de

erro nos coeficientes, obtida a partir de K(n)=E[v(n)

VT(n)] , tomando o valor esperado de ambos os lados de (22),

e considerando as hipdteses (i) e (ii), obtém-se

K(n+1) =K(n) - E[u(m][RK(n) + K(MR]
+ E2[n(n)][R[RK(N)]+ 2RK(N)R] (23)
+E’[u(M]Ro;.

Finalmente, a expressdo para a curva de aprendizagem ¢ dada
por

J(n) = E[e* ()] = o, + tr[RK ()] . (24)

V. RESULTADOS DE SIMULACAO

Nesta secdo, sdo apresentadas algumas simulacdes
numéricas visando avaliar o novo algoritmo de passo variavel
como também verificar a precisdo do modelo proposto para o
algoritmo. Para tal, considera-se entdo um problema de
identificagdo de sistemas. A planta utilizada ¢ obtida a partir
de uma janela de Hanning com 9 coeficientes dada por
w, =[ 0,000 0,1170 0,4132 0,7500 0,9698 0,7500 0,4132

T . ~ .
0,1170 0,000]" . Para o sinal de entrada, sdo considerados
tanto um ruido branco como um sinal colorido, ambos
Gaussianos de médias zero e variancias unitarias (ci =1). O

sinal colorido ¢ obtido de um processo AR(1), dado por
x(n)y=ax(n—1)+u(n), onde a=0,4 ¢ u(n) ¢ um ruido

branco Gaussiano com varidncia o> =1. A dispersio dos

autovalores da matriz de entrada, para o sinal correlacionado,
¢ y =5. Também, ¢ introduzido um ruido aditivo de medi¢ao

com variancia csf1 =0,01 (SNR =20 dB).

Exemplo 1: Modificagéo do Algoritmo de Shan

Nesta simulagdo, ¢ utilizado um sinal colorido de entrada
(obtido por um processo AR(1), como apresentado
anteriormente). Os resultados de simulacdo sdo obtidos
através do método de Monte Carlo (MC), considerando uma
média de 200 realizagdes independentes. Na iteracdo
n=300, ¢é provocada uma alteragdo na planta, mudando o

sinal de todos os seus coeficientes. Dessa forma, € verificado
o comportamento dos algoritmos frente uma perturbacdo. Da
Fig. 2(a), observa-se que o algoritmo original [4] ndo
converge apds a referida alteracdo da planta, visto que o
gradiente médio se torna negativo. Na Fig. 2(b), ¢ mostrado o
comportamento do algoritmo proposto que inclui a
modificagdo de (6) para (8). O algoritmo proposto agora
converge sem quaisquer problemas.
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Fig. 2. Exemplo 1. Evolugdo do EQM. (a) Algoritmo original. (b) Algoritmo
modificado.

Exemplo 2: Resultados do Modelo Proposto

Neste exemplo, sdo apresentados os resultados obtidos
através de simulagdo MC e a partir do modelo proposto, para
sinais de entrada ruido branco (Fig.3) e correlacionado
(Fig. 4). Dessas figuras, observa-se um muito bom casamento
entre os resultados de simulagdo MC e aqueles preditos pelo
modelo para a evolugdo do passo de adaptacdo [Figs. 3(a) e
4(a)] como também para o vetor de coeficientes médio
[Figs. 3(b) e 4(b)] e erro quadratico médio [Figs. 3(c) e 4(c)].

Exemplo 3: Validacdo da Hipotese (9)

Neste exemplo, ¢ verificada através de simulagdes a
hipdtese (9) aqui considerada. A Fig. 5 mostra a evolugdo das
seguintes quantidades E[p2 n] e Ez[p.(n)], obtida através
de simulagdo MC, considerando 200 realizagdes
independentes para sinal de entrada ruido branco. Dessa

figura, constata-se um casamento muito bom entre as duas
curvas, indicando a razoabilidade da hipdtese em questio.
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Fig. 3. Exemplo 2. Sinal de entrada ruido branco. (a) Curvas de ajuste do
passo de adaptagdo. (b) Vetor de coeficientes médio. (c) Curva de
aprendizagem.
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Fig. 4. Exemplo 2. Sinal de entrada colorido. (a) Curvas de ajuste do passo
de adaptagdo. (b) Vetor de coeficientes médio. (¢) Curva de aprendizagem.
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Fig. 5. Evolugdo de E[u*(n)] e E*[u(n)].

VI. CONCLUSOES

Neste trabalho, ¢ realizada uma modificagdo no algoritmo
LMS de passo variavel proposto por Shan [4]. Tal
modificagdo visou o aprimoramento do referido algoritmo
com vistas a sua estabilidade. Com a nova expressdo de
ajuste do passo de adaptacdo, fruto da modificagdo
considerada, um modelo para o algoritmo de Shan
(modificado) ¢ determinado. A partir de simulagdes
numéricas, € verificado o desempenho do novo algoritmo e a
precisdo do modelo proposto, quando confrontados com
resultados obtidos a partir de simulagdes Monte Carlo.
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