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Auto-seqiiéncias da Transformada Numérica de
Fourier

H. M. Cavalcanti, R. M. Campello de Souza

Resumo— Sinais cujas formas nao variam quando submetidos
a Transformada Numérica de Fourier (TNF) e que geram uma
classe de autofuncdes do operador unitiario TNF sdo apresenta-
dos. A utilizaciio de tais seqiiéncias invariantes como assinaturas
de usuarios em um sistema de comunicacio multiusuario através
do Canal Somador Real (t-RAC) é sugerida.

Palavras-Chave— Transformadas numéricas, comunicac¢io
multiusudrio, canal somador real, transformada de Fourier de
corpo finito.

Abstract— shape-invariant signals under the Number Theoretic
Fourier Transform (NTFT) are investigated, leading to a class of
eigenfunctions for the unitary NTFT operator. Such invariant
sequences (eigensequences) are suggested as user signatures over
the real adder channel (t-RAC) for a multiuser communication
system.

Keywords— Number theoretic transforms, multiuser comuni-
cation, real adder channel, finite field Fourier transform.

I. INTRODUCAO

Este trabalho investiga as auto-seqiiéncias do operador
Transformada Numérica de Fourier (TNF). Uma seqii€ncia
cuja forma ndo € alterada pelo operador TNF ¢ uma seqiiéncia
invariante a TNF (SITNF). Tais seqiiéncias sdo importantes em
aplicacdes envolvendo andlise de espectro, ja que a complexi-
dade computacional de suas TNFs € linear. Por ser uma trans-
formada de corpo finito, a TNF oferece ainda uma vantagem
a mais em relacdo a Transformada Discreta de Fourier (DFT),
que € o fato de s6 se trabalhar com nimeros inteiros, evitando
assim problemas com arredondamento e truncamento, comuns
em aplicacdes que trabalham no dominio dos nimeros reais

[1].

II. AUTO-SEQUENCIAS DA TRANSFORMADA NUMERICA
DE FOURIER

A seguir, a forma unitdria do operador TNF ¢ definida [2].

Definicdo 1. A transformada numérica de Fourier unitaria de
x[n], uma seqiiéncia de comprimento N de componentes em
GF(p), é a seqiiéncia X[k], k =0,1,..., N — 1, de elementos
em GF(p) dados por

N—1
X[k] £ (VN)"(mod p) Z z[nja™ ey
n=0
onde N = 1(mod p) e a € GF(p) tem ordem N.
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A transformada inversa de X[k] é
N-1
z[n] = (VN)~(mod p) Z X[klakn, (2)
k=0

O par transformado da TNF ¢é denotado por
x[n] < X|[k]. 3)

Algumas propriedades tteis sao listadas abaixo.
P1. X[n]<x[-k].
P2. E(x[n])« E(X[k]).
P3. O(x[n])«> O(X[K]),
onde E(x[n]) e O(x[n]) denotam, respectivamente, as partes
par e impar de x[n].
O presente trabalho investiga seqiiéncias x[n] cuja TNF X[k]
tem a forma
X[k] = \x[k], “4)

AeGF(p) ou, em forma de operador, I'(x[n])=Ax[n], onde T"
denota o operador TNF unitdrio. Tais seqiiéncias sdo entdo
auto-sequéncias da TNF com autovalor associado A e sdo
denotadas por AN-SITNF. Os valores de A satisfazendo (4)
sdao dados pelo Teorema 1.

Teorema 1: Os autovalores do operador TNF unitdrio sdo
as raizes de ordem quatro da unidade (£1,£75) , onde

(mod p). &)

Demonstragcdo: Aplicando quatro vezes o operador TNF
a x[n] e considerando a propriedade P1, obtém-se

I (z[n]) = Mz[k] = 2[k], (6)

‘72:_

portanto A\*=1 e o resultado segue.
|
E possivel provar que [3], se p=4k+3 entdo jeGF(p?), k inteiro,
e se p=4k+1, entdo
p—1
5 —)!(mod p). (7)
O teorema a seguir ilustra um pouco da natureza de uma
AN-SITNFE.

j=(

Teorema 2: Se x[n] é uma AN-SITNF, entdo x[n] é impar
se A =%j ou par se \==1.

Demonstragdo: Se x[n]«<>X[k] é uma AN-SITNF, entdo
utilizando-se a propriedade P1, o par transformado resultante é
Mx[n]<x[-k]. Logo A%x[k]=x[-k], de modo que se A==+1 entdio
x[n]=x[-n] e, se A=1j , x[n]=-x[-n] e a prova estd completa.

|



XXV SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICACOES - SBrT 2007, 03-06 DE SETEMBRO DE 2007, RECIFE, PE

Seqiiéncias impares e pares podem ser usadas para gerar
AN-SITNFs de acordo com os teoremas 3 e 4 a seguir.

Teorema 3: Se x[n] é uma seqiiéncia de comprimento N,
entdo a seqiiéncia y[n]=E(x[n])xE(X[n]) é uma AN-SITNF
com autovalor associado A==1.

Demonstracdo: Das propriedades Pl e P2 pode-
se obter o par E(x[n])ZEX[n])—EX[k])E£E(x[-k]), logo
EX[n]))ZE(X[n])«~=£(EX[k])E£E(X[k])) e o resultado segue.

|
Coroldrio: Toda seqiiéncia x[n] par de comprimento N gera
uma AN-SITNF y[n]=x[n]£X[n]. [ |

Teorema 4: Se x[n] é uma seqiiéncia de comprimento N,
entdo a seqiiéncia y[n]=O(x[n])FjO(X[n]) € uma AN-SITNF
com autovalor associado A=d4j.

Demonstracdo: Das propriedades P1 e P3, obtém-
se o par OX[n])FjOX[n])—~OX[kDFjOx[-k]) ou seja
OGINDFOX[n])—-+Hj(OKKDFIOXIKD) e a prova estd
completa.

|
Coroldrio: Toda seqiiéncia x[n] impar de comprimento N
gera uma AN-SITNF y[n]=x[n]FjX[n]. [ |

ITI. SEQUENCIAS EMPREGADAS SOBRE O CANAL
SOMADOR REAL

Os teoremas 3 e 4 ilustram um método simples de se
obter AN-SITNFs. Ha ainda um outro algoritmo que emprega
trigonometria de corpos finitos para gerar familias de AN-
SITNFs para um dado primo da forma 4k+3 [1], [4]. No que
se segue, SITNFs sdo usadas na concepg¢do de um sistema de
multiplo acesso para o canal somador real.

A. Emprego de auto-seqiiéncias da TNF sobre o canal so-
mador real

Um modelo de canal de comunicagdo bem conhecido é
o Canal Somador Real de t usudrios (t-RAC). No presente
trabalho, uma utiliza¢do das auto-seqiiéncias da TNF como
assinaturas de usudrios sobre o 4-RAC € sugerida. No que se
segue, x;[n| é a seqiiéncia do usudrio i. Essa seqiiéncia deve
ser uma \;N-SITNF, onde A1=1, A\o=-1, A3=j e A4=-j.

Al. 4-RAC
Seja a seqiiéncia y[n], enviada pelo canal, dada por

®)

Se aplicarmos trés vezes a TNF a ambos os membros da
equagdo (8) podemos obter o seguinte sistema de equagdes,
z1[n]+z2[n]+z3[n]+x4[n]=y[n],
x1[n]-z2[n]+jxs[n]-jos[n]=L(y[n]),
z1[n]+x2[n]-z3[n]-24[n]=I" @ (y[n]),
1[n]-z3[n]-jzs[n]+jz[n]=L ) (y[n)),

cuja solugdo leva as expressdes de recuperacdo das seqii€ncias
dos usudrios,

T [n]=%(E(y[n])+E(Y[n])),
x2[n]=5(E(y[n])-E(Y[n])),
x3[n]=5(O(y[n])-jO(Y[n])),

24[n]=3(O(y[n])+jO(Y[n])).

y[n] = z1[n] + 22[n] + x3[n] + 24[N].

B. Exemplos de Auto-seqiiéncias da Transformada Numérica
de Fourier.

A tabela I apresenta exemplos de auto-seqii€ncias da TNF
para diversos valores de p e de A.

AUTO-SEQUENCIAS DA TRANSFORMADA NUMERICA DE FOURIER.

TABELA 1

[N T A e ] seqiliéncia |
4 1 29 3,1,1,1
4 -1 17 15,2,2,2
4 j=12 29 0,28,0,1
7 j=12 29 0,3,9,12,17,20,26
7 -3j=17 29 0,9,4,2,27,25,20
8 1 17 14,11,15,16,6,16,15,11
8 -1 17 9,16,7,16,4,16,7,16
12 1 13 5,5,4,9,1,1,6,1,1,9,4,5
12 -1 13 7,8,8,8,8,8,8,8,8,8,8,8
12 =5 [ 13 ] 0,6,2,11,2,10,0,3,11,2,11,
12 | -5=8 [ 13| 0,0,4,5,11,11,0,2,2,8,9,0

E importante observar que na tabela acima foram conside-
rados apenas primos da forma 4k+1, pois as TNFs obtidas a
partir destes primos possuem autovalores reais e inteiros, o que
ndo é possivel para a DFT [1]. Esta ¢ uma motivagao adicional
para a implementagao de sistemas multiusudrio como o 4-RAC
sugerido no presente trabalho.

IV. CONCLUSOES

Este trabalho investiga seqiiéncias que s@o invariantes ao
operador TNF unitério. Tais seqiiéncias sdo de relevante in-
teresse, pois o cdlculo de suas TNFs é feito com uma com-
plexidade computacional linear. Procedimentos sistemadticos
para a obtencdo de tais seqiiéncias foram propostos. Um
sistema de multiplo acesso para o canal somador real com
quatro usudrios, utilizando as auto-seqiiéncias da TNF como
assinaturas, foi proposto. Expressdes para a recuperagdo da
informagao dos usudrios foram obtidas. O desempenho do
esquema sugerido estd sob investigacao.
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