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Codigos de Bloco Lineares Baseados em Banco de
Filtros e Wavelets Ciclicos sobre Corpos Finitos

G. J. da Silva Jr., R. M. Campello de Souza e H. M. de Oliveira

Resumo— Este artigo apresenta uma nova abordagem sobre
codigos de bloco lineares utilizando banco de filtros e wavelets
ciclicos. Estruturas em arvore para codificacao e decodificacao,
baseadas em banco de filtros ciclicos de sintese e analise, sdo
apresentadas. Em alguns casos particulares, é mostrado como
se constroem as matrizes geradora e de paridade dos codigos.
Codigos conhecidos sdo gerados por meio dessas estruturas,
tais como os cédigos de Hamming, Reed-Solomon e codigos de
repeticao. Novos tipos de cédigos sao encontrados através de um
método de projeto baseado na transformada de Fourier de curta
duracio sobre corpos finitos.

Palavras-Chave— Codigos de bloco lineares, cédigos ciclicos,
corpo finito, banco de filtros ciclicos, wavelets ciclicas, transfor-
mada Z ciclica, TFCF, TFCDCF.

Abstract— This paper presents a new approach to linear block
codes using cyclic filter banks and wavelets. Tree structures
for encoding and decoding, based on synthesis and analysis
cyclic filter banks, are presented. In some particular cases, the
construction of the generator and parity-check matrices of the
codes is shown. Known codes are generated from these structures,
such as Hamming, Reed-Solomon and repetition codes. New types
of codes are found through the design technique based on the
finite field short time Fourier transform.

Keywords— Linear block codes, cyclic codes, finite field, cyclic
filter banks, cyclic wavelets, cyclic Z transform, FFFT, FFSTFT.

I. INTRODUCAO

Ferramentas como a transformada discreta de Fourier
(TDF), a transformada Z, banco de filtros e wavelets, sdo
de grande importincia para processamento de sinais sobre o
corpo dos reais [1]-[3]. Estruturas sobre corpos finitos [4] vém
se tornando atrativas em telecomunicagdes para representacio
numérica, evitando problemas que ocorrem na representacio
de niimeros reais em implementagdes digitais. A utilizacdo
de ferramentas de processamento de sinais sobre corpos fi-
nitos teve um grande impulso quando Pollard introduziu a
transformada de Fourier de corpo finito (TFCF) [5]. Desde
entdo, muitas ferramentas de engenharia vém emergindo para
estruturas definidas sobre corpos finitos [6]-[10], onde grande
parte encontra aplicacdes em codificagdo de canal e em
criptografia [11]-[14].

Banco de filtros ciclicos (BFC) e wavelets ciclicas [6]
podem ser utilizados para andlise, geracdo, codificacdo e
decodificacdo de cédigos de bloco. Cada filtro ciclico constitui
per si um codificador ciclico, em fungdo da utilizagdo da
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convolugdo ciclica. Para o contexto de cddigos, pode ser
introduzida a denominacdo banco de codigos.
A nota¢do indicada a seguir € utilizada neste trabalho:

N — Comprimento do c6digo;

K — Dimensao do cédigo (Comprimento da mensagem);
d — distancia minima do c6digo;

C(N,K,d) — Representacdo dos pardmetros do cédigo C';
n — Varidvel no dominio do tempo;

k — Varidvel no dominio da freqiiéncia;

c[n; — Palavra cédigo;

ul(-J [n] — Mensagem no canal 4, estdgio j;

E[n; — Palavra recebida do canal;

ﬂgj n] — Mensagem decodificada no canal i, estdgio j;
gi[n] — Filtro ciclicos de sintese do canal i;

Gi(z) — Transformada Z ciclica de g;[n];

h;[n] — Filtro ciclicos de andlise do canal i;

H;(z) — Transformada Z ciclica de h;[n];

GF(q) — Campo de Galois de ordem q.

Transformadas sobre corpos finitos (a TFCF e a transfor-
mada Z ciclica) sdo utilizadas para a andlise dos cddigos e as
estruturas BFC implementam sua codificagdo e decodificacdo.
Todo deslocamento de seqii€ncia representado neste artigo
se refere ao deslocamento ciclico. Todos os polindmios no
dominio da transformada Z ciclica estdo sobre a aritmética
médulo (27N —1).

Em um artigo recente [11] uma outra abordagem para a
construcdo de codigos de bloco lineares por meio de banco
de filtros foi apresentada, porém utilizando BFC diferentes
daqueles apresentados em [10].

Este trabalho esta organizado em quatro secdes. A secdo
IT apresenta estruturas BFC para cédigos de bloco lineares.
Na secdo III € proposto um método de projeto de cddigos de
bloco lineares baseado na transformada de Fourier de curta
durag@o sobre corpos finitos. As conclusdes do trabalho sdo
apresentadas na secdo IV e o Apéndice I descreve, de forma
breve, alguns resultados importantes sobre sistemas ciclicos.

II. ESTRUTURAS BFC PARA CODIGOS DE BLOCO
LINEARES

A idéia bdsica para a constru¢do de cddigos lineares €
mostrada na figura 1. O cdédigo é gerado colocando mensa-
gens ul(-l)[n] nas entradas dos filtros de sintese escolhidos e
adicionando o sinal nulo para os outros filtros, gerando o sinal
palavra cédigo c[n]. Para decodificar ¢[n], basta aplicd-lo ao
banco de andlise. As posi¢des escolhidas como nulas estdo
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associadas as equacdes de paridade do cédigo (SZ(-I) [n] =0)e,

na recep¢do, sao denominadas de sindrome.

c[n] iV [n]

usfn]
ui[n] :

ﬁ/“[n]

S/“[n]
G (z
sV [n
j’@" R

Fig. 1. Estrutura basica BFC com M canais.

Para simplificar a representacdo da estrutura basica, € utili-
zada a representagdo reduzida (em forma de drvores) de sintese
e andlise, mostradas nas figuras 2 e 3 respectivamente.

un)

u,[n] ———
c[n]

Fig. 2. Representacdo reduzida do banco de sintese

" [n]
w0 [n]

¢[nj | s.0[n]

I SMJ(I)[n]

Fig. 3. Representacdo reduzida do banco de andlise

O cédigo de saida da estrutura pode ser analisado pela
transformada Z ciclica, resultando em

Cz) =M1 Y UM ()Gi(2). (1)

Aplicando a transformada inversa, tem-se
M—-1N/M-1

ERPIPI

Para a codificagdo, escolhe-se de forma geral um espaco
cédigo denotado por C, que contém os indices ¢ das mensagens

gzn_Ml] (2)

El)[n} permitidas no cédigo. Assim, uma palavra cédigo
¢[n] € C serd expressa por

N/M—1
=3 > w[Ngiln— 1), 3)
’LGC =0

Apbs c[n] passar por um canal, recebe-se ¢[n]. Aplicando-se
¢[n] ao banco de andlise, cuja saida é dada por

N—-1

w1 = 3" elnlhi (M1~ ), )

n=0
obtém-se as equacdes de decodificagdo (5) e sindrome (6),

N-1

ai) = 3" eln)hi M1 - n), s)
n=0
parat € C, e
N-1
sill] = ¢n)h;[M1 —n], (6)
n=0

para i ¢ C. Se ¢[n] pertence ao cddigo, entdo s;[n] = 0 para
n=0,1,...,N/M —1.

Partindo da estrutura bésica, € possivel montar outros tipos
de estruturas.

A. Estrutura BFC com Arvore Wavelet

A estrutura BFC (EBFC) para wavelets € mostrada na Figura
4. Para este caso, o c6digo pode ser formado retirando os
niveis de detalhes dos primeiros estdgios ug] )[n} Na verdade
nio ha uma regra especifica na escolha dos detalhes a serem
retirados; essa escolha influencia diretamente nos parametros
K e d do cddigo. Retirando os Jy — 1 primeiros detalhes para

uy¥[n]
u,%nj]
c[n]
£
i —
Fig. 4. Estrutura BFC com drvore wavelets
geragdo de c[n], tem-se
J Nj/2I-1
IR SRCLEIEET
j=Jo =0
N/27 -1
+ Z u$ gl [n - 271), (7
onde as seqiiéncias g(()j ) e g? ) podem ser computadas através

de suas transformadas Z ciclicas , dadas por

G (2 HGO =GV V()G ®
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j—1 j_2 i
G (2) = Gi(z* ) [[ Go(z*) =
1=0

GV V()G (22 ). )
Para este caso, a decodificagdo fica
N-1
a1 =" &nlhi (271 —n), (10)
n=0
para [ = 0,1,...,N/29 —1 e j = Jo,Jo+ 1,...,J. As
sindromes sdo dadas por
N—-1
s =" enlh{ (271 n), (11)
n=0

paral=0,1,...,N/2/ —1ej=1,2,...,Jo — 1, onde

j—1 ) . j—1
Hy (2) = [[ Ho(z") = By V() Ho(* ) (12)
1=0

j—1 ]_2 i
HP(z) = Hi(z* ) [] Ho(*) =
1=0

1

HI ™V H (2. (13)

Exemplo 1: Considere a EBFC projetada para GF(9) com
N = 8. E possivel projetar os filtros no corpo GF(3) C
GF(9), J = 3. A estrutura estd mostrada na Figura 4 e forma
o codigo C1(8,2,d). Os filtros escolhidos, satisfazendo3 a
condicdo de recuperacdo perfeita (RP) (Apéndice I), sdo:
Go(2) =2+ 2271 +227° + 2276,

Gi(z) =227+ 2272+ 2273,

Hy(z) =1+2271 + 272,

Hi(z) = 2+22 %4+ 275+27". Analisando a distAncia minima
do cddigo para essa estrutura com esses filtros, tem-se d = 4.
A equacdo do codigo se reduz a

cln] = u{¥[0lgi[n] + u§[0]g7 [n].

Gerando a palavra c6digo a partir de

ué?’) [0] =1,
ui’[0] =2
tem-se:

¢[n] =10202121 2]. Como d = 4, esse cidigo detecta
até trés erros. A EBFC de andlise ¢ mostrada na Figura 5.
Considerando

¢n]=[02021212]+[1002010 0], o decodificador

sél)[n] =[0000)],
512) [n] =[1 1] # 0, (Erro detectado)
0] =0,
uy’ [0] = 1. Modificando a estrutura de entrada da EBFC para
anular a posi¢ao u§3) [0], o cbdigo resultante é o de repetigdo
C(8,1,8).

O cd6digo produzido varia com os filtros projetados e com
a estrutura de entrada escolhida, possibilitando uma grande
variagdo de codigos a serem produzidos.

o [n]

w0, [n]

¢[n]

S/Z)[n]

51(1)[71]

Fig. 5. Estrutura BFC de anélise do exemplo 1.

B. Estrutura BFC com Arvore Completa

A EBFC com arvore completa ¢ uma estrutura mais ampla,
no sentido de que engloba as estruturas BFC com &rvore
wavelet. Um exemplo dessa estrutura € apresentada na Figura
6. Nessa estrutura, escolhe-se a EBFC basica e forma-se uma

uo [ n]

u//}[n]

M(Z)[n]

c[n]

Fig. 6. Estrutura BFC com édrvore completa.

arvore completa até o maior nimero possivel de estdgios.
Escolhe-se a estrutura de entrada e o cédigo é produzido por
interacdes BFC, assim como na estrutura anterior. Para essa
situagdo, a transformada associada € andloga a transformada
de Fourier de curta duracido (TFCD) [2]. A TFCD sobre corpos
finitos (TFCDCF), para um BFC bésico de M canais e com
J estagios, € dada por

0[] 2 Nf 2[n]h DM —n],

n=0

(14)

para l = 0,1,...,.N/M7 —1ei=0,1,...,M7 — 1. A
TFCDCEF inversa é dada por

M7 -1 N/M7 -1

x[n] = Z Z 2 D[1)gD[n — M71), (15)
i=0  1=0
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paran =0,1,..., N—1. As seqiiéncias h(") e ¢g(*) sdo obtidas
no dominio Z por
J—1
HEZ M) ) = T Hay () a16)
=0
¢ S J-1
G oimo M) = [] Goy (M), am)
=0

onde os a; podem assumir valores entre 0 e M — 1. A partir
desses valores, obtém-se todos os filtros G(?)(z) e H®(z).

Supondo o caso particular em que M = 2e N = 27, usando
a notacdo para cédigos e escolhendo a estrutura de entrada,
tem-se

= > u[0)gV[n (18)

ZEC

sendo as equagdes de decodificacio e de sindrome dadas por

N-1
a0] = Y en]h—nl, (19)
n=0
parai € C, e
N—
sM[0 Z [n]h®[— (20)
para i ¢ C.

Exemplo 2: Considera-se a mesma EBFC basica do exem-
plo 1 em GF(9), com a estrutura de entrada mostrada na
Figura 7. Nessa situagdo o cédigo gerado é C5(8,3,4) para
GF(3). O cédigo pode ser obtido por

Zu(l 0]g“[n
onde
GO (2) = Go(2)Go(2%)Go(2Y),
G (2) = Go(2)Go(22)G1 (2%,
G (2) = Go(2)G1(2*)Go(=*).

Para decodificacdo e cédlculo da sindrome, pode-se utilizar
a estrutura da Figura 8.

u(o;[n]

u®[n]

u®[n]
L

c[n]

Fig. 7. Estrutura BFC de sintese com drvore completa do exemplo 2.

"ﬁ(ﬂ)[n]

e [n]

u?[n]

¢[n]

S(j)[n]

s, [n]

Fig. 8. Estrutura BFC de andlise com arvore completa do exemplo 2.

C. Estrutura BFC Mista

Estruturas BFC mistas sdo formadas por mais de uma
EBFC bésica com nimero de canais diferentes. Dessa forma
¢ possivel fatorar o comprimento N do cédigo. Um exemplo
para N = 15 estd mostrado na Figura 9.

c[n]

T T

um)[n]

u’”’[l’l] -

Fig. 9. Estrutura BFC mista para N = 15, mesma configuracdo do exemplo
3.

Exemplo 3: Considere o corpo GF(2%),com N =15 ¢ «
raiz do polindmio primitivo 7(z) = 1 + x + 2. Os filtros da
estrutura bésica de 3 canais sdo dados no dominio da TFCF:

H3k]=G3[k]=[11111000000000 0],
H3kl=G3k]=[00000111110000 0],
H3[k] =G3[k]=[000000000011111],

e os da estrutura basica de 5 canais, por

Hyk] = G5[k] [11100000000000 0],
HP[k]=G3[k]=[000111000000000],
H3[k]=G3[k]=[000000111000000],
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H3[kl=G3[k]=[000000000111000],
HZ[k]=G3[k]=[000000000000111].
Filtros construidos por essa regra sempre satisfazem a
condicdo RP. A estrutura de entrada da Figura 9 gera o c6digo

Reed-Solomon C5(15,2,14) com polinémio gerador dado por
g(z) = (z — % (x —al)...(z — a'?).

I1I. PROJETO DE CODIGOS COM ARVORE COMPLETA DE
J-ESTAGIOS

Nesta se¢a@o € apresentado um método para o projeto de bons
c6digos lineares (no sentido de maximizar d) com estruturas
BFC para um dado corpo GF(q). O procedimento consiste
nos seguintes passos (método ACJ):

1) Escolher um valor apropriado para N = M” o qual
divide g™ — 1, para algum valor de m;

2) Projetar os filtros da estrutura basica BFC. O cddigo
muda de acordo com o filtro produto, P(z) =
Hy(2)Go(z), e para cada fatoragdo escolhida (Apéndice
D;

3) Calcular a matriz de transformacdo da TFCDCF encon-
trando os ¢g(Y[n] através de (17). Cada coluna dessa
matriz constitui as linhas da EBFC com arvore completa.
Escolher as componentes de entrada (i € C) significa
escolher as linhas da matriz G geradora do cddigo. A
quantidade de colunas escolhidas constitui o pardmetro
K do cédigo;

4) Escolher as colunas cuja combinagdo linear resulte no
codigo de maior distdncia minima, definindo a estrutura
de entrada. A sugestdo € aplicar a TFCF na matriz
de transformacdo da TFCDCF e escolher o grupo que
apresentar maior nimero de zeros consecutivos em suas
combinagdes lineares. Dessa forma, se existe § — 1 zeros
consecutivos, o codigo terd d > § (cota BCH [12]).

Exemplo 4: Cédigo de Hamming C4(4,2,3) em GF(3),

pelo método ACJ.

1) N=4=2%= 4/(32-1).

2) Escolhe-se o filtro produto P(z) =
condicdo RP. Isto significa que
Ho(2) = Go(2) Y (mod z=* —1).
Escolhendo
Ho(z) =271 4+ 272 4+ 2273,
Go(z) =1+ 271 + 2273,
Hi(z)=2+22"1 + 272,
Gi(z) =1+22"1 +22:72

3) Calculando todos os g [n], tem-se que

1 que satisfaz a

c[o] 101 1 u(®[0]
| |1 120 uM 0]
2| |0 2 2 2 u@[0]
c[3] 2 2 0 1 u®[0]

Escolhe-se a segunda e a terceira coluna da matriz de
transformacdo da TFCDCEF para definir a estrutura de entrada.
A EBFC mostrada na Figura 10 gera o cédigo de Hamming
terndrio Cy(4, 2, 3). Essa estrutura pode ser simplificada para
a estrutura da Figura 11. A estrutura de andlise estd na Figura
12 e a matriz geradora do cédigo, G, pode ser obtida pela

matriz da TFCDFC, resultando em
[0 1 2 2]
|12 2 0]

A matriz de paridade H pode ser encontrada através de (20),
sendo dada por

G:

[0 2 1 1
H= 12 1 1 0|
L
u(l)[n] C[}’l]
u?[njf
-

Fig. 10.  Estrutura BFC geradora do c6digo de Hamming C4(4,2,3), em
GF(3), do exemplo 4.

Fig. 11. Estrutura geradora do exemplo 4 simplificada.
s@[n
B
H(z) ~
D -
z ‘a
C[n] -
ny
u?n
B
@ .
s In
o
Fig. 12. Estrutura de andlise do exemplo 4 simplificada.

Exemplo 5: Em GF'(3), procura-se um c6digo linear
C5(8,2,d) com mdximo d, utilizando a mesma estrutura
basica BFC do exemplo 1. Pode-se escrever a matriz da
TFCDCF como sendo

1 10122 20
10201201
11022011
10101101

=11 909221 2 0 0],
1020110 2
1 201201 2

1010120 2]
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Escolhendo as colunas 6 e 8, obtem-se a matriz G' do cddigo

/2 2 01 110 2
|01 110 2 2 2

e a EBFC mostrada na Figura 13. Este c6digo possui
parametros C5(8,2,6).

G

L

c[n]

woil

I

wil

Fig. 13. Estrutura BFC do exemplo 5, C5(8, 2, 6).

IV. CONCLUSOES

Nesse artigo foi mostrado como se utilizar estruturas de
banco de filtros ciclicos (BFC) para codificar e decodificar
codigos de bloco lineares. A transformada de Fourier de
curta duragdo sobre corpos finitos foi apresentada e utilizada
para propor um método de projeto de bons cddigos para
uma dada estrutura BFC basica. Foram apresentados exemplos
de cédigos construidos por esse método, obtendo-se cédigos
lineares conhecidos, tais como os cédigos de Hamming,
de repeticio e Reed-Solomon. Estruturas BFC apresentam
convolugdes, compressdes e expansdes ciclicas, o que significa
a possibilidade de facil implementacdo em hardware. Métodos
de corre¢do de erros estdo sendo investigados, utilizando-se
estruturas BFC de anilise.
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APENDICE I
SISTEMAS CicLICOS

A. Filtros Ciclicos

O diagrama da Figura 14 denota um filtro ou sistema ciclico
linear invariante no tempo (CLIT). Um sistema CLIT também
pode ser caracterizado por sua resposta ao impulso, h[n], pela
relacdo

yln] = z[n] ® hlnl,

onde ) denota convolugio ciclica de comprimento N.

x[n] . y[n]

Fig. 14. Diagrama de um sistema CLIT

2L

B. A Transformadas Z Ciclica

Para cada seqiiéncia x[n], n = 0,1,..., N — 1, existe um

polindmio X (z), com coeficientes em GF'(p™), na varidvel
271, 0 qual representa a transformada Z ciclica de x[n],
denotada por

an] <% X(2),

S€

1>

X(2) (22)

Z_: x[n]z™"™.

A transformada Z ciclica possui propriedades sobre a
aritmética polinomial médulo (z=% — 1).

C. Projeto de Banco de Filtros Ciclicos

Um método simples para projeto de banco de filtros ciclicos
¢ apresentado a seguir:

o Escolher um filtro produto, P(z), satisfazendo a equagio

P(z) + P(—z) = 2. (23)

o Fatorar P(z) em Hy(z)Go(z);
« Utilizar as seguintes equagdes para encontrar Hq(z) e
Gl (Z)

Hi(2) = —2'Go(~2) (24)

Gi(2) = —27"Ho(—2), (25)

com | impar. Diz-se que esses filtros satisfazem a
condi¢do de recuperagdo perfeita (RP).



