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Banco de Filtros e Wavelets para Sistemas Ciclicos
sobre Corpos Finitos

G. J. da Silva Jr. e R. M. Campello de Souza

Resumo— Este artigo apresenta uma abordagem para sinais e
sistemas de comprimento finito, denominados aqui como sinais
e sistemas ciclicos. A Transformada de Fourier em Corpo Finito
e a transformada Z ciclica sdo apresentadas nesse contexto. Os
sistemas subamostrador e sobreamostrador sdo definidos para
sinais ciclicos. E mostrada a estrutura de banco de filtros ciclicos
e, a partir destas, as séries wavelet para sinais ciclicos. Exemplos
e aplicacoes em corpos finitos sdo apresentados.

Palavras-Chave— Corpo finito, banco de filtros ciclicos, wave-
lets ciclicas, transformada Z ciclica, TFCF, sistemas ciclicos.

Abstract— This paper presents a framework to deal with cyclic
and finite length signals and systems. The finite field Fourier
transform and the cyclic Z transform are presented in this
context. The downsampler and upsampler systems are defined
for cyclic signals. The structure of cyclic filter banks is shown
and wavelet series for cyclic signals are constructed. Examples
and applications in finite fields are presented.

Keywords— Finite fields, cyclic filter banks, cyclic wavelets,
cyclic Z transform, FFFT, cyclic systems.

I. INTRODUCAO

A teoria de sinais e sistemas sobre o corpo dos complexos
encontra-se bem estabelecida [1]-[3]. Sinais e sistemas sdo
quase sempre analisados e simulados em madquinas digitais
que utilizam aritmética de ponto flutuante, o que leva a
aproximacdes de ndmeros reais, podendo acarretar em er-
ros de quantizacdo [l]. Estruturas sobre corpos finitos [4]
vém se tornando atrativas, no sentido de que as mesmas
podem ser armazenadas em maquinas e processadores digitais,
evitando erros de quantizacdo e arredondamento causados
por operagdes com ponto flutuante. Muitas ferramentas de
engenharia vém emergindo para estruturas definidas sobre
corpos finitos [5]-[9].

Sistemas baseados nas chamadas estruturas ciclicas sdo
de especial interesse em engenharia, uma vez que apre-
sentam comprimento finito, como por exemplo os c6digos
ciclicos [10] e sistemas baseados na DFT, o que facilita sua
implementagao [1], [5].

Formalmente, um sistema é dito ciclico se suas entradas
e saidas sdo blocos de comprimento fixo, N, denominados
sinais ciclicos. Nesse cendrio, a operagdo de deslocamento é
substituida pelo deslocamento circular ou ciclico. De forma
andloga aos sistemas lineares e invariantes no tempo, um
sistema ciclico linear invariante no tempo (CLIT) também
pode ser caracterizado por sua resposta ao impulso, h[n]
(Figura 1).
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Diagrama ilustragdo de um sistema CLIT.

Fig. 1.

A notagdo indicada a seguir € utilizada neste trabalho:

N — Comprimento do sinal;

n — Indice de varidvel no dominio do tempo;

k — Indice de varidvel no dominio da freqiiéncia;

a — Elemento de GF(p™) (Campo de Galois de ordem p™)
com ordem N.

Dessa forma, um sinal ciclico z[n] é um vetor com N ele-
mentos em GF(p™). Toda notacdo de deslocamento se refere
a deslocamento ciclico. Os sinais ciclicos também podem ser
vistos como sinais infinitos com periodo N. A saida de um
sistema CLIT ¢ dada por

N—-1
yln) = > aljlhln — j] = x[n] ® Aln), e9)
j=0
onde ® denota convolugdo ciclica de comprimento N.
As seqiiéncias z[n] e X[k], n,k = 0,1,..., N — 1, onde
z[n], X[k] € GF(p™), formam um par da transformada de
Fourier em corpo finito (TFCF), denotado por

z[n] I X[k],
NS N_1
X[k £ Y anlat, @)
n=0
¢ N—-1
z[n] = N~ (mod p) Z X [k]a~*", 3)
k=0

A TFCF possui propriedades andlogas as da DFT [1], [5].

Uma outra transformada de interesse é a transformada Z
ciclica sobre corpos finitos, que pode ser vista como uma
nota¢do polinomial do sinal ou do sistema, notacdo bastante
utilizada em cd6digos ciclicos [10]. Para a seqiiéncia x[n], n =
0,1,...,N — 1, onde z[n] € GF(p™), existe um polindmio
X (2), com coeficientes em GF(p™), na varidvel z~1, o qual
representa a transformada Z ciclica de z[n], denotada por

z[n] Z, X(2),
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N

N-1
X(z) 2 Z x[n]z™"™. “)
n=0
Entdo, mostra-se que

zn] = N~ (mod p) > X(2)z", )
zeS

onde S = {1, a, a2,..., o¥~1}. Como o sistema é ciclico, a
transformada Z estd associada a aritmética polinomial médulo
(z=N —1).

A TFCF se relaciona com a transformada Z ciclica por meio
da seguinte relacdo:

X[k] = X (2)|sma-r = X(a™"), (6)

para k=0,1,...,N — 1.

Este trabalho estd organizado como descrito a seguir. Nas
secoes II e IIT sao introduzidos, respectivamente, o subamos-
trador e o sobreamostrador ciclicos. Na secao IV, é mostrada
uma forma eficiente de processar sinais subamostrados. A
secdo V apresenta duas identidades importantes para proces-
samento multitaxa e as se¢des seguintes (VI e VII) descrevem
as estruturas de banco de filtros e wavelets ciclicas. As
conclusdes sobre o trabalho sdo apresentadas na se¢ao VIII.

II. SISTEMA SUBAMOSTRADOR OU COMPRESSOR CicLICcO

O sistema da Figura 2 € um sistema subamostrador ciclico
no tempo. A saida é denotada por z4[n] = xz[Mn]. Em
sistemas ndo ciclicos, o sinal x4[n] tem comprimento M vezes
menor que o comprimento de x[n]. Para sistemas ciclicos, o
comprimento da saida é sempre N, porém, a mesma pode ser
expressa de forma reduzida.

x/n] (i ) xd[nz

Fig. 2. Diagrama de um sistema subamostrador ciclico de parimetro M.

Definigd@o 1: Um sistema subamostrador M ciclico, com
entrada x[n] e saida z4[n] = x[Mn), existird se M divide N.

Com essa definicdo, a saida de um subamostrador pode ser
representada por um sinal ciclico de comprimento N/M.

Proposicio 1: A saida de um subamostrador M, x4[n],
apresenta periodo igual a N/M, ou seja,

zaln + N/M] = z4[n). ™)

Demonstragdo: x[n| tem periodo pelo menos N, por
defini¢éo de sinal ciclico. Entdo, z[n] = z[n + N], de modo
que z4[n + N/M] = z[M(n + N/M)] = z[Mn + N| =
x[Mn] = z4[n]. [ |

Pode-se entdo representar a saida de um subamostrador M
por um sinal ciclico de comprimento N/M.

Exemplo 1: Considere o sinal z[n] = (1,2, 3,4,5,6) como
entrada de um subamostrador com M = 3. Entdo x4[n] =
z[3n] = (1,4,1,4,1,4) = (1,4), onde a dltima igualdade
expressa a seqiiéncia z4[n] em forma reduzida.

A. Andlise do Subamostrador Ciclico

Para analisar a saida x4[n] do subamostrador ciclico,
considera-se a seqiiéncia sys[n| definida a seguir:

| 1, sen=0 (mod M)
smln] = { 0, caso contrario, ®)
n = 0,1,...,N — 1. Se M|N, essa seqiiéncia pode ser
representada de duas formas,
N/M—1
suln] = Y dln—jM] )
§=0
ou
B Mol .
saln) =M Z a~wmin, (10)
§=0
Amostrando a seqiiéncia x[n] chega-se a
xs[n] = x[n]sp[n], (11)

cuja transformada Z ciclica pode ser obtida por meio de (9)
como sendo

N/M-1 N/M-1
Xs(2) = Z z[Mjlz=IM = Z zqlj]z7 M. (12)
j=0 j=0
Alternativamente, partindo-se de (10), chega-se a
M-1
Xo(2) =M™y X(afriz). (13)
7=0

Utilizando as equagdes (4) e (7), chega-se a expressdo da
transformada Z do sinal z4[n],

M—1 N/M—1
Xq(z) = Z P Z x[Mn]z~". (14)
3=0 n=0
De (9) e (12), pode-se escrever
Xa(2) = Sx (2)X,(277), (15)

onde S (z) = ZjMzal 2771 ¢ a transformada Z de s [n).

Usand0M(13) chega-se a uma expressdo que s6 depende de
X(2),
M—1
N 1
Xa(z) = M_lS%(z) Z X(admlzi1),
j=0

(16)

Utilizando (6) para obter resultados no dominio da
freqiiéncia, chega-se a

M-1 N
X —_ a1 A
skl =M Z Xk =577 (17)
7=0
e
M—1 i _ ﬂ . ..
Xqlk] = { ijo X[M MJ]7 se M lelC/le. k (18)
0, caso contrario.

Essas propriedades funcionam também para sistemas

ciclicos no corpo dos reais. Para isso, basta substituir v por
27 /N



XXV SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICACOES - SBiT 2007, 03-06 DE SETEMBRO DE 2007, RECIFE, PE

III. SISTEMA SOBREAMOSTRADOR OU EXPANSOR
CicLico

O sistema sobreamostrador ciclico, Figura 3, sera definido
de acordo com a Figura 4, ou seja, a saida do sistema em
cascata subamostrador - sobreamostrador L resulta em z,[n]
para uma entrada x[n]. Essa relagdo vale também para sistemas
ndo ciclicos.

x/n]

x.[n

Fig. 3. Representacido de um sistema sobreamostrador L ciclico no tempo.

Fig. 4. O sistema sobreamostrador € definido de forma que o sistema em
cascata subamostrador sobreamostrador, para uma entrada x[n], resulta em
z[n]sr[n], assim como em sistemas ndo ciclicos.

Assim, a definicdo de um sistema sobreamostrador ciclico
¢ feita da seguinte forma:

Definicao 2: Um sistema sobreamostrador ciclico de
parametro L existird se L divide N, de tal forma que, para
uma entrada z[n], a saida z.[n] é dada por

N-1
Te[n] = L1 Z z[j]6[n — L] (19)
Pode-se fazer algumas obserjvag()es sobre essa definicdo:
¢ Os sinais expandidos podem ter componentes ndo nulas
apenas em valores de n que sdo multiplos de L;
e Se o sinal z[n] tem periodo N/L (foi resultado de
uma compressdo de L), entdo o sinal expandido é dado
simplesmente por

2oln] = { g’[n/ L,

o A expansdo de um sinal z[n] que ndo possui periodo
N/L, sofrerd perda de informagéo com a expansdo pela
sobreposi¢do (aliasing). Isso ndo ocorre em sistemas niao
ciclicos.

se L divide n

.. 20
caso contrario. (20)

A. Andlise do Sobreamostrador Ciclico

O sinal z.[n] pode ser analisado a partir da definicdo da
transformada Z ciclica, Equacdo (4), e da definicdo 2 (19).
Tem-se

X.(2) = L7 X (1), 1)
Passando para o dominio de Fourier,
X [k] = L~ X[Lk]. (22)

Conclui-se que uma compressao no tempo gera uma expansao
na freqiiéncia e uma expansio no tempo gera uma compressio
na freqii€ncia, semelhante ao caso de sistemas nao ciclicos.

IV. CoNVOLUCAO CICLICA DE SINAIS SUBAMOSTRADOS

Os sinais de saida de um sistema subamostrador tem com-
primento R = N/M e também sdo ciclicos. Observando o
que acontece quando se convolui um sinal z[n], de periodo
R, com um outro y[n], de periodo N, tem-se

ol) i) = 3 alloln — 1) =
> 3 alilytn —j — m)
o) ®yln] = Yol Y vl —j w23

Definindo a representacdo reduzida de y[n]| de periodo R

por
M—1

Z y[n —mR],

m=0

yr[n] = (24)
observa-se que yg[n] tem periodo R. Pode-se entéo simplificar
a expressdo da convolugdo ciclica para

R—1
zln] ® yln] = Y zljlyrln — 5] = [n] ® yr[n].

Jj=0

(25)

A computagdo da representagdo reduzida (24) ndo possui
multiplicagdes. Isto reduz a complexidade computacional mul-
tiplicativa da convolugdo ciclica envolvendo um sinal reduzido.

Supde-se agora que ambos os sinais, xz[n] e y[n], sdo
reduzidos de periodo R. Utilizando a expressdo (24) para
calcular a representagio reduzida de y[n] e sabendo que y[n] =
y[n + mR], chega-se a

M-1

S yln—mR) = Myln].

m=0

yrln] = (26)

A expressdo da convolugdo para sinais reduzidos pode ser
encontrada substituindo (26) em (25), resultando em

z[n] ® y[n] = Mz[n] ® y[n]. (27)
V. TROCANDO A POSIQAO DO FILTRO COM O
SUBAMOSTRADOR/SOBREAMOSTRADOR

Para o estudo de banco de filtros algumas relacdes bésicas
sA0 necessdrias, as quais sdo validas para sinais nao ciclicos,
mas que precisam ser demonstradas para sistemas ciclicos.

A. Primeira Identidade Nobre

Proposicdo 2: Os sistemas (a) e (b) da Figura 5 sdo equi-
valentes.
Demonstracdo: Partindo do sistema (a), utilizando a
propriedade da convolugdo,
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x/n] . winj . y[n]

Il @

x[n] .@ Xa[n] -H(Z) yin]
(b)

Fig. 5. Primeira identidade nobre - Os sistemas (a) e (b) sdo equivalentes.
€
M—1
N 1 .
Y(2) = Walz) = M7'S5 () Y X(¥9=3) H(aV72),
§=0

Como oV = 1, pode-se retirar H(z) do somatério e portanto
M—1
N 1
Y(z) = H(z)M_ls% (2) Z X(am/z3) = H(2)X4(z),
§=0
que € a relacdo entrada/saida para o sistema (b). |

B. Segunda Identidade Nobre

)AL
1 ‘
x[n] xe[n] yin]

Fig. 6. Segunda identidade nobre - Os sistemas (c) e (d) sdo equivalentes.

Proposicdo 3: Os sistemas (c) e (d) da Figura 6 sdo equi-
valentes.
Demonstragdo: Partindo do sistema (c),

W(z) = X(2)H(z)

Y(2) = We(z2) = LT'W(F) = L' X (M) H(2Y),

0 que implica
Y(z) = Xe(2)H(2"),

que ¢é a relacdo entrada/saida para o sistema (d). |

VI. BANCO DE FILTROS EM SISTEMAS CICLICOS

Considere a estrutura da Figura 7, um banco de filtros
ciclicos (BFC) de M canais que recupera exatamente o sinal
de entrada apdés a sintese, uma caracteristica chamada de
reconstrugdo perfeita [2], [3].

Proposicdo 4: Para um banco de filtros ciclicos de M
canais, como mostrado na Figura 7, se a chamada relacdo de
reconstrucdo perfeita (28) é satisfeita, ou seja, se

M-—1
> Hi(af™2)Gy(2) = Md[m], (28)
j=0

r——————— A
|

=
Banco de Analise | Banco de Sintese

|
| -

T
| |

| /g |

Fig. 7. Estrutura de um banco de filtros ciclicos de M canais, ilustrando o
banco de andlise e de sintese.

entdo, x,.[n] = z[n].

Demonstragdo: Para a j-ésima linha da estrutura, cha-
mando a saida do filtro G;(z) de y;[n|, temos a seguinte
equagdo de saida da linha j:

Yj(z) = G;(2)(H;(2) X (2))s-

Considerando as expressdes (16) e (21),

M-1
Yi(2) = Gi(2)M™1 Y Hj(a®™2) X (a¥7™2).
m=0
Somando todas as M saidas da estrutura temos o sinal
recuperado, denotado por x,.[n]. Entdo

M—-1

> Yi(z) =

J=0

X (2) =

Substituindo o dltimo somatdrio pela relacdo de reconstrugdo
perfeita (28), a expressdo de X,.(z) se reduz a

M-1
Xp(2) =M1 X(a¥™z)Mom] =
m=0
M-—1 .
3" X(adrm2)d(m] = X(=).
m=0

|
A reconstrugdo perfeita pode também ser analisada no
dominio da freqiiéncia por (6). A Equagdo (28) torna-se

(29)

Exemplo 2: Considere o corpo GF(2%), com N = 15,
M = 3 = 1(mod 2) e a um elemento de ordem 15, raiz



XXV SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICACOES - SBiT 2007, 03-06 DE SETEMBRO DE 2007, RECIFE, PE

do polinémio primitivo sobre GF(2), 7(x) = z* + x + 1.
Utilizando (29), escolhe-se os filtros sem sobreposicdo:
Hylk] =(1,1,1,0,1,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0) = Go[k],

H,[k] = (0,0,0,0,0,1,0,1,0,0,0,1,0,1,1) = G1[k],
H,[k] = (0,0,0,1,0,0,1,0,0,1,1,0,1,0,0) = Go[k].
A Equacdo (29) é facilmente verificada, pois, H;[k]G;[k] =
H;lk] e Hi[k — 5m|G;[k] = 0, para m # 0(mod 3). Além
disso, Holk] + Hi[k] + Hz[k] = 1, para k =0,1,...,N — 1.
Logo, essa estrutura é um banco de filtros com reconstrugio
perfeita (Figura 7, com M = 3). Para o sinal de entrada

z[n] = (1,0,0,1,1,1,0,0,0,1,1,1,1,0,0), a saida do banco
de andlise resulta em

2" [n] = (0,0,0,0,0),

x?D[n] = (0,0,1,1,0),

xél)[n} =(1,1,1,0,1).

Aplicando esses valores nas entradas do banco de sintese,
verifica-se que ocorre a reconstruc@o perfeita de x[n] na saida.

A. Banco de Filtros Ciclicos de Dois Canais

Banco de filtros de dois canais s@o as estruturas mais
simples e mais utilizadas na teoria de banco de filtros para
sistemas nao ciclicos. A grande vantagem ¢ a simplificacdo
computacional para o projeto dos bancos. A estrutura de dois
canais estd apresentada na Figura 8.

TN W) G
T 7

Estrutura de um banco de filtros de dois canais.

Fig. 8.

Escrevendo a Equacgdo (28) em forma matricial com M = 2,

tem-se
Lmih min][eB]-10] @
Definindo a matriz modulagio Hi,,(z) como
o 40 40w
resulta em
{ gggg } —2071(2) { _}%(_’2) ] (32)

onde A(z) = det(H,,(2)).

B. Projeto de Banco de Filtros Ciclicos

O método apresentado para o projeto consiste em restringir
A(z) = B2!. Isto faz com que sempre se encontre solucio para
A~Y(z)(mod 2=~ —1). A constante 3 ndo nula pode variar,
assim como o valor de [, o qual tem a restri¢do de ser impar.
Adotando § = 2 e substituindo em (32), resulta em

Go(z) = 27 Hi(—2) (33)

(&

G1(z) = =2 'Hp(—2). (34)

Com esses dois resultados, a equacdo matricial (30) reduz-
se a

Ho(2)Go(2) + Ho(—2)Go(—2) = 2. (35)
Definindo o filtro produto

P(2) = Ho(2)Go(2) (36)
e substituindo em (35), tem-se

P(2)+ P(—z2) =2. (37)

O polindmio P(z) contém apenas poténcias impares de 21 e

o termo independente ¢ a unidade. Assim, pode-se propor um
método de projeto para banco de filtros ciclicos.

Proposicdo 5: Um método para projeto de banco de filtros
ciclicos:

o Escolher um filtro P(z) satisfazendo (37);

o Fatorar P(z) em Hy(z)Go(z2);

o Utilizar as equagdes (33) e (34) para encontrar Hy(z) e
Gl(z)

VII. WAVELETS CIiCLICAS SOBRE CORPOS FINITOS

As expressdes da série wavelet ciclica sobre corpos finitos
podem ser obtidas por iteracdes de banco de filtros de dois
canais, estruturas conhecidas como Octave-Band (divide o
sinal em oitavas, no caso de sistemas ndo ciclicos), como
mostra a Figura 9.

x2[n]

x,2[n]

Fig. 9. BFC de andlise Octave-Band (resulta nas séries wavelet ciclicas sobre
corpos finitos).

Como existe compressao por 2 somente se 0 comprimento

do bloco € par, entdo existird saida no estdgio 7, mgj )[n]

0 )[n} se 2/ divide N. O sinal original é recuperado
utilizando a estrutura de sintese, mostrada na Figura 10.

Fig. 10. BFC de sintese Octave-Band.
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A partir da Figura 9, pode-se utilizar a primeira identidade
nobre para colocar todos os subamostradores nas extremidades
da direita. Assim, definindo

1

79 (2 HH =HY V)H(:¥) (38)
e
j—2
: j—1 i
H(2) = (") [] Ho(=") =

i=0
HY ™V () Hy (2, (39)
j=1,2,...,J, em que J é o maior niimero tal que 27| N, os

sinais nas saidas do estdgio j sao

N-1

3" afnn 291 n,

n=0

1l = (40)
1=0,1.

A expressao de sintese pode ser encontrada, utilizando a
segunda identidade nobre para colocar os sobreamostradores
na extrema esquerda. Definindo

Gy (2) H Go(*) = IV (G(T)  @
e
, 2 .
G = (=" ) [[ Golz*) =
(G=1) . 2=t
Gy (2)Gi(z" ), (42)
pode-se escrever a expressdo de saida no dominio Z,
J
)= 27X ()67 (2)
j=1
+27 7 x{(z2)G (). (43)

Considerando a transformada Z inversa de (43), encontra-se a
expressdo de sintese para J estagios,

J N/27—1
PP Pl
j=1 [=0

N/27 -1

+ Z (J) )[n —271).

Exemplo 3: Considere o corpo GF(72), N = 72 —1 =48, e
o elemento primitivo a, raiz do polindmio 7(z) = 2 +z + 3.
Utilizando o método de projeto da proposicdo 5, considere
P(z) = (1+2z"H2R(2).

Essa é a constru¢do de Daubechies Do, utilizada para
construir banco de filtros para sistemas ndo ciclicos sobre o
corpo dos reais. O polindmio R(z) = (a + bz~ + az722)z3
apresenta solucdo tunica para a e b para P(z) satisfazer (37).
A solucdo em GF(49) é a =3 e b = 2, ou seja,
P(z)=(1+2z"H4B+2271 +3272)23
Escolhendo
Ho(z) =4+ 2271+ 22747,

—9iy)

(44)

Go(2) =5+427 1 + 5272 + 52746 + 4,747,

e utilizando as equagdes (33) e (34), com [ = 1, chega-se a
Hi(z) =4+2271 42274 4 4,746 4 2,747,

Gi1(2) =2+5271 42272 Se

z[n] = (0,1,2,3,4,5,6,0,1,2,...,4,5) = n(mod 7) é a
entrada do banco com quatro estdgios (quatro é o nimero
maximo de estdgios para N = 48), obtém-se os resultados:

291 = (5,0,0,...,0,6),

x%” [[] = (4,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,5),
x%“” ] = (0,0,0,0,0,1),

x%“) [ = (5,0,6),

xi“) 1] = (5,2,4).

Utilizando o banco de sintese para Do em GF(7), recupera-se
exatamente o sinal original de comprimento N = 48.

VIII. CONCLUSOES E SUGESTOES

Dois novos sistemas ciclicos foram definidos, o subamostra-
dor e o sobreamostrador ciclico, os quais foram utilizados para
definir as estruturas de banco de filtros ciclicos (BFC). Um
método de projeto de BFC foi proposto. A série wavelet ciclica
foi apresentada, utilizando estruturas BFC. As estruturas BFC
e as séries wavelet ciclicas constituem novas ferramentas que
podem ser utilizadas na andlise de sinais sobre corpos finitos e
sobre o corpo dos complexos. Para corpos finitos destacam-se
aplicacdes na andlise e geracdo de codigos de bloco [11]. Para
o corpo dos complexos, estdo sendo estudadas aplicacdes de
BFC em processamento de imagem, esteganografia e marca
d’agua.
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