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Uma Técnica de Multiplo Acesso Baseada na
Auto-estrutura das Transformadas Trigonomeétrica:

J. B. Lima e R. M. Campello de Souza

Resumo— Este artigo propde uma técnica de mdltiplo acesso do cosseno e do seno podem ser bastante (teis no campo da
ao canal somador real (RAC). Neste cenario, a separacdo dagptica [5]; noutros casos, essas ferramentas tém sidoautag
informacao enviada pelos usuarios baseia-se no fato de queg 5goritmos rapidos para a solugdo de sistemas Toeplitz [6]

a cada um deles, estad associado um conjunto especifico de O obietivo dest " . técnica d It
auto-seqiiéncias de uma transformada trigonométrica disata objetvo deste arugo € propor uma tecnica de muiu-
(DTT). Um estudo acerca da auto-estrutura das matrizes de Pl0 acesso ao canal somador real (RAC), baseada na estru-
transformacg&o das DTTs é apresentado. Particularmente, adisa- tura de autovetores e autovalores (auto-estrutura) dasDTT
se os autovalores e os autovetores da transformada discret®® A auto-estrutura das transformadas discretas foi invadig
cosseno (DCT). pela primeira vez por Parks e McClellan, que consideraram

Palavras-Chave— Muiltiplo acesso, canal somador real, trans- a transformada discreta de Fourier (DFdiscrete Fourier
formadas trigonomeétricas discretas, auto-seqtiéncias. transform) [7]. No referido trabalho, foram determinadas as

Abstract— This paper proposes a multiple access technique for formas dos autovetores da DFT e as multiplicidades dos
the real adder channel (RAC). In this framework, the separaton seus respectivos autovalores. Posteriormente, outrioaltias

of the information sent by the users is based on the fact i Al Ihant id do al fi
that a specific set of eigensequences of a discrete trigoname realizaram uma analise semelhante, considerando alquoss U

transform (DTT) is associated to each of them. Results conngng ~ de transformadas trigonométricas [5], [8], [9].
the eigenstructure of the DTTs transformation matrices are ApOs esta introducdo, séo brevemente revistas as definicdes

presented. Particularly, the discrete cosine transform (T) das16 transformadas pertencentes a familia das DTTs. Na
eigenvalues and eigenvectors are analyzed. secdo Ill, a auto-estrutura das transformadas trigondacaétr
Keywords— Multiple access, real adder channel, discrete é discutida. Na segdo IV, é proposta uma aplicagédo desses con

trigonometric transforms, eigensequences. ceitos, um método de acesso multiplo ao canal somador real. A
técnica consiste, basicamente, em utilizar auto-segéi€cie
I. INTRODUGAO podem ser “misturadas” num mesmo canal e, posteriormente,

Em Processamento de Sinais, as transformadg§uperadas. Finalmente, algumas conclusdes e perggectiv
trigonométricas discretas (DTTsdliscrete trigonometric Para futuras investigacoes séo apresentadas.
transform$ desempenham um relevante papel, fundamentando
uma série de técnicas presentes em diversas aplicacdes. NB TRANSFORMADAS TRIGONOMETRICASDISCRETAS
area de Processamento Digital de Imagem, particularmente, . .
. 9 9 P . S ma das maneiras de construir
a transformada discreta do cosseno (Ddigcrete cosine | . o . . A
trigonométricas € considerar uma seqiéngia= (x;)

transforn) € uma das principais ferramentas, constituindo comprimentoN, N — 1 ou N + 1, e estendé-la para a
base para importantes padrdes de compressédo de sinais e §ahra ' '

as transformadas

técnicas de marca d’4gua no dominio da freqiiéncia [1], [2 squerda e para a direita segundo determinado critério de
9 9 ' *“Simetria. Combinando uma simetria par ou impar, com uma

Na maioria dos casos, 0 que torna atrativo o uso da . . S .
. : ~ . swetrla cujo eixo se localiza sobre uma amostra ou sobre
DCT é a sua propriedade de compactacdo de energia. b . . o
ponto médio entre duas amostras, é possivel dritpos

definicdo de~ cad_a ,tIp_O de DTT .ROd(.e ser_fe|ta a partir Cg% simetria (Figura 1): WSwhole-sample symmejryWA
uma extensdo simétrica da sequéncia cuja transformad Se .
deseja calcular [3]. No caso da DCT, realiza-se um tipo %WF Ole-sample antisymmejjyHS (half-sample symmegye
! ~ o o . P A (half-sample antisymmeiryO procedimento de extensao
extensdo que proporciona uma suavizacdo do sinal, o '+ gera uma nova seqiéncia— (i,). Os coeficientes da
resulta na concentracéo da energia do mesmo nas componen‘?es : . L ~ .
. R A . . respectiva transformada trigonométrica desdo obtidos a
da transformada associadas as frequéncias mais baixas. i d d ho d :
Apli ~ focalizam diferentes propriedades da DC_ngrUr a DFT de um trecho de comprimer2®y ou 2N — 1
plicagbes que focaliz i S propri S . - 3 . - ~
: - N ., déz. Isso significa que é possivel definis versdes de DTTs
de outras transformadas trigopnométricas tém, contudo dsd
. usando senos e cossenos [3].
senvolvidas. Em um trabalho recente, com base na convolugaBe maneira aeral. qualauer DTT de uma seqiiéncia ou vetor
simétrica das DTTs, propds-se 0 seu emprego em sisterpaﬁ o geral, quaiq - q .
o ; . _linha x = (z;) é um vetor colunaX = (Xi), que se obtém
OFDM (Orthogonal Frequency Division Multiplexifg[4]; ~ L
. : " Rela equacao matricial
mostra-se, também, que as transformadas discretas fa#io
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TABELA |
TRANSFORMADAS DISCRETAS DO COSSENO

Elementos da matriz de transformagéo Dimensio da matriz

Fig. 1. Tipos de simetria de uma seqiiéncia. [Cielwi = \/% Bi By, cos (%ﬂ) 0<ki<N
— WL
. . [gQE]ki:\/%ﬂkCOS<—7r (j\, 2)> 0<ki<N-—1
guais, resumidamente, apresentam cada DTT em sua ve[sédo

unitaria. Para simplificar, as transformadas do cossenale a$ (c,.),, — \/% B cos <w(k+%)i>
seno sdo denotadas pore S, respectivamente. Na segund

N 0<ki<N-1
coluna de cada tabela, observa-se a forma como variam gs,),, — \/% cos <w(k+%)(¢+%))

P . ) . : ~ N 0<ki<N-1
indicesk (linhas) ei (colunas), que determinam as dimensdes '
dex, M e X. As funcbes peso sdo dadas por 2 2mki 4
! [Ciolks = mﬁz Bk COS(2N71) 0<k,i<N
1
—=, r=00uUN
=4 V2’ ’ __ 2 2mk(it5)
B { 1, r=1,2,...,N—1 2) [Coolki = o= %ﬂkcos< IN-T 0<k,i<N-1
e 2n(k+1)i
1, r=0,1,...,N — 2, [C3°]ki:—\/—21%1_1 5”’@“”‘( z(N_§)> 0<ki<N-1
= L, r=N —1. (3) 9 (k+1)('+1)
\/,5 . | [Caolki = = cos < SN > 0<ki<N-2
Naturalmente, o calculo da DTT inversa de uma seqiéncia
também pode ser representado através de uma equacdo ma-
tricial. As relacdes entre cada transformada e sua invéisa s TABELA Il

dadas pelas equacdes TRANSFORMADAS DISCRETAS DO SENO

1

€] =[] 4)
G = [Cs] 5)
[03]—1 — [Cg] (6) Elementos da matriz de transformag&o Dimensio da matriz
Ca™ = [Cd @) — )
[S17" = (8] @ | VE () LehieNl
[S:7 = [Ss] ©) - o L<heN
I (10) | [Seelii = /2 Bisin (" 2 )
a7 =[S (11) 0<i<N-1
_ , 0<k<N-1
I1l. AUTO-ESTRUTURA DASDTTS [Szelri = \/% Bi sin <@>
O objetivo central desta secdo é determinar que sequiéntias 1<i<N
x; possuem uma transformada trigonométiiGaque satisfaz )
a relagéo [Stelwi = \/N sin <72N 2 > 0<k,i<N-1
X = A xg. 12
« ' k. 42 [Stolni = k= sin (25 1<ki<N-1
A Equacgdo (12) pode ser escrita sob a forthdzr;} =
A z;, onde7 denota o operador transformada trigonométri¢a - L<k<N-1
discreta,\ representa um autovalor do mesme;eo seu au- | [Syy; = —s%— sin <2”2’“151j1§)> -
tovetor (ou auto-sequiéncia) associado. Assim, para det@rm 0<i<N-_2
as auto-seqliéncias de uma DTT especifica, € suficiente obter —
os autovalores de sua matriz de transformacgéo. Basicamente N 0<k<N-_2
a auto-estrutura dessas transformadas se divide em dos CasSzo]xi = —52= sin <2”2(]’3t§)’>
gue séo analisados em seguida. 1<i<N-1
. 2m(k+3)(i+1
A. Autovalores das DTTs dos tipose 4. [Saolki = za—s Vi Ve sin <%) 0<ki<N-1

Os autovalores associados a uma transformada discreta
possuem uma relacao direta com o que se chama de ciclo da
matriz de transformacgdo. Este pardmetro pode ser entendido
como o numero de vezes sucessivas que se deve calctdaultado a mesma seqiiéncia. Tal procedimento é equigalent

7

a transformada de uma seqiiéncia até que se obtenha camabter a ordem multiplicativa da matriz, isto €, o menor
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expoente positivo ao qual a mesma, sendo elevada, resulta nas polinémios em questdo sdo denominados palindrémicos,
matriz identidade. Esse fato é ilustrado a partir da prg@osi casop(\) = A\Vp(1/)), ou anti-palindrémicos, casp()\) =

a seguir. —ANp(1/X). O célculo das raizes de polindmios desse tipo é
Proposicéo 1:Os autovalores da matri£;.] sGoA = 1 e facilitado por conta de um método de substituicdo de vaisave
A=—1. gue reduz o seu grau a metade [12]. Assim, é possivel utilizar

Demonstracao: Observando a Equacéo (4), verifica-sérmulas fechadas para avaliar os zeros de um polinémio
queC;. € um operador involucionario, ou seja, 0 seu ciclo galindrébmico de grau at€0. Retirando-se as raizdse —1,
igual a2. Dessa forma, aplicando-o duas vezes sucessivas mesmo € reduzido a um polindmio de grauAcima disso,
uma sequéncia;, obtém-se os pares métodos numéricos podem ser empregados.
Com o auxilio de programas de computador, obteve-se os
i — X, (13) A s ; ~
polinémios caracteristicos das matrizes de transformdgio
X; — xy. (14) ¢,. de diversos comprimentos e suas respectivas raizes. Os
resultados observados permitem conjecturar que, pargugral
comprimentoN, os autovalores da matrigs.] séo todos
C{x;} = wp. (15) distintos.
Outro importante aspecto dessa matriz pode ser percebido
gscrevendo—a na sua forma diagonal, como a seguir,

Equivalentemente, pode-se escrever

Como x; é uma auto-seqiéncia dg., a Ultima expressdo
corresponde a\?>z;, = i, de onde se chega ao resultad
proposto. n [C2e] = UAU™. (16)

A Proposicéo 1 pode ser estendida as demais transformadas o L .
trigonométricas dos tipos e 4, sejam as mesmas do cossenbl@ Ultima equacad,] € uma matriz unitaria cujas colunas sdo
ou do seno; com simetria par ou impar. Isso porque es§sdovetores da matr{z, | (U € sua transposta conjugada);
operadores também possuem ciclo igual a que, conforme € Uma matriz diagonal cujos elementos séo os autovalores de

demonstrado, é suficiente para se obter os seus autovaloréeze]- Conforme sera demonstrado, essa representagéo auxilia
o estudo do ciclo da matriz de transformacéo.

Diretamente da Equacao (16), observa-se que poténcias de

B. Autovalores das DTTs dos tipgse 3. [C2c] podem ser calculadas a partir de poténcias\depois,
A obtencéo dos autovalores das DTTs dos tthes requer yma vez quel*U =1,

uma abordagem diferente da apresentada na Proposicdo 1,
uma vez que as mesmas ndo sdo involucdes. Dessa maneira, [Coe]” = UA"U™, (17)

recorrer-se-a ao procedimeto convencional para o cal@so ¢y, ¢ ym numero inteiro. Assim, o menor valor positivo
autovalores de uma matriz, que corresponde a avaliagao 83§ que forneceCs.]” = I é 0 mesmo que forneck” = I
e = =1L

raizes do polindmio caracteristico da mesma. Para iss@, €[ o A & diagonal, o calculo de suas poténcias é feito sim-

considerada a matri;.]. As outras DTTS, dos tipos e 3, plesmente elevando cada componente ao respectivo expoente

apresentardo um comportamento semelhante. No presente caso, tais componentes s&o os autovalofés He

Como a determinac&o do polindmio caracteristico de U8, sando unimodulares podem ser escritos chme ¢if:
matriz envolve o calculo de um determinante, é relevante meh ’0 1 N-1.0 vallor der que se busca é porta;wto
S . , ,

. . 1=
cionar que o custo computacional desta tarefa, normalmeg&%ele que produz @ = 0 (mod 2r), simultaneamente para

alto, ?Qd? Ser (}ilmlnugjo.l_:sso © E)elto, potr %)}emplol, rf;di'?,todoi. Para isso, seria necessério que todos 0s argum@ntos
g_ma fiz a sua 0"?,3 ; dessen erg ou d” mgc_;rr_\ra [ ]',f_ sem fracdes racionais de, 0 que se conjectura que néo
isso, a ortogonalidade das matrizes das S, verific ntece para a matrZ..]. Esse fato foi observado através

di_retamente a partir das expressc”)e_s que as dgfinem, pe”a]étesimulagﬁes computacionais em que poténciaKs¢ de
afirmar que seus autovalores possuirdo modulo igua ue i orqs valores foram calculadas. Por definigc&o, o ciclabe

seus polinbmios apresentardo um tipo especial de simetriamatriz serial).
Teorema 1:0 polindbmio caracteristico de uma matriz or-
togonal é um polinémio reciproco.

Demonstracdo: Seja M uma matriz ortogonal com
dimensdesV x N e p(\) = def{M — A I) o seu polinébmio
caracteristico. Deseja-se provar que O canal somador binario com dois usuariesBAC, two-

N user binary adder channgk um modelo de canal de comu-
p(A) = £ATp(1/A). nicacdo bastante conhecido [10]. Em [13], foi proposto um
ComoM ! = M7, tem-seM — AT = —AM(MT —1/)). modelo de canal somador real (RA@al adder channgl

Considerando o determinante em ambos os lados da ultiffile, pela primeira vez, auto-seqiiéncias de uma transflarma
expresséo e usando os fatos de quéMgt= detA/7) = +1 discreta, a de Fourier, foram utilizadas para prover o acess

IV. MULTIPLO ACESSOVIA TRANSFORMADAS
TRIGONOMETRICAS

e detA M) = ANdet(M), A € C, tem-se simultaneo de até usuérios.
1 Nesta se¢do, mostra-se como a idéia de multiplo acesso ao
de(M — \1) = i)\Ndet(M - _1) ) canal somador real pode ser implementada utilizando auto-
A seqliéncias de transformadas trigonométricas. Nesse @aso,

B aspecto de maior relevancia é o fato de que DTTs dos
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tipos 2 e 3, de comprimentoN, possuemN autovalores e de suas sucessivas transformadas dodipoEsse resultado
distintos (conjectura). Isso significa que o nimero de ussiarpode ser apresentado através da equacao matricial
multiplexados né&o se limita4 que é o nimero de autovalores b e d

distintos da DFT. o .
<— | @ —b c d (26)
- a* b* c 7d* Y)
A. 2-RAC e b -—c —d
A implementacdo d®2-RAC baseia-se na auto—estruturéJnde
de uma DTT que possui pelo men@sautovalores distin- x=[z1; ... :c4_i]T,
tos. Como exemplo, considera-se a transformégda que, 7 ’ 5 3 T
conforme demonstrado, possdi = 1 e \s = —1 como y= [yz Coc{yi} Cacfui} CQe{yi}] ’
autovalores. Aos usuérios e 2 estdo associadas as auto- a = 10,2500 + 50,8802, b = 0,1262 + j0, 9065,
sequénciasr; = (z1,;) € z2 = (x2,,), relacionadas de ¢ = 30,9151, d = 0,3690 + 50, 8374

modo respectivo aos autovalores mencionados, que podem ser | e .
construidas através de regras especificas [8], [13]. Sab €& Simbolo ™" representa o complexo conjugado.
aspecto, a presente técnica pode ser comparada a uma espéEidmpPortante enfatizar que o comprimento das sequéncias

de DS-CDMA, onde as seqiiéncias de espalhamento serian‘?%%_ _usuérios poderia ser maior. Para isso, seria sufi_ciente
autovetores da matriz de transformacéo considerada [14]. d€finir uma transformada,. com comprimento tambeém maior
A partir de e utilizar apenast dos seus autovalores para conceber o

sistema.

Yi = X1, + T2 4, (18)
C. 8-RAC

onde, para simplificar, utiliza-se o sinal™ para denotar soma . . . ~
A . De forma analoga aos exemplos anteriores, a implementacao
componente a componente de seqiiéncias, é possivel recupera

A - 0 multiplo acesso a8-RAC deve se basear numa transfor-
as sequéncias dos usuarios. Calculakge= C1.{y;}, tem-se e
mada com pelo meno8 autovalores distintos. Novamente,

Vi = M@, i + Modio, i = 21,5 — 2a,5. (19) sera cqn3|derada a ttansform:{dl@ gue, possuindo compri-
mento igual a8, estara associada aos autovalores

Das Equacdes (18) e (19), as seqliéncias dos usuarios sé/pl —0,9592 + j0, 2829 Ao = 0,9592 — j0,2829

obtidas por A3 = 0,9965 + 50,0838, Ay = 0,9965 + j0, 0838,
v+ As = —0,9604 + jO,2785, ¢ = —0,9604 — j0, 2785,
T =T (20) X, = -0,9969 + j0,0792, As = —0,9969 — 50, 0792.
e Paran = 1,2,...,8, a n-ésima equacao do sistema cuja

solucdo permite recuperar as sequiéncias dos usuarios,

T, i = Yi ; Yi, (21) (@r4), (r=1,2,...,8), pode ser expressa por
8
ondeY pode ser calculada usando algoritmos rapidos para a Z AUy = Céz_l){yi}- (27)
DCT. r=1
Resolvendo o sistema de equacgdes (27), tem-se
B. 4-RAC [ a0 a1 as as a4 a5 ag a7 |

ap aj Gy az ay 4z ag G
bo by bg b3 b4 b5 b6 b7
by by by by b b bF bF

Considerando a transformada de comprimenta, a qual
estdo associados os autovalores

AL = 0,9904 + j0,1379, Ay = 0,9904 — 50, 1379, X=1 00 1 o s i s ocq o | (28
A3 = —0,9904 + j0,1379, Ay = —0,9904 — j0, 1379, ket o o < o
. - . do dy dy d3 dy ds dg d
gera-se um sistema com equacdes, a fim de recuperar as e A
comequacoe m e r @ Ay dp dy ody oy didp o di |
seqliéncias dos usuérias, = (z1,;), z2 = (x2,:), T3 =
(23.;) € x4 = (24 ;). ASSim, ter-se-a onde
@1, + T2 + T30+ Ta,i = Vi (22) x=lzvi - esal T
)\11‘171' + )\21‘271' + )\35651 + )\456471' = Cge{yi} (23) y = [yl CQe{yi} Cge{yl} ce Cge{yl}} )
M1+ Aw2 i+ Nas s + Mza,: = C3.{yi} (24) os elementos da matriz apresentada na expressdo (28) s&o
Nay i+ Nag i+ Mas s+ Ny, = C3{y;}. (25) descritos na Tabela Ill.

De acordo com o contelido exposto, teoricamente, é possivel
Resolvendo o sistema acima, o que s6 precisa ser feito umacesso simultdneo ao RAC de uma quantidade de usudrios
Unica vez, € possivel expressar =2, 3 € z4 em funcdo dg tdo grande quanto se queira. Para isso, basta que se utilize
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ELEMENTOS DA MATRIZ-SOLUGAO DO SISTEMA DE EQUAGCOES PARARECUPERAGAO DASAUTO-SEQUENCIAS DOSUSUARIOS NO8-RAC.

TABELA 1lI

]

g

bs

Cs

ds

0
1
2
3
4
5
6
7

—1,4294 — 50, 6442
—1,5654 — j0,2169
3,6733 + j2,5955
4,2796 + j1,4546
—3,1118 — j3, 2559
—3,9178 — j2,2420
0,8523 + j1, 3240
1,1926 + j1,0267

1,6785 — j4,8120
2,0907 — j4,6916
—3,6715 — j13,1277
—4,7862 — j12,8388
3,1105 + ;13,2891
4,2289 + j13,0123
—0,8520 — j5,0445
—1,2731 — j4,9535

—1,4889 + j0, 7022
1,6141 — 50,2572
3,8180 — j2, 7699
—4,4162 + j1,5936

—3,2246 + j3,4344
4,0400 — 52,4010
0,8797 — j1, 3836

—1,2284 + j1,0855

1,7397 — 55,2953
—2,1394 + j5,1042
—3,8198 + j14,4333
4,9228 — j14,0167
3,2259 — j14, 5614
—4,3511 + j14,2218
—0,8800 + 45, 4856
1,3088 — 55,3957
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avaliar detalhes relacionados a quantizagdo dos sinais.  [10] V. C. da Rocha Jr. and J. L. Massey, “A New Approach to thesign
of Codes for the Binary Adder Channel”, i@ryptography and Coding
~ IIl (Ed. M. J. Ganley), IMA Conf. SeriedNew Series, N. 45, p. 179-185.
V. CONCLUSOES Oxford: Claredon Press, 1993.

Este artigo discutiu a auto-estrutura das transformadid J. Abﬂeligiued and G. :sl\l/'alasqh?f)okv “.EfﬁCi?SgAlgblme LOf Comé
. Zg: . . . puting the aracteristic Polynomial in a Domai [urnal o ure an
trigonométricas dlsc,retas. Com,bgse na teoria deseneglad Applied Algebrav. 156, N. 2-3, p. 127-145, Fevereiro 2001.
apresentado um método de mdultiplo acesso ao canal somaggrJ. Konvalina and V. Matache, “Palindrome PolynomialishwRoots on
real, onde cada usuario transmite sua informac&o atravé#e Unit Circle”,C, R, Math. Acad. Sci. Soc. R. Can.26, N. 2, p. 39-44,
de auto-sequencias de_ uma DTT. Diversos exemplos for R. M. Campello de Souza and H. M. de Oliveira, “Eigenszaes for
apresentados, tendo sido abordados alguns aspectos paramitiuser Communication over the Real Adder Channel” Vininterna-
desenvolvimento do esquema proposto. tional Telecommunications Symposium (ITS'206®ytaleza, Brasil, 2006.
Fatores de carater pratico dessa aplicagdo, como o desBf-J: D- Gibson,The Communications HandbaokRC Press, 2002.
penho num canal ruidoso, tém sido investigados. Além disso,
tém sido estudadas as auto-estruturas de outras transfmsma
discretas, incluindo as definidas sobre corpos finitos, que
também sirvam de base para o multiplo acesso ao RAC.
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