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Algoritmo LMS com Atraso e Perdas Modificado
e Seu Modelo de Predicao

Juan R. V. Lopez, Orlando J. Tobias ¢ Rui Seara

Resumo—Este artigo propde o algoritmo LMS com atraso e
perdas modificado (MLDLMS), cujo objetivo é contornar os
problemas de instabilidade encontrados no algoritmo LMS com
atraso modificado (MDLMS), sob a condicdo de estimativa
imperfeita do atraso. Para o novo algoritmo, é também proposto
um modelo para 0 momento de primeira ordem bem como para
a curva de aprendizagem. O modelo é obtido sem invocar a
teoria classica da independéncia e assumindo a condicdo de
adaptacdo lenta. Resultados de simulagdo numérica ratificam a
eficacia do novo algoritmo como também de seu modelo de
predicao para sinais de entrada Gaussianos coloridos.

Palavras-chave—Algoritmo LMS com atraso e perdas
modificado, Algoritmo adaptativo, Momento de primeira ordem,
Curva de aprendizagem.

Abstract—This paper proposes a modified leaky delayed
least-mean-square (MLDLMS) algorithm, aiming to circumvent
the instability problems of the modified delayed LMS (MDLMS)
algorithm under imperfect system delay estimates. In addition, a
model for both the first moment and learning curve of the
algorithm is also presented. Such a model is obtained without
invoking the classic independence theory and assuming a slow
adaptation condition. Numerical simulation results ratify the
effectiveness of the new algorithm as well as its prediction model
for colored Gaussian inputs.

Keywords—Modified leaky delayed LMS algorithm, Adaptive
algorithm, First moment, Learning curve.

I. INTRODUCAO

O algoritmo LMS ¢é um dos algoritmos adaptativos mais
extensivamente utilizados devido a sua robustez e
simplicidade computacional [1], [2]. A vasta variedade de
aplicagdes em que o algoritmo LMS pode ser envolvido
origina diversas versdes de sua forma convencional.
Especificamente, aqui ¢ analisado o caso em que o sinal de
erro € disponivel para o algoritmo com um certo atraso. Nessa
condi¢do, a versdo convencional do LMS ndo opera
adequadamente, apresentando uma convergéncia pobre ou até
mesmo instabilidade [3], [4]. Para contornar tal problema, o
algoritmo LMS convencional ¢ modificado, resultando no
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algoritmo LMS com atraso (DLMS) [5], [6]. Entretanto, esse
algoritmo apresenta uma certa degradagdo nas propriedades
de convergéncia e estabilidade, tornando-se pior a medida que
o valor do atraso aumenta. Para superar tal problema, em [7]
foi proposta uma modificagdo do algoritmo DLMS,
resultando com que o algoritmo modificado agora tenha as
mesmas caracteristicas de convergéncia do algoritmo LMS
convencional, independente do valor do atraso existente. Tal
algoritmo ¢ denominado DLMS modificado (MDLMS) [7],
[8]. No entanto, o algoritmo MDLMS tem como
inconveniente a divergéncia, caso a estimativa do atraso ndo
seja perfeitamente determinada. Para mitigar tal problema,
neste trabalho, ¢ proposta a inclusdo de um fator de perdas no
algoritmo MDLMS, dando origem ao algoritmo DLMS com
perdas modificado (MLDLMS).

Em nosso conhecimento, na literatura especializada da
area, tal algoritmo ainda ndo foi considerado, muito menos
um modelo analitico para ele, que é uma segunda
contribuicdo deste trabalho. Da mesma forma que em
[9]-[10], a consideragdo de analise classica, invocando a
teoria da independéncia (TI), ndo é considerada para derivar
as expressdes do modelo proposto por ndo ser mais adequada
ao problema em questdo. Dessa forma, o modelo resultante ¢
bem mais preciso. Além do momento de primeira ordem dos
coeficientes do filtro adaptativo, é determinada uma
expressdo para a curva de aprendizagem, considerando
adaptag@o lenta e sinais de entrada Gaussianos coloridos.

Resultados de simula¢do numérica ratificam a eficacia do
novo algoritmo na condi¢do de estimagdo imperfeita do
atraso. Comparagoes entre simulagdes Monte Carlo (MC) e as
predicdes obtidas pelo modelo proposto sdo também
apresentadas, verificando sua precisao.

II. ALGORITMO DLMS cOM PERDAS

A. Descricao do Algoritmo
Nesta secdo, o algoritmo DLMS com perdas (LDLMS) ¢
brevemente apresentado. A Fig. 1 ilustra o diagrama de
blocos do algoritmo DLMS e a notagdo utilizada, onde w, =
T T
[Wo,O Wo,l Wo,N—l] ]

representam, respectivamente, o vetor da planta e o do filtro
adaptativo. O atraso do sistema ¢ denotado por D e sua

e W(n)=[Wy(n) wy(n) --- wy_;(n)

estimativa D. As variaveis d(n) e z(n) sdo o sinal desejado

(ou primario) e o ruido de medigdo, respectivamente. O sinal
z(n) caracteriza um ruido de medi¢do i.i.d, de média zero

A e 2 .
com variancia o; e descorrelacionada com qualquer outro
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sinal no sistema. Nesta analise, o vetor de entrada ¢
x(n) =[x(n) x(n=1)---x(n—=N +D]", com {x(n)} sendo um
processo Gaussiano de média zero e varidncia o} . O vetor

X(n—lf)) representa o sinal de entrada atrasado pela

estimativa de D. Neste trabalho, ¢ assumido que os vetores
w, e w(n) tém igual comprimento. Entretanto, note que D

e D podem ser diferentes, sendo o caso mais comum em
aplicagdes praticas. A partir da Fig. 1, pode-se escrever o
sinal de erro do algoritmo como

e(n—-D)=d(n-D)-y(n—-D)+2z(h—D) @)

onde d(n) e y(n—D) sdo, respectivamente, dados por

d(m) =wyx(n) =x"(Mw, @)

y(n—-D)=w'(n-D)x(n-D)=x" (n-D)w(n-D). (3)
Substituindo (3) em (1), obtém-se
e(n-D)=d(n-D)-w'(n-D)x(n—-D)+z(n). (4

Finalmente, a expressdo de atualizagdo dos coeficientes do
algoritmo LDLMS ¢ dada por [9]

w(n+1) =vw(n)+pe(n — D)x(n— D) (5)

onde V=1—puy com vy representando o fator de perdas.
Visto que p € sempre positivoe 0 <y <1, entdo 0<v <1,

B. Algoritmo LDLMS Modificado

O algoritmo LDLMS modificado (MLDLMS) ¢ obtido pela
inclusio de um termo de compensacdo A(n) no erro

instantdneo [equacdo (4)]. Dessa forma, o sinal de erro
compensado é(n— D) ¢ expresso como [7]

é(n—-D)=d(n—D)—w'(n—D)x(n—D)—A(n)+z(n) (6)
e a expressdo de atualizag@o dos coeficientes, dada por

w(n+1) = vw(n)+ pé(n - D)x(n— D). (7

O termo A(n) ¢ determinado for¢ando que (6) tenha a

mesma caracteristica que o sinal de erro do LMS

convencional [1], o qual € dado por

e(N)], g =d(n=D)-w' (Mx(n- D)+ z(n). ®)

Na literatura [8], tal compensagdo assume uma estimativa
perfeita do atraso do sistema. Entretanto, aqui considera-se
uma condi¢do mais real, ou seja, uma estimativa imperfeita.
Entao, igualando (6) e (8), obtém-se o termo de compensagao

A(n)=d(n—D)-d(n-D)-wT(n-D)x(n-D) ©

+wT(n)x(n-D).

Visto que uma estimativa do atraso pode ser obtida, a
seguinte aproximagdo ¢ considerada WT(n -D)x(n-D) =

wT(n—D)x(n-D). Assim,

A =g o(M+w' (M-w'(n-D)x(n-D)  (10)

eg_p(M=d(n-D)-d(n-D). (11)

De (7), o termo [w™ (n)—wT(n—D)] é obtido, permitindo
entdo que (10) seja reescrita como
6 1 A ~ A
A =pd> vI78(n-D- jx" (n-D- j)x(n-D)
j=1 (12)
+85_ o (M) +©° —w' (n-D)x(n-D).

Substituindo (11) em (12) e utilizando (6), o sinal de erro
compensado €

é(n-D)=d(n—-D)-w'(n-D)x(n-D)
D
—puY vITa(n-D-px" (n-D-jx(n-D)  (13)
j=1

— (WP —w"(n-D)x(n—D).

Note que em (13) é(n—D)depende de seus valores

passados, sendo que tal caracteristica ndo se encontra presente
no DLMS convencional.

z(n)
x(n) o w, y
=
> w(n)
A 4 / i
» D
e(n-D)
x(n—D) oINS é(n—-D) -
A(n)

Fig. 1. Diagrama de blocos do algoritmo DLMS.

III. MODELAGEM

A. Consideracdes de Analise

Para a obtencdo das expressdes do modelo, sdo utilizadas
as seguintes consideragdes:

i) As correlagdes entre diferentes vetores de entrada sdo
muito mais importantes do que as correlagdes entre
vetores de entrada e vetores de coeficientes [9]-[10].

ii) O modelo proposto ¢ derivado utilizando-se a hipotese
de adaptacdo lenta, sendo entdo desconsiderados os
termos contendo uB com }>3.

iii) Visto que o sinal de entrada é Gaussiano, o momento de
quarta ordem ¢ determinado utilizando-se o Teorema de
Fatorag@o de Momentos para sinais Gaussianos [11].
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B. Comportamento Médio do Vetor de Coeficientes
Nesta secdo, uma expressdo para o modelo do
comportamento médio do vetor de coeficientes ¢ derivada.
Entao, substituindo (13) em (7) e tomando o valor esperado
em ambos os lados da expressao resultante, obtém-se
E[w(h+1)]=
VE[W(n)]+pE[x(n—D) d(n—D)]
—uE[x(n-D) x" (n—=D)w(n-D)]
D . . A
—uwE[x(n-D) Y vI7'&(n-D- jx" (n-D- j)x(n-D)]
j=1
—u(v® ~D)E[x(n—D)x" (n - D)w(n—D)]
+uE[X(n—D)z(n)].
(14)
Determinando d(n) e é(n-— D- j) através de (2) e (13),

respectivamente, e substituindo-os em (14), usando (i)-(iii) e
realizando as devidas manipulagdes matematicas, tem-se

E[w(n+1D]=VE[w(n)]+upy, —uRy_sE[w(n-D)]
+u(1-vP)R 5_sE[w(n - D)]
D
-0’ Y VR 4R} + R (R
j=1
><{W0 —(1-vO)E[w(n-D - j)]}
b
YV RRy s, +RR

j=1
xE[w(n—D - J)]

D-b +RD—I5+jtr[RJ']}

15)
onde p, = E[x(n— D) d(n—- D)]. As matrizes de autocorrelago
envolvendo o sinal de entrada em (15) sdo obtidas a partir da
forma geral Rg_, = E[x(n— OL)XT (n-p)].

C. Vetor de Coeficientes em Regime Permanente
Assumindo que o algoritmo converge, o valor de regime
permanente do vetor de coeficientes é obtido a partir da
seguinte condigdo:
lim E[w(n+1)] = lim E[w(n)]=
nN—oo

n—oo

lim E[w(n—D)] = lim E[w(n—D— j)] (16)

lim Efw(n—-D - j)]=w,,.
nN—oo

Substituindo (16) em (15) e considerando adaptagdo lenta,
obtém-se

w, =[R  +71+(1-v2)R,T"p,.

D-D

a7
Para o algoritmo MLDLMS, o efeito do fator de perda é mais
evidente quando se considera o caso da estimagdo imperfeita

do atraso no sistema e, em particular, para um sinal de entrada
branco. Nesse caso, a matriz R tem somente uma

0

D-D

diagonal diferente de zero (seja a principal ou a secundéria,
dependendo da diferenca D—D). Por exemplo, para um
filtro de dois coeficientes com 0)2( =1, D=1e D= 0, tem-se

01
RDflj:O O

A matriz R s em (18) ¢ singular. Entretanto, adicionando-a

(18)

otermo y(I+pR,), obtém-se

v+ 1 } (19)

Rfo) +y(|+pR0)={ 0 4

cuja inversa agora pode ser determinada. Obviamente, o
condicionamento dessa matriz depende dos valores de y e .

Para o0 caso de sinal de entrada colorido, a matriz Rj s ¢
ndo-singular do ponto de vista matematico; porém, quase
sempre ela apresenta um pobre condicionamento. Nesse caso,

o condicionamento pode ser sempre melhorado pela inclusdo
do fator de perdas no algoritmo.

D. Vetor de Erro nos Coeficientes

Definindo-se o vetor de erro nos coeficientes como sendo

v(n) =w(n)-w, (20)

substituindo (20) em (15) e desconsiderando os termos
afetados por },Lz , obtém-se

E[v(n+1)] = VE[v(n)]-uR,_sE[v(n-D)]

. R 1)
+u(1-v®)Rs_sE[v(n-D)].

Neste ponto, pode-se ressaltar melhor a motivagdo deste
trabalho e o objetivo do algoritmo MLDLMS. Considere-se
(21) para um caso simples de um filtro adaptativo de dois
coeficientes com os seguintes pardmetros: sinal de entrada

branco com ci =1, D=0 e D=1.Assim,

0 0
Rp_p=EX(Mx(n-1)]= L 0}' (22)
Definindo E[v(n)] =[g,;(n) sz(n)]Te exprimindo (21) em

termos dos componentes do vetor; entdo, as expressdes de
atualizacdo desses componentes sdo

(23)
€,(N+1) = ve,(N)—peg (n-1).

{sl(n +1) = vg (n)

Assumindo-se que g;(0) #0, €,(0)# 0, and |v| <1, obtém-se

{alm) =", (0) o

£,(N) = V", (0)— (N—Duv" g, (n-1).
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Note que (24) tende a zero quando N — oo e para |v| <1.Por
outro lado, se o fator de perdas ¢ igual a zero entdo v =1,
levando (24) a divergéncia quando n — o0 e £(0)#0.

E. Curva de Aprendizagem e Momento de Segunda Ordem

Para determinar o modelo para a curva de aprendizagem do
algoritmo MLDLMS, substitui-se (10) em (6), apos simples
manipulacdes algébricas, obtém-se

é(n-D)=d(n-D)-wT(n-D)x(n—D) 25)
—wT (nx(n-D)+wT (n—D)x(n—D)+z(n).
Agora, substituindo (2) em (25), elevando ao quadrado e

tomando o valor esperado de ambos os lados da expressdo

resultante, obtém-se

E[€(n)] = Wg Row,, —2tr{Ry_sE[W(n—D)w, ]}
+tr{R 5ElW(n-Dyw" (n-D)]}
2tr{R S E[w(mw] ]}+2tr{R E[w(n— D)w] }
2t{R . _EwmwT (n- D)}+tr{R E[w(nw (n)]}

{Ro.
R

—2tr{R0E[W(n D)w (n)]} +tr{R Efw(n—Dyw" (n— D)]}
{

-2tr|Ry_Ew(n-Dw" (n- D)]}+c
(26)
Usando (i) em (26), e definindo §&(n)= E[éz(n)] e
63 (n) =wjRyw, , tem-se
&(n) =og (M -2tr{Rp_sK, oM} +tr{Ry_5Ko(m)}
-2tr{R ~k n);+2treR k=~ (n
{ - o( )} { 0 ofD( )} (27)
+2tr{Ry_pkp(M}-2tr{Ry Ky (M)}
+ztr{R0k0(n)}—2tr{R0kg(n)} +o?
com
ko(n) = E[w(n-D)w" (n—D)] = E[w(n - D)w" (n—D)] = E[w(nw" (n)]

Ko-p (N) = E[w(n—D)Jw,

K, (n) = E[w(m)]w,

K, () =E[w(n-D)lw]

Kp(n) = E[w(mw' (n-D)]

kg () =E[w(n-Dw' (n)]

kg (M =E[w(n-D)w" (n-D)].

Para finalizar a derivacdo de (27), deve-se determinar o
momento de segunda ordem do vetor w(n). Para tal,
utiliza-se a hipdtese de adaptagdo lenta; dessa forma, o
momento de segunda ordem ¢ determinado a partir da
E[v(mIE[V' (m)] [12],

dependente do momento de primeira ordem, ja determinado.

aproximagao E[v(n)vT(n)]E que €

IV. RESULTADOS DE SIMULACAO

Nesta sec@o, os resultados do algoritmo proposto e seu
respectivo modelo sdo avaliados. Para tal, consideramos um
problema de identificagdo de sistemas. Dois exemplos sdo
apresentados.
A. Exemplo 1

Para este exemplo, a planta considerada ¢ dada pelo vetor
w, =[-1,039 —-1,892 -2,162 —1,559 2,339 5,046 7,568
9,355 1,000 9,355 7,568 5,046 2,339 —1,559 —2,162 —1,892
D=D=7
(estimativa perfeita) e o sinal de entrada é um sinal colorido
obtido através de um processo AR(2), dado por

X(n) = a;x(n—=1) +a,x(n—2)+u(n)

-1,039]", o valor do atraso no sistema é

(28)

onde u(n) é um ruido branco com varidncia unitaria. Os
=0,58 e a, =-0,75,
produzindo uma dispersdo dos autovalores da matriz de
autocorrelacdo de entrada igual a 63,1. O maximo valor do
passo de adaptagdo, para o qual o algoritmo MLDLMS ainda
converge, ¢ ... = 0,02. O valor do passo utilizado neste

coeficientes do processo AR(2) sdo a

exemplo ¢ n=0,005. Simulagdes Monte Carlo (MC) sdo

obtidas considerando-se 200 realizagdes independentes. A
Fig. 2 mostra as curvas do erro quadratico médio (EQM)
obtidas por simulagdo MC para o algoritmo MLDLMS com
y=0 (algoritmo MDLMS convencional), y=0,01 e
y=0,2. Dessa figura, nota-se um aumento no valor do erro
de regime permanente a medida que o valor de y aumenta.

No entanto, este ¢ o 6nus para se obter uma melhora na
convergéncia do algoritmo, quando utilizada alguma perda

(y=0).

10°
\
10774 (a)
107§
= \
o I
82 3 “‘N
107
(b)
10t
(©)
10-5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0o 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20
Iteragdes x10*
Fig. 2. Exemplo 2. Curvas do EQM do algoritmo MLDLMS para sinal de
entrada colorido com D=7, D=7 ¢ n=0,005. (a) y=0,2. (b)

y=0,01. (¢c) y=0.

B. Exemplo 2

Neste exemplo, ilustram-se compara¢des dos resultados
obtidos por simulagdo MC (200 realizagdes independentes) e
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pelo modelo proposto considerando D =7, D=6 ¢ y=0,2.

A planta e 0 modelo AR(2) sdo os mesmos do Exemplo 1. O
maximo valor do passo de adaptagdo (determinado
experimentalmente), para o qual o algoritmo converge, ¢
Umax = 0,02. Os resultados numéricos, mostrados nas

Figs. 3 e 4, sdo determinados usando p = 0,005 e p=0,008,

respectivamente. As Figs. 3(a) e 4(a) mostram a evolucdo do
comportamento médio do vetor de coeficientes. Dessas
figuras, observa-se o bom casamento entre simulagdo e
modelo proposto. As Figs. 3(b) e 4(b) mostram as curvas de
EQM, indicando, novamente, um bom casamento entre
simulagdo e modelo. E importante ressaltar que no caso de
estimativa imperfeita do atraso, o algoritmo MDLMS
convencional (algoritmo MLDLMS com y = 0) diverge pelos

motivos considerados na Secdo III-C. Note que esse ndo ¢ o
caso do algoritmo MLDLMS, quando usado um fator de
perdas diferente de zero.

0,35
0,30 B ST rere e e S e e
0.25| f izt
0,201 /e == e
— 0,15 / _
s \
= 0,10
o 7 -
0,05
0] ¢
-0,05 ' -
y i
-0,10 @::r;,, e e
-0,15 L L L
0 0,5 1,0 1,5 2,0
Iteragdes x10*
(@)
10°
= .l
d'10
s
10—2 L L L L L L L L L
0 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20
Iteragdes x10*
(b)

Fig. 3. Exemplo 2. Sinal de entrada colorido para D =7, D=6, n=0,005
e y=0,2. (a) Evolugdo de E[w(n)]: simulagdo MC (linha irregular cinza),

modelo proposto (linha continua preta). (b) Curvas do EQM: simulagao MC
(linha irregular cinza), modelo proposto (linha continua preta).

Efw(n)]

Iteragdes x10%
(a)
10°
=
Q10T
il
10-2 | | | | | | | | |
0 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20
Iteragdes x10*
(b)

Fig. 4. Exemplo 2. Sinal de entrada colorido para D =7, D= 6, n=0,008
e v=0,2. (a) Evolugdo de E[w(n)]: simulagdo MC (linha irregular cinza),
modelo proposto (linha continua preta). (b) Curvas do EQM: simulagdo MC
(linha irregular cinza), modelo proposto (linha continua preta).

V. CONCLUSOES

Neste artigo, foi proposto o algoritmo DLMS com perdas
modificado para contornar os problemas de estabilidade sob a
condi¢do de estimativa imperfeita do atraso do sistema.
Expressoes analiticas para o momento de primeira ordem e da
curva de aprendizagem para o algoritmo MLDLMS foram
também derivadas. Tal modelo foi obtido sem invocar a teoria
classica da independéncia e considerando a hipdtese de
adaptagdo lenta. Simulagcdes numéricas verificaram a
efetividade do novo algoritmo como também a precisdo de
seu modelo de predigdo para sinais de entrada Gaussianos
coloridos.
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