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Modelo Estatistico do Algoritmo LMS de Erro
Filtrado Modificado

Juan R. V. Lopez, Orlando J. Tobias ¢ Rui Seara

Resumo—Este artigo propde um modelo do algoritmo de erro
filtrado modificado (MFeLMS). O modelo proposto é obtido sem
invocar a teoria da independéncia, considerando adaptacao lenta
e sinais de entrada Gaussianos. Dado que o modelo em quest&o
faz uso de uma recursividade de ordem elevada na descri¢io de
seu comportamento, uma aproximacdo de terceira ordem
através de truncamento é aqui considerada. Tal caracteristica
representa uma das principais contribui¢des deste trabalho.
Simulagbes numéricas ratificam o bom casamento entre os
resultados obtidos através do método de Monte Carlo e 0 modelo
proposto, tanto para sinais de entrada brancos quanto coloridos.

Palavras-chave—Algoritmo LMS, algoritmo LMS de erro
filtrado modificado, modelagem de algoritmos adaptativos.

Abstract—This paper proposes an improved stochastic model
for the modified filtered-error least-mean-square (MFeLMS)
algorithm. The proposed model is obtained without invoking the
classic independence theory, and considering both a slow
adaptation condition and Gaussian input signals. Since the
model in question makes use of a high order recursive
formulation to describe its behavior, a third-order
approximation by wusing a truncation approach is here
considered. Such a characteristic represents one of the main
contributions of this work. Numerical simulations ratify the
good agreement between the results obtained with the Monte
Carlo method and the proposed model for both white and
colored inputs.

Keywords—LMS algorithm, modified filtered-error LMS
algorithm, adaptive algorithm modeling.

I. INTRODUCAO

Filtros adaptativos LMS vém sendo utilizados
satisfatoriamente em diferentes aplicagdes, tais como em
equipamentos biomédicos, comunicagdes, controle ativo de
ruido acustico e vibragdes, dentre outras. Em algumas dessas
aplicacdes, a implementacdo direta da estrutura adaptativa
nao é viavel. Tal obstaculo é devido ao sinal de erro, utilizado
para a atualizagdo dos coeficientes, nem sempre estar
disponivel (acessivel) para ser usado diretamente pelo
algoritmo. Nesses casos, tem-se apenas uma versdo filtrada ou
atrasada do sinal de erro. Essa situagdo é comum em
aplicagdes de controle ativo de ruido acustico e vibragdes

Juan R. V. Lépez ¢ Rui Seara, LINSE — Laboratorio de Circuitos e
Processamento de Sinais, Depto. de Eng. Elétrica, Universidade Federal de
Santa Catarina, Florianopolis, SC, E-mails: {juan, seara}@]linse.ufsc.br.

Orlando J. Tobias, LINSE/UFSC e Departamento de Engenharia Elétrica
e Telecomunicagdes, Universidade Regional de Blumenau, SC, E-mail:
tobias.oj@ieee.org.

Este trabalho foi parcialmente financiado pela Coordenacdo de
Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES) e pelo Conselho
Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnoldgico (CNPq).

como também em cancelamento de eco acustico. Em tais
situagdes, deve ser utilizado o algoritmo adaptativo de erro
filtrado. No entanto, o fato de se ter uma versao filtrada ou
atrasada do erro faz com que esse algoritmo apresente
deficiéncias em relacdo a velocidade de convergéncia e
estabilidade. Para contornar tais problemas, em [1], foi
proposta uma modificacio do algoritmo em questdo,
resultando em um melhor desempenho de convergéncia e
estabilidade. A alteracdo ¢ tal que o algoritmo modificado
passa a ter um comportamento similar ao do algoritmo LMS
convencional em termos de estabilidade e velocidade de
convergéncia. Tal algoritmo ¢ denominado algoritmo LMS de
erro filtrado modificado (MFeLMS) [1], [2].

Na literatura, podemos encontrar trés tipos de algoritmos
pertencentes a familia dos algoritmos adaptativos de erro
filtrado. O LMS filtrado (FXLMS) [3]-[4], que ¢ amplamente
utilizado em aplicagdes de controle ativo de ruido actistico; o
LMS filtrado modificado [2], que € uma versdo modificada do
FxLMS convencional; ¢ o LMS de erro filtrado (FeLMS)
[5]-[6], utilizado como uma implementagcdo alternativa ao
algoritmo FXLMS em cancelamento de eco [5] e equalizagdo
adaptativa [6], dentre outras aplicagdes.

Em geral, o algoritmo LMS e suas diferentes versdes sdo
modelados a luz da teoria da independéncia (TI) [7]-[8].
Entretanto, tal teoria ndo pode mais ser considerada em
algumas situa¢des, uma delas é o caso do algoritmo FXLMS.
Um modelo para este ultimo algoritmo ¢ derivado em [9] e
[10], resultando em um modelo muito mais preciso do que
aquele obtido com a suposigdo de independéncia.

Neste trabalho, ¢ proposto um modelo para o algoritmo
MFeLMS, representando uma versdao aprimorada daquele
proposto em [11], que era baseado em uma aproximagao de
segunda ordem. Devido as caracteristicas do algoritmo sob
analise, a TI ndo ¢ considerada aqui para derivar o modelo
requerido. Os momentos de primeira ¢ segunda ordens do
vetor de coeficientes do algoritmo MFeLMS sdo
determinados considerando uma condig¢ao de adaptagdo lenta
e sinais de entrada Gaussianos. A comparagdo entre oS
resultados de simulagdo Monte Carlo mostram uma boa
concordancia com as predigdes obtidas a partir do modelo
proposto, tanto para sinais de entrada brancos quanto
coloridos.

II. ALGORITMO FeLMS CONVENCIONAL

A. Descricdo do Algoritmo

A Fig. 1 ilustra o diagrama de blocos do algoritmo FeLMS.
A notagdo utilizada € W, =[W, o W, 1+ W, n_ '

A representa
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a resposta ao impulso da planta; w(n)=[w,(n) w;(n) ---

Wy (M1"

sylt e 8=[8, 8§

¢ o vetor de coeficientes adaptativos; S=[S; S,
M1 1" sdo, respectivamente, os
coeficientes dos filtros representando o caminho de erro e sua
estimativa; d(n) e z(n) denotam o sinal desejado e o ruido

de medicao, respectivamente. A variavel z(n) é um ruido de

medicdo i.i.d, de média zero e descorrelacionado de qualquer
outro de sinal no sistema. Nesta analise, o vetor de entrada é

x(n) =[x(n) x(n=1)---x(n—=N +1D]", com {x(n)} denotando
um processo Gaussiano de média zero com variancia o2 . O

vetor de entrada filtrado ¢ dado por X;(n)=[X;(n)

Xe(N=1)---X:(n=N +1)]", onde

M1
Xe(M =Y §x(n—i). 1)
i=0

Considera-se aqui que os vetores W, e W(n) sdo de

dimensdes iguais; contudo, as dimensdes dos vetores s € $§
podem ser diferentes. Em geral, em uma aplicacdo pratica,

tem-se M > M.
A partir da Fig. 1, o sinal de erro ¢ dado por

e(n) =d(n)-y(n)+z(n) @

onde d(n) e y(n) sdo obtidos como segue:

d(n) =wyx(n) =x" (Mmw, 3)

y(n) =w" (mx(n) =x" (mw(n). )
Entao, substituindo (4) em (2), obtém-se
e(n) =d(n)—-w" (nx(n)+z(n). (5)

O sinal de erro filtrado, usado para a atualizagdo do vetor
de coeficientes do algoritmo adaptativo, ¢ dado por

M-l
er(n)= D sie(n—i). (6)
i=0
Agora, substituindo (5) em (6), tem-se

M-1

M-1 M-1

ee(n) =Y sd(n-i)— D sw (n-ix(n-i)+ Y sz(n-i).
i—0 i—0 i—0

(7

Assim, a expressdo da atualizagdo do vetor de coeficientes
para o algoritmo FeLMS ¢ dada por [12]

w(n+1) =w(n) +pep (MXe(n) . ®)

x(n)

e (n)

xq(n)
> LMS [«

Fig. 1. Diagrama de blocos do algoritmo FeLMS.

B. Algoritmo FeLMS Modificado

O algoritmo MFeLMS ¢ obtido pela compensagdo da
operagdo de filtragem ocorrida no caminho do erro,
representada pela expressao (6). Tal compensacdo ¢ realizada
adicionando o termo —A(n) em (7). Assim, o sinal de erro

compensado ¢ dado por [1]

M-1 M-1
&(n)=> sd(n-i)— Y sw'(n-ix(n-i)
i—0 i—0
M-I ©)
+ Y sz(n—i)—Ap(n).

i=0

Agora, a expressdo da atualizagdo do vetor de coeficientes ¢é
dada por

w(n+1) =w(n)+pé:(N)xg(n) . (10)

O termo de compensagdo A;(n) ¢ obtido for¢ando que a

expressao (9) seja igual ao sinal de erro do algoritmo LMS
convencional [1]. Assim,

()] s = dr (M =W (MX; (M) +2¢(n)

M -1 M-1
=Y sd(n-i)— Y sw' (Mx(n-i)

i=0

(1)
i~0
M-I
+ > sz(n-i).
i~0

Note que em (11) o sinal de erro agora depende do valor atual
do vetor de coeficientes adaptativos. Igualando (9) e (11), o
termo de compensacdo é obtido por

A(n) = Mil s,[w" (n)—w' (n—i)x(n-i).

i=0

(12)

A diferenca [w' (n)—wT(n—i)], em (12), é obtida de (8),

resultando em
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M-I i
AeM=p Y Y sé (= Dxi (= jx(n-i).  (13)
i=0 j=1
Finalmente, substituindo (13) em (9), tem-se
M1 M1
&(m = sd(n-i)- > sw' (n—ix(n-i)
i=0 i=0
M-I i M-1
—1 Y Y sig (= DX (= Hx(n—i)+ Y sz(n—i).
i=0 j=1 i=0
(14)

Note que em (14) o erro é;(n) depende do valor atual e

valores passados; tal caracteristica ndo se encontra presente
no algoritmo FeLMS convencional. Entretanto, essa
caracteristica ¢ a responsavel em fazer com que o algoritmo
modificado tenha um comportamento de convergéncia similar
ao do algoritmo LMS convencional.

III. MODELO

A. Considerac6es para Modelagem

Para se obter uma expressdo para o modelo proposto, as
seguintes consideracdes sdo estabelecidas:

i) As correlagdes entre os diferentes vetores de entrada
sdo muito mais importantes do que as correlagdes entre
os vetores de entrada e os vetores de coeficientes.

i1) O modelo proposto é derivado considerando adaptacdo
lenta; assim, os termos afetados por pP com B> 4
podem ser desconsiderados.

iii) Dado que o sinal de entrada ¢ Gaussiano, os momentos
de quarta e sexta ordens envolvendo o sinal de entrada
sdo determinados através do teorema da fatoragdo de
momentos [13].

B. Comportamento Médio do Vetor de Coeficientes

Nesta secdo, ¢ derivada uma expressdo para o0 momento de
primeira ordem dos coeficientes do filtro adaptativo. Assim,
substituindo (1) e (14) em (10) e tomando o valor esperado
em ambos os lados da expressdo resultante, obtém-se

M-1M-1
E[w(n+1)]=E[w(n)]+pn S S E[X(n—k)d(n—i)]
i=0 k=0
M-1M-1
1> Y s§EXM-kw (n—ix(n-i)]
i=0 k=0
-1.i M-I
-’ 5 8EX(N—K)g(n— X (= Px(n~i)]
i=0 j=1 k=0
M-1M-1
+1 S S E[X(n—K)z(n-1)].
i=0 k=0

(15)

dn-D, x(-)) e
determinadas de (3), (1) e (9), respectivamente; substituindo

esses resultados em (15), usando as suposi¢oes (i)-(iii) e apds
uma manipulagdo algébrica, obtém-se

As variaveis é(n—-j) sdo

M-1M-1
E[w(n)]+p 59
i=0 k=0

Elw(n+1)]= Ri_i{w, —E[w(n-i)]}

$i8cSiSp {Rj+p—kRj+I—i +Rj

Fpei 1} (W, — EDw(n— -]}

M-1M-1M-1

M
> 585185 %

i=0 j=1 k=0 1=0 m=1 p=0 =0 t

Il
(=]

0
X{RirmitkRpaRjimig-i ¥ RjrmakRiz o Rimig-p
+R i mitk Rmegot IR p 1+ R kR pomt R jemagi
+R ik Rizjom—tRmig-p * Rjk R trIRiZj-p]
+R o kTR IR maqei R pkRi jom-tRmiqui
+Rj,pk RiT—j—I Rgt +Rik R|T3—IRq—t
AR R IRmig-p + Rick Rimnst—pRimsg
R gk IR po R jima—i 1+ R jimagoi IR -y RTm+t—p]
R jumiqokt R IR _p 13 (W= E[w(n— j-m—a)]}.

(16)

As matrizes de autocorrelagdo em (16) sdo obtidas a partir
da forma geral Rg_, = E[x(n— a)x (n—P)].

C. Valor de Regime Permanente de w(n)

Assumindo que o algoritmo converge, o valor em regime
permanente do vetor de coeficientes ¢ obtido a partir da
condigdo

lim E[w(n+1)]=lim E[w(n—i)] = lim E[w(n— j—1)]

n—o0

=limE[w(n— j—m-q)]=lim E[w(n)]=w,,.
(17)

Agora, aplicando (17) em (16) e considerando um problema
de identifica¢do de sistemas como ilustrado na Fig. 1, tem-se

(18)

A partir de (18), nota-se que o algoritmo MFeLMS tem o
mesmo valor em regime permanente que o algoritmo FeLMS.
E importante ressaltar que o termo de compensagio apenas
tem efeito durante a fase transiente do algoritmo. Tal fato
pode ser melhor constatado através de (12), na qual se

W, =W, .

observa que na convergéncia a diferenga [wt (n) —WT(n -1)]
¢ igual a zero. Portanto, ¢ cancelado o efeito do termo de
compensagao Ag(n).
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D. Curva de Aprendizagem

Para determinar a expressdo do modelo para a curva de
aprendizagem do algoritmo MFeLMS, substitui-se (12) em
(9) e, apos algumas simples manipulagdes matematicas,
obtém-se

M-1

&(m=>Y sid(n—i)—Mz_lsin(n)x(n—mMz_lsiz(n—i) .
i=0 i=0 i=0
(19)

Definindo entdo o vetor de erro nos coeficientes como sendo
v(n)=w(n)—w,_ , onde W, € o valor do vetor em regime
permanente, dado por (18), e expressando (19) como uma
fung¢do de v(n), elevando ao quadrado e tomando o valor

esperado em ambos os lados da expressdo resultante e
aplicando as considerag¢des de analise, tem-se

M-1
E[67 ()] = E[e3(M)] -2 X SE[&, (V' (Mx(n-i)]
- (20)

<

—IM-1
+ 2 X ssiEV (mx(n-i)F)
& &

Il
(=1

para

M-1 M-1 M-1
&, (M= sdn-i)- Y swox(n—-i)+ Y. sz(n—i) (21)

i=0 i=0 i=0

onde &, (n) representa o sinal de erro quando os coeficientes
atingem o regime permanente.

Considerando que E[é,(n)x' (n—i)]=0
Ortogonalidade [7]) e Er(n)=E[é(nN)] e

Emin = E[éfO (M], (20) pode ser reescrita como segue:

(Principio da

definindo

M-1M-1

& (M= Epin + D

i=0 j=

—

sis;tr{EVIV (MR i} . (22)

[}

Para finalizar a derivacdo de (22), deve-se determinar o
momento de segunda ordem de v(n). Para tal, j4 que o

modelo ¢ derivado considerando adaptacdo lenta, podemos
utilizar a seguinte aproximagdo E[v(n)v'(n)]= E[v(n)]

E[vi(n)] [14].

IV. RESULTADOS DE SIMULACAO

Nesta secdo, sdo apresentados dois exemplos para verificar
o desempenho do modelo proposto em um problema de
identificagdo de sistemas, considerando sinais de entrada
Gaussianos. Para fins de comparagdo, sdo também mostrados

alguns resultados obtidos a partir do modelo derivado usando
a teoria classica da independéncia [11].

A. Exemplo 1

Para este exemplo, a planta w,=[1,00 0,84 0,450,67

-0,19-0,470,390,12 0,30—0,54]T ¢ considerada. O filtro
no caminho do erro ¢ dado por s=[0,023 0,071 0,194

0,327 0,384]T. O sinal de entrada é branco com variancia

0)2( =1. O maximo valor do passo de adaptagdo, determinado

experimentalmente, para o qual o algoritmo converge ¢

Umax = 0,16. O valor do passo de adaptagdo utilizado ¢

n=0,5u,,., - Os resultados de simulagdo sdo obtidos através

do método de Monte Carlo (MC), considerando uma média de
100 realizacdes independentes. As Figs. 2 e 3 mostram,
respectivamente, o comportamento médio dos coeficientes do
filtro adaptativo (momento de primeira ordem) e a evoluggo
do erro quadratico médio (EQM) (curva de aprendizagem)
obtidos por simulacdo MC, modelo apresentado em [11],
modelo obtido considerando a TI [11] (usado para fins de
comparag¢do) e modelo proposto [(16) e (22)]. Dessas figuras,
observa-se que ambos os modelos (apresentado em [11] e
proposto aqui) fornecem uma predi¢do muito boa. Por outro
lado, o modelo obtido a partir da TI apresenta um importante
descasamento, principalmente na fase transiente. Nas Figs. 4
e 5, sdo considerados 0s mesmos parametros de simulagdo
utilizados nas Figs. 2 e 3, porém agora considerando um valor
de passo de adaptagdo p=0,8p,,. . Nesse caso, observa-se

que o modelo do algoritmo MFeLMS aqui proposto apresenta
uma muito boa predicdo quando comparada com aquela do
modelo sugerido em [11], tanto para o momento de primeira
ordem (Fig. 4) quanto para a curva de aprendizagem (Fig. 5).
Para uma melhor visualizagdo, a Fig. 4 ilustra apenas dois
coeficientes do filtro.

Efw,(n)]-E[w,(n)]

0 200 400 600 800 1000 1200

Iteragdes

1400

Fig. 2. Exemplo 1. Curvas do comportamento médio dos coeficientes
E[w;(n)] até E[w,(n)] usando p=0,5u,, para um sinal de entrada
branco: simulagdo MC (linha cinza); modelo considerando a TI (linha

continua preta); para o modelo dado em [11] e o proposto em (16) (linha
tracejada preta).
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EQM

0 200 400 600 800
Iteragdes

1200 1400
Fig. 3. Exemplo 1. Curvas do EQM usando p=0,5u,,,, para um sinal de

entrada branco: simulagdo MC (linha irregular cinza); modelo considerando a
TI (linha continua preta); para o modelo dado em [11] e o proposto em (22)
(linha tracejada preta).

1,0

o
3]

o

E[w,(m] e E[w(n)]

-0,5

0 100 200 300 400 500 600
Iteragdes

Fig.4. Exemplo 1, agora considerando Curvas do

p= 0: 8 Hmax -
comportamento médio dos coeficientes E[W;(n)] e E[ws(n)] para um sinal

de entrada branco: simulagdes MC (linha cinza); modelo usando a TI (linha
continua preta); modelo dado em [11] (linha pontilhada preta); modelo
proposto em (16) (linha tracejada preta).

400 600
Iteragdes

0 200 800 1000

Fig. 5. Exemplo 1, agora para pu=0,8p,,. . Curvas do EQM para um sinal

de entrada branco: simulagdo MC (linha irregular cinza); modelo usando a TI
(linha continua preta); modelo dado em [11] (linha pontilhada preta; modelo
proposto em (22) (linha tracejada preta).

B. Exemplo 2

7

Neste caso, ¢ usado sinal de entrada colorido, o qual é
obtido de um processo AR(2) dado por

X(n) =a;x(n—=1)+a,x(n—2)+u(n) (23)

onde u(n) ¢ um ruido branco com varidncia unitaria. Os
a,=0,1833 ¢

a, =—0,75, resultando em uma dispersdo dos autovalores da

coeficientes do processo AR(2) sdo

matriz de autocorrelagdo do vetor de entrada igual a 26,87. A
planta e os coeficientes do filtro no caminho do erro sdo os
mesmos utilizados no exemplo anterior. O maximo passo de
adaptagdo para este caso ¢ M, =0,2 (determinado

experimentalmente). O passo de adaptagdo usado ¢
n=0,1p,,, . As Figs. 6 ¢ 7 mostram, respectivamente, o

comportamento do momento de primeira ordem e curva de
aprendizagem obtidas por simulacido MC e a partir dos
modelos teoricos (usando a TI, apresentado em [11] e modelo
proposto). Dessas figuras, ¢ verificado um comportamento
similar entre as aproximacgdes de segunda ordem (modelo
sugerido em [11]) e terceira ordem (modelo proposto) para
sinais de entrada coloridos, independentemente do valor do
passo de adaptagdo utilizado. Esse fato fica evidenciado nas
Figs. 8 e 9; entretanto, o modelo usando a TI agora diverge.
Como comentario geral, observa-se que, para valores do
passo de adaptacdo superior a 0,5p,... € sinais de entrada
brancos, o modelo usando aproximagdo de terceira ordem
fornece um melhor casamento com a simulagdo do que o
modelo sugerido em [11]. Entretanto, quando utilizado um
passo de adaptacdo inferior a 0,5, , ambos os modelos

(dado em [11] e proposto) apresentam um bom desempenho.

1,0
0,8 [ttt
—
—~
£
v ‘ T
E 0’6 lﬂﬂ,mwuuﬂ
5 aa
’L‘ anmwwwwnm
5 LTS
(=
— 04
=
=
L

0,2

0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0
~ 4
Iteragdes x 10

Fig. 6. Exemplo 2. Curvas do comportamento médio dos coeficientes
E[w,(n)] at¢é E[w,(n)] usando pn=0,Ip,, para um sinal de entrada
colorido: simulagdo MC (linha cinza); modelo considerando a TI (linha

continua preta); para o modelo dado em [11] e o proposto em (16) (linha
tracejada preta).
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EQM

10- 1 1 1 1 1
0 0,5 10 15 2,0 2,5 3,0

Iteragdes

Fig. 7. Exemplo 2. Curvas do EQM usando p=0,lp,, para um sinal de

entrada colorido: simulagdo MC (linha irregular cinza); modelo considerando
a TI (linha continua preta); para o modelo dado em [11] e o proposto em (22)
(linha tracejada preta).

10 e -
0,9
0,8 P
= 07
~~— -
Y]
L
? 0,5 ‘"“wm.,m N
=04
z,
w 0,3
0,2
0,1
0 n n n n
1000 2000 3000 4000 5000
Iteragdes

Fig. 8. Exemplo 2, agora considerando p=p . . Curvas do comportamento
médio dos coeficientes E[w;(n)] até E[w,(n)] para um sinal de entrada
colorido: simulagdo MC (linha cinza); para o modelo dado em [11] e o

proposto em (16) (linha tracejada preta).

10

10

10° [

EQM

1071 \J
I

10 ™ i

il T il O D

10_ 1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000

Iteragdes

5000

Fig. 9. Exemplo 2, considerando p=p,,. . Curvas do EQM para um sinal de

entrada colorido: simulagdo MC (linha irregular cinza); para o modelo dado
em [11] e o proposto em (22) (linha tracejada preta).

V. CONCLUSOES

Neste trabalho, foi derivado um modelo para o algoritmo
FeLMS modificado (MFeLMS) considerando adaptagio lenta
e ndo invocando a TI. Relativamente ao modelo proposto em
[11], este trabalho considera uma aproximacdo de terceira
ordem para obter a expressdo (15), proporcionando uma
maior precisdo ao modelo proposto. Além do mais, foi
também desenvolvido o equacionamento para momentos de
sexta ordem de sinais Gaussianos, requeridos pela modelagem
em questdo. Simulagdes numéricas ratificaram o bom
desempenho do modelo aqui apresentado tanto para sinais de
entrada Gaussianos brancos quanto coloridos.
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