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Estudo e Modelo Estocastico do Algoritmo LMS
Restrito ao Ruido de Medicéo

José Gil F. Zipf, Orlando J. Tobias e Rui Seara

Resumo—Este artigo apresenta um modelo estocastico do
comportamento médio dos coeficientes e da curva de
aprendizagem para o algoritmo LMS restrito ao ruido de
medi¢do (NCLMS). O modelo proposto é mais simples do que
um outro recentemente apresentado na literatura. A principal
caracteristica desse algoritmo é que ele leva em conta a
variancia do ruido aditivo no processo de minimizacéo do erro
guadréatico médio. Como resultado, sdo incluidos no algoritmo
adaptativo alguns parametros de controle adicional, melhorando
sensivelmente o seu comportamento. Para o controle da
estabilidade do algoritmo, algumas indicagdes Uteis de ajuste de
tais parametros sdo também fornecidas. Através de simulaces
numeéricas, a precisdo do modelo proposto é verificada.

Palavras-chave—Modelo estocastico, Comportamento médio
do vetor de coeficientes, Curva de aprendizagem, Algoritmo
LMS restrito ao ruido, Filtros adaptativos.

Abstract—This paper presents a stochastic model of the mean
weight behavior and the learning curve for the noise constrained
LMS (NCLMS) algorithm. The proposed model is simpler than
another recently presented in the open literature. The main
feature of this algorithm is that it takes into account the additive
noise variance in the mean-square error (MSE) minimization
process. As a result, some additional control parameters are
included in the adaptive algorithm, improving the convergence
characteristics of the algorithm. Thus, some hints regarding
these parameter settings for algorithm stability are also given.
Through numerical simulations the accuracy of the proposed
model is confirmed.

Keywords—Stochastic model, Mean weight behavior,
Learning curve, Noise constrained LMS algorithm, Adaptive
filters.

. INTRODUCAO

As principais vantagens dos algoritmos adaptativos
baseados no gradiente estocastico, como o LMS, sdo a sua
simplicidade e o fato de ndo necessitarem de conhecimento
prévio a respeito das estatisticas do processo [1]. Tais
vantagens fazem do algoritmo LMS um dos mais utilizados
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em aplicacBes de filtragem adaptativa. Na implementacdo do
algoritmo LMS convencional, o valor do passo de adaptacéo
é fixo; contudo, algoritmos LMS de passo variavel (VSLMS)
vém sendo propostos com sucesso. O objetivo de se
considerar um passo de adaptacdo variavel é melhorar o
desempenho do LMS convencional, principalmente, no que
diz respeito a obtencdo simultdnea de uma convergéncia
rapida com um desajuste reduzido [2], [3]. Recentemente em
[4], um novo algoritmo da classe dos VSLMS foi proposto
objetivando melhorar o desempenho do LMS convencional
em relacdo ao ruido de medicdo. Esse algoritmo é
denominado algoritmo LMS restrito ao ruido de medigdo
(NCLMS) [4]. O algoritmo NCLMS pode ser eficazmente
utilizado em problemas de identificagho de sistemas,
envolvendo canais com resposta ao impulso finita (FIR)
afetados por ruido aditivo Gaussiano. Por exemplo, em
comunicacdes sem fio pode ocorrer uma combinagdo de
desvanecimento e interferéncia intersimbdlica (ISI); assim,
um método eficiente de identificacdo deve ser utilizado com
objetivo de acompanhar as rpidas variacBes do sinal [4].
Realizando medicdes durante os intervalos de siléncio, é
possivel obter algum conhecimento da variancia do ruido
presente no canal. A idéia basica do algoritmo NCLMS é usar
tal conhecimento para melhorar o desempenho do algoritmo
adaptativo [4], [5].

Este artigo contribui com algumas reflexGes no que
concerne ao algoritmo NCLMS.  Especificamente,
apresenta-se um modelo estocastico para 0 comportamento
médio do vetor de coeficientes e para a curva de
aprendizagem do algoritmo em questdo. O modelo analitico
aqui proposto é mais simples do que o apresentado em [4],
uma vez que é baseado apenas no momento de primeira
ordem. Algumas questdes relacionadas a estabilidade e ajuste
dos parametros do algoritmo NCLMS sdo também
investigadas. Além disso, através de resultados de simulagéo,
verifica-se o desempenho do algoritmo frente a variagdes de
ruido aditivo decorrentes de uma estimagdo imperfeita. O
artigo ainda apresenta uma analise do comportamento do
algoritmo em regime permanente.

Il. ALGORITMO NCLMS

Nesta secdo, € brevemente descrito o algoritmo NCLMS
[4]. Para tal, considere-se um problema de identificacdo de
sistemas, ilustrado na Fig. 1.
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Fig. 1. Diagrama de blocos para identificagdo de sistemas.

Entdo, seja a saida de um canal de comunicagdes dada por
d(n) = wgx(n) +n(n) (1)
x(n) =[x(n) x(n-=1)---

x(n—=N+1]", com {x(n)} representando um processo

onde o vetor de entrada é

Gaussiano de média zero e variancia ci , n(n) é um ruido de
medicdo de média zero e variancia 0121, descorrelacionado de
qualquer outro sinal no sistema. O erro quadratico médio
(EQM) do processo é
&(w) = E[e?(n)] = E{[d (n) -w x(n)]’}. )
Entdo, minimizando (2) com respeito ao vetor w, resulta no
vetor 6timo w, =R 'p, onde R =E[x(n)x' (n)] é a matriz
de autocorrelagdo do sinal de entrada e p =E[x(n)d(n)] é o
vetor de correlacdo cruzada entre o sinal desejado e o vetor
de entrada. Assumindo o conhecimento de 0121, Nno processo
de minimizacéo em (2), obtém-se um problema de otimizagéo
com restricbes pela minimizacdo de e(w) sujeito a
g(w) :csf1 [4]. Dessa forma, a nova funcdo-custo é agora
dada por
& (W, 1) = &(w) + M[e(W) — 2] (3)

Os valores criticos de (3) sdo w=w, com A qualquer.

Conforme [4], essa condi¢do poderia levar a problemas de
convergéncia. Para evitar tais problemas, um termo com uma

penalidade adicional yA? (comy>0) é subtraido de (3),
resultando na seguinte expressao:
£, (W, 1) = (W) + A[s(W) — 021722 (4)

Agora, 0s Unicos valores criticos de (4) sdo w=w, e A=0.
Na minimizagdo de e,(w,)), (w,A)=(c,0) é um ponto de
sela de €,(w,\) . Usando o algoritmo de Robbins-Monro [6],
obtém-se as seguintes relagdes recursivas:

w(n+1) =w(n)—oy givle (5)

oe?2
AN+ =A(n)+B— 6
(n+1) =A(n)+p 7 (6)
onde o; e [ sdo os passos de adaptacdo do algoritmo

NCLMS.
As derivadas parciais em (5) e (6) sdo determinadas como
segue:

%2 _ o[+ ya(n)]e(mx(n) %
oW
e
%2 4oy ~0,71-20(n). ®)
Agora, substituindo (7) e (8) em (5) e (6), obtém-se
W(n) = w(n) + 2az¢ [1+ A (M)e()x(n) ©)
e

A(n+1) = 1(n) + Byle(n)® -, *]1-2ByA(n) .
p

e By por > obtém-se o

(10)

Entdo, substituindo oy por OL?f

conjunto de expressdes do algoritmo NCLMS. Assim,

a(n) = oy [1+yr(n)] (11)
w(n+1) =w(n)+o(n)e(n)x(n) (12)

e
A(n+1) = A(n) + B{%[ez (n)—cZ]1-A(n)}. (13)

A variavel o(n) é o fator de passo variavel do algoritmo

LMS. Note que ele é composto de dois termos, um
constante o; € outro variavel A(n) . Os pardmetros 0 <p <1

e 0<y<1 sdo constantes de controle do algoritmo.

I11. MODELO PARA O VETOR DE COEFICIENTES

Considerando A(0) =0, a expressdo (13) pode ser reescrita
como

A(n) = ”Z_;l(l—ﬁ)”-l-k g[ez(k)_cg] . (14)

k=0
Substituindo (14) em (11), obtém-se

_ aBY 3y ayndkpa2 gy 2
o(n) =o; + 5 Z(l B) [e“(k)—oy].  (15)
k=0
- 1
Definindo 6 = Eochy , tem-se

a(n) = oy +6nz_1(1—ﬁ)”’1"‘ [e*(k)-o3] .
k=0

Agora, substituindo (16) em (12), resulta em

(16)

w(n+1) =w(n)+{os +8 nf (1-B)" M *e® (k) - sZ Tre(n)x(n).
k=0

17)
Definindo a parte variavel do passo de adaptagdo como
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n-1
u(n) =383 1-B)"*[e*(k)-o2]

(18)
k=0
obtém-se a expressao de atualizacdo do vetor de coeficientes
w(n+1) =w(n)+ase(n)x(n)+u(n)e(n)x(n) .  (19)

Tomando o valor esperado de ambos os lados de (19), tem-se
Elw(n+1)] = E[w(n)]+ a E[e(n)x(n)]+ E[u(n)e(n)x(n)] .
(20)
Arranjando os termos de (20), obtém-se

Efw(n+1)]= E[w(n)]+ a{p — RE[W(n)I}+ E[u(n)e(n)x(n)].

LMS convencional

(21)

Note que (21) é idéntica a expressdo que descreve o valor
médio do vetor de coeficientes para o algoritmo LMS
convencional, exceto pelo Ultimo termo da direita, o qual
pode ser escrito como

n-1
ELu(ne(nx(n)] =38E[Y (L-B)"* e? (k) e(n)x(n)]
k=0

—8E[§(1—B)”‘1‘kcﬁ e(Nx(n)] (22)

k=0
= Efa(n)]-E[b(n)].

Agora, desenvolvendo cada um dos termos de (22), obtém-se
n-1
E[b(n)] =8 @-p)" o3 E[e(n)x(n)]
o @
=8 (L-B)" o {p - RE[W(N)]}

k=0
n-1
Efa(n)}=38E{) (1-B)" " e*(K)e(mx(n}.  (24)
k=0
Reescrevendo agora E[a(n)] = E[c(n)e(n)x(n)], onde

c(n) = anz_l(l—ﬁ)"-l-kez(k)

k=0

(25)

e assumindo que c(n) seja estatisticamente independente de
e(n), resulta em

Efc(n)e(n)x(n)] = E[c(n)]E[e(n)x(n)] . (26)
Considerando agora o vetor de erro nos coeficientes, dado por

v(n) =w(n)-w, (27)

e expressando E[e? (k)] como funcdo de R e v(n), obtém-se
Efc(n)] = snf (L-B)" ¥ (o + tr{RE[V(OVT ()T}) - (28)
k=0

Dado que
E[e(n)x(n)]=p—RE[w(n)] (29)

e substituindo (28) e (29) em (26), tem-se

n-1
E[c(m)]E[e(n)x(n)] =38 1-B)" o3 {p - RE[w(n)]}
k=0 (30)

n-1
+5)" (1-B)"tr{RE[V(K)VT (K)IHp - RE[W(n)I}.
k=0

O primeiro termo no lado direito de (30) ¢ igual a E[b(n)],
dado por (22). Entdo, substituindo (24) e (30) em (22),

obtém-se
n-1
Elu(ne(nx)]=8Y. 1-p)"* tr{RE[V(K)V" (k)]}
k=0

x{p—RE[w(n)]}

Finalmente, de (31), a expressdo para o valor médio do vetor
de coeficientes é

Efw(n+1)] = E[w(n)]+as{p - RE[w(n)]}

@31

n-1 32
+8Y. (1-B)" Mt {RE[V(K)V (K)IHp - RE[w(n) I} (32
k=0
Nota-se que (32) depende do momento de segunda ordem de
w(n) [4]. Contudo, para tal, pode considerar a seguinte

aproximacdo [7]:

E[v(n)v" (m]~ E[v(M]E[V' (n)]. (33)
Um modelo simplificado de primeira ordem pode ser obtido
por

E[w(n+1)] = E[w(n)]+o{p — RE[w(n)]}
n-1

+3) (1-B)"F tr(REE[W(K)] - W HEIW(K)] -, }') (34)
k=0

x{p - RE[w(n)]}.

IV. CURVA DE APRENDIZAGEM

Nesta secdo, deriva-se 0 modelo estatistico para a curva de
aprendizagem do algoritmo NCLMS, esta Gltima é definida
como

J(n) = o5 + tr[RK(n)] (35)

para  J(n)=E[e%(n)] e com K(n)=E[v(n)v'(n)]
denotando a matriz de covaridncia do vetor de erro nos
coeficientes. Expressando (19) em termos do vetor de erro

nos coeficientes, determinado o produto v(n)v' (n) , tomando

o valor esperado de ambos os lados da expressdo resultante e
considerando p(n) independente de x(n) e v(n), obtém-se

K(n+1) = K(n) - E[o; +p(n)][RK(n)+ K ()R]
+ E{Jo; +(nPHRUTRK (n)]+2RK ()R} (36)
+E{loy +p(MFIR L.

Finalmente, a expressdo procurada é determinada escrevendo
(36) como
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K(n+1) = K(n) ~{o + E[u(mIHRK(n) + K(MR]
Haf + 20 E[u(n)]+ E[u” (W]H2RK (R + Rtr[RK (n)]}
Haf + 20 E[u(n)]+ E[u* (IR %

(37)
com
E[u(n)] :anf(l—ﬁ)”‘l‘kta (K)-o7] (38)
] k=0
E[u?(n)]=8° nz_l(l—s)““—l-”[a 2(k)-23(k)o?% + o] (39)

k=0

V. ANALISE EM REGIME PERMANENTE

Nesta secdo, é realizada uma anélise do valor de regime
para o vetor w(n) , passo variavel o(n) e EQM.

A. Vetor w(n)
Considerando agora que o vetor de coeficientes w(n)
convergiu e utilizando (28) para n — oo , tem-se

n-1
W(0) =W(0)+ o [p—Rw(0)]+8> (L-p)"

e (40)
* Jex (%) [P~ Rw(0)].
n-1
Calculando a soma da série geométrica 2(1—13)”‘1‘k :% ,
k=0

quando n — o ecom 0<B <1, (40) resultaem

W) =wW(0) + g [p - Rw(oo)]+§Jex (o=)[p — Rw()]. (41)

Fazendo agora 6=%af By, ap6s algumas manipulagoes,
tem-se

o + 30 o (P -RW(=)]=0. (42

Visto que o, v e Jg (o) sdo constantes positivas, a Unica
solucdo de (42) é obtida para

[P—Rw(x)]=0 (43)
resultando em

w(w)=R™p. (44)

A partir de (44), constata-se que o valor de regime
permanente do algoritmo NCLMS é o mesmo que o do
algoritmo LMS convencional.

B. Passo Variavel a(n)
Determinando o valor de (11) para n — o, tem-se

() = o + 504 130 (0). 45)

C. Valor do EQM em Regime Permanente

Como em regime permanente 0 passo de adaptacdo
converge para um valor constante, utiliza-se aqui a mesma
relacdo do LMS convencional para um valor de passo de
adaptacao pequeno. Assim,

1 min o
Jex (0) = ) D (46)
k=1

onde p é o parametro de passo de adaptacdo constante.
Substituindo p por o), tem-se

‘]ex (OO) = 'a(OO)Jmin %kk = [2 i 'HlfY\]ex (OO)] ‘]mintr(R)

2 = 4
(47)
resultando finalmente em
20, 62 tr(R)
Jex (0) = ———5—— (48)

4-— ocfycs,z1 tr(R) .

VI. ROBUSTEZ E ESTABILIDADE

Dois pontos cruciais relacionados com a aplicacdo prética
do algoritmo NCLMS s&o observados: a sua robustez com
respeito a variagdes na variancia do ruido de medicdo e os
valores maximos (que mantenham a estabilidade do
algoritmo) para os parametros o, B e y . Na formulagdo do

algoritmo NCLMS, é considerado que a variancia do ruido

0121 seja constante. Contudo, na pratica, ela pode ser variante

no tempo ou mesmo pode ocorrer um erro em sua estimativa.
Na Fig. 2, é ilustrado o desajuste do algoritmo funcéo do erro
de estimagdo da variancia do ruido. Dessa figura, nota-se um
ligeiro aumento do desajuste do algoritmo frente a grandes

variacGes de Acﬁ%, indicando a robustez do algoritmo em
funcdo desse parametro.
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Fig. 2. Desajuste em fungdo de Acﬁ% .

Com relacdo a estabilidade do algoritmo NCLMS,
observa-se que ela esta intimamente vinculada com o
comportamento dindmico de o(n). Em geral, a estabilidade
dos algoritmos VSLMS esta condicionada a uma varia¢do do
passo de adaptacdo confinada aos seguinte limites [8]-[9]:

0<a(n) <

3tr[R]’ (49)
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A Fig. 3 apresenta uma curva tipica da evolucdo de a(n).
A estabilidade é assegurada se o valor de pico o, estiver
abaixo do valor maximo admissivel. Vale lembrar que o(n)
depende dos pardmetros o;, B e y. Logo eles devem ser
escolhidos de forma a garantir um adequado valor de oty -

Neste trabalho, € realizada uma investigacdo heuristica do
comportamento de a,,,, em fungdo dos parametros oy, B €

v . Em geral, observa-se, que para filtros de ordem elevada,
Omax S€ Mantém constante se os parametros o, B e y
forem ajustados, considerando que &=0,5a; By assuma um
valor menor do que um valor critico 3, . Além disso, a
curva que descreve o comportamento de o, (em funcéo de
8) tem uma forma caracteristica independente da poténcia

de entrada cﬁ e da ordem do filtro.

Observa-se também que o valor &, , abaixo do qual tem-se a

estabilidade do algoritmo, é uma funcéo da poténcia do sinal
de entrada e do comprimento do filtro utilizado. Dessa forma,

média do sinal

8 << 8y = F(c2,N). (50)

Na Fig. 6, sdo apresentadas algumas curvas do
comportamento de o, em funcdo de & como também

indicado o valor limite &;; .
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. 3. Evolugdo de o(n) para um filtro de 50 coeficientes.
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VIl. RESULTADOS DE SIMULACAO

Nesta secdo, sdo mostrados alguns resultados de simulagéo
numérica verificando a precisdo do modelo proposto para o
algoritmo NCLMS. Além disso, algumas consideracdes a
respeito da estabilidade do referido algoritmo séo
apresentadas.

A. Exemplo 1 - Resultados de Modelagem

Considera-se aqui um problema de identificacdo de
sistemas, utilizando a planta dada por w, =[0,227 0,460

0,688 0,320 0,110]". Neste exemplo, sdo considerados

ruidos branco e colorido como processos de entradas, sendo
em ambos 0s casos sinais Gaussianos de média zero e

variancia o2 =1. O sinal de entrada correlacionado é obtido
por um processo AR(1), dado por x(n)=ax(n-1)+u(n),
onde a=0,8 e u(n) é ruido branco tal que 0)2(:1. A
variancia do ruido de medicdo é csf] =0,01. Em ambos os

casos, 0s parametros o, B e y sdo ajustados conforme [4].

A Fig. 4 mostra os resultados obtidos por simulagdo Monte
Carlo (média de 200 realizagcBes independentes) e pelo
modelo proposto. Da Fig. 4, nota-se um bom casamento entre
os resultados de simulagdo e predi¢cdo. O pequeno desajuste
existente na fase transiente [Fig. 4(a)] é devido a
aproximacdo considerada em (33). A Fig. 5 ilustra o caso de
sinal de entrada correlacionado. Novamente, um bom
casamento entre simulagdo Monte Carlo (MC) e modelo é
verificado.
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25 1 1 1
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80 100 120 140 160 180 200
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Fig. 4. Exemplo 1. Sinal de entrada branco. (a) Comportamento médio do
vetor de coeficientes: (linha cinza) simulagdo MC; (linha preta) modelo
proposto. (b) Curva de aprendizagem: (linha irregular cinza) simulacdo MC;
(linha continua preta) modelo proposto.
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B. Exemplo 2 - Considerac@es de Estabilidade

Neste exemplo, sdo apresentadas simulagdes numéricas
para verificar os limites de estabilidade dos diferentes
parametros do algoritmo, considerando diferentes niveis de
ajustes. Além do mais, o desajuste do algoritmo NCLMS sob
variagdes na poténcia meédia do ruido de medicdo é
investigado. Para verificacdo do limite de estabilidade, um
filtro de ordem 50 é considerado. A partir de (17) e (18),
verifica-se que uma operacdo estavel do algoritmo NCLMS
depende dos pardmetros o, B e y através de relagdes
matematicamente complexas. Em particular, a convergéncia
depende de o assim como do fator 8 =0,50¢By . A Fig. 6
mostra uma familia de curvas de o, em funcéo de & . Cada

curva é obtida variando um dos parametros, enquanto 0s
outros dois sdo mantidos fixos. Nota-se dessa figura que
todas as curvas obtidas estdo fortemente concentradas em
torno dos mesmos valores, indicando que para um certo valor
de & existe aproximadamente um unico valor de oy, -

Observa-se ainda que, para valores de & maiores do que
8it » 0 algoritmo néo converge.
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Fig. 5. Exemplo 1. Sinal de entrada correlacionado. (a) Comportamento
médio do vetor de coeficientes: (linha cinza) simulacdo MC; (linha preta)
modelo proposto. (b) Curva de aprendizagem: (linha irregular cinza)
simulagdo MC; (linha continua preta) modelo proposto.
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Fig. 6. Variacdo de o, em funcéo de 3=0,50; By para um filtro de 50
coeficientes.

VIIIl. CONCLUSOES

Neste trabalho, sdo apresentadas novas expressdes
analiticas para descrever o comportamento do algoritmo
NCLMS. Também, sdo realizadas algumas consideracGes
relativas a robustez e estabilidade do algoritmo em relacdo ao
valor dos pardmetros de controle.
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