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Analise Estatistica do Algoritmo LMS Filtrado
Modificado

Juan R. V. Lopez, Orlando J. Tobias e Rui Seara

Resumo—Este artigo apresenta um modelo analitico para o
algoritmo LMS filtrado modificado (MFxLMS). O algoritmo
MFXLMS é uma versdo modificada do algoritmo FxLMS
convencional, visando melhorar a velocidade de convergéncia
para aplicacdes de controle ativo de ruido e vibragdes. Modelos
analiticos para 0 momento de primeira ordem e curva de
aprendizagem do filtro adaptativo sédo derivados. Esses modelos
sdo obtidos sem invocar a teoria da independéncia, que é uma
suposi¢do classica para a modelagem de algoritmos LMS. Os
modelos aqui derivados consideram a hipotese de adaptagdo
lenta. Resultados de simulacdo Monte Carlo ratificam a
qualidade de predicdo do comportamento do algoritmo a partir
do modelo proposto, utilizando tanto sinais de entrada brancos
quanto coloridos.

Palavras-chave—Adaptacéo lenta, algoritmo LMS, algoritmo
MFXLMS.

Abstract—This paper presents a statistical analysis of the
modified filtered-x least-mean-square (MFxLMS) algorithm.
The MFXLMS algorithm is a modified version of the standard
FXLMS aiming to improve the convergence speed for active
noise control and vibration applications. Analytical models for
the first moment of the adaptive filter weights and learning
curve are derived. These models are obtained without invoking
the independence theory, which is a classical assumption for the
modeling of LMS algorithms. The models here derived allow for
a slow adaptation condition. Results of Monte Carlo (MC)
simulations show a very good agreement with those obtained
from the proposed model for both white and colored Gaussian
input data.

Keywords—LMS algorithm, MFXLMS algorithm,
adaptation condition.
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I. INTRODUCAO

O controle ativo de ruido actstico e vibragdes ¢ uma das
mais importantes aplicagdes do algoritmo LMS filtrado
(FXLMS) [1], [2]. O FXLMS ¢ uma modificac¢do do algoritmo
LMS convencional, que leva em consideracdo o efeito do
caminho secundério (denotado por S na Fig. 1). Tal
modificagdo consiste em filtrar o sinal de referéncia com um
filtro idéntico ao do caminho secundario (caso ideal). No
entanto, na pratica, apenas uma estimativa de S, representada
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por §, é disponivel. Devido ao efeito do caminho secundario,
o algoritmo FXLMS apresenta como desvantagem uma pobre

caracteristica de convergéncia. Para contornar tal
inconveniente, uma modificagdo foi proposta em [3],
resultando no algoritmo LMS filtrado modificado

(MFXLMS). Esse algoritmo agora, através da remogdo do
efeito do caminho secundario, se comporta de forma similar
ao LMS convencional [4], [5].

Para o projetista, ¢ muito importante contar com um
modelo estatistico para o algoritmo adaptativo estudado.
Através desse modelo, ¢ possivel avaliar o comportamento do
algoritmo, bem como identificar e ajustar os pardmetros
criticos para se obter o melhor desempenho possivel para uma
dada aplicagdo. Muitos modelos estatisticos das diferentes
versdes do algoritmo LMS tém sido derivados sob a luz da
teoria da independéncia (TI) [6], [7]. Entretanto, para se obter
uma modelagem adequada dos algoritmos pertencentes a
familia de algoritmos de erro filtrado, a TI ndo pode mais ser
invocada como mostrado em [8] e [9]. Assim, o objetivo deste
trabalho ¢ derivar um modelo analitico para o algoritmo
MFXLMS, preenchendo assim uma lacuna nessa area de
aplicagdo. Da mesma forma como em [8] e [9], 0 momento de
primeira ordem do vetor de coeficientes do filtro adaptativo €
obtido considerando sinais de entrada Gaussianos, sem
invocar a TI. Por simplicidade matematica, o momento de
segunda ordem ¢é obtido levando em conta a condigdo de
adaptacdo lenta. Resultados de simulacdo Monte Carlo (MC)
ratificam a precisdo do modelo proposto tanto para sinais de
entrada brancos quanto coloridos.

Este trabalho ¢é organizado como segue. A Seg¢do II
apresenta a derivacdo do modelo do algoritmo MFXLMS,
iniciando com uma descricdo do algoritmo FxLMS
convencional, seguindo com sua versdo modificada. Ainda
nessa mesma se¢do, o modelo para o momento de primeira
ordem do vetor de coeficientes e para a curva de
aprendizagem sdo apresentados. Na Secdo III, visando avaliar
a precisdo do modelo proposto, sdo mostrados resultados de
simulacdes numéricas. Finalmente, a Secdo IV apresenta
alguns comentarios e as conclusdes finais deste trabalho.

II. DERIVAGCAO DO MODELO

A. Equacéo de Atualizagdo dos Coeficientes para o Algoritmo
FxLMS

A Fig. 1 mostra o diagrama de blocos do algoritmo FXLMS
convecional. A  notagdo utilizada ¢é a seguinte:

Wy =[Woo Woy Wy ygl & w(n)=[w(n) w(n) -

0.
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Wy _l(n)]T denotam os vetores de comprimento N da planta e
do filtro adaptativo, respectivamente. O caminho secundario é
s=[S, S-Sy 1" e sua estimativa, §=[8, § - Svi_1 1", As
variaveis x(n) =[x(n) x(n—=1) ---x(n—N+D]" e d(n) sdo o

vetor de entrada e o sinal desejado (ou primario),
respectivamente. Neste trabalho, considera-se que o processo

{x(n)} ¢ Gaussiano com varidncia Gi. O sinal z(n) é um
P -~ T A e 2
ruido de medi¢do de média zero com varidncia G, €

descorrelacionado de qualquer outro sinal no sistema. O vetor
contendo o sinal de referéncia filtrado ¢ X;(n)=[X;(n)

Xe(N=1)---X(N=N —1)]", obtido a partir de

M -1
Xe(M)= Y §x(n—i). 1)
i=0

X(n)

A4

o>

e(n)

x(N)

A

LMS

Fig. 1. Diagrama de bloco do algoritmo FXLMS.

Neste trabalho, considera-se que W, e w(n) tém a mesma
dimensdo; entretanto, pode ndo ser o caso para os vetores S e
§. Assim, a modelagem proposta contempla dimensdes
diferentes para esses ultimos vetores, como acontece em

casos praticos.
Da Fig. 1 o sinal de erro é

e(n) =d(n)—y,(n)+z(n) (@)

com d(n) e y;(n) dados, respectivamente, por

d(n) =wox(n) =x" (Mw, 3)
€
M -1
yim="> swh(n-ix(n-i). )
i=0

Substituindo (4) em (2), obtém-se

M-1
e(m=d(m- Y sw'(n-ix(n-i)+z(n). (5)

i=0

Finalmente, a partir de (1) até (5), a expressdo para a
atualizagdo do vetor de coeficientes do algoritmo FxLMS
convencional ¢ dada por [10]

w(n+1) =w(n)+pe(n)X;(n). (6)

B. Algoritmo MFXLMS

O algoritmo MFXxLMS ¢ obtido a partir da introdugdo de
um termo de compensagdo no sinal de erro instantdneo
[equagdo (5)] [3]. Dessa forma, o erro compensado é(n) é

é(n)=d(n)— Mi‘j siWT(n —-Dx(n-)+z(n)—A;(n) (7)

i=0
e a expressdo para atualizacdo dos coeficientes ¢ entdo dada
por

w(n+1) =w(n)+pé(n)xq(n). (8)

a variavel denota o termo de

Em (7), —A¢(N)
compensag¢do adicionado. Tal termo ¢ determinado forgando
que (7) tenha as mesmas caracteristicas que o sinal de erro do
algoritmo LMS convencional [3] [aqui denotado por
e(n)|LMS]’ o qual depende dos valores atuais do vetor de

coeficientes. Assim, o sinal de erro com caracteristicas
similares ao do algoritmo LMS convencional ¢ dado por

e s =M —w' (Mx;(n)+2(n). ©)

Substituindo (1) em (9), tem-se
M-1
e(n)|; s =d(M - sw (mx(n—i)+z(n). (10)
i=0

Fazendo é(n):e(n)|LMs, de (7) e (10), obtém-se A;(n).

Assim,
M-1
A= swh (M) —w' (n—i)x(n—i). (11)
i=0

O termo [w! (n) —WT(n —1)] é facilmente determinado de (8);
assim, (11) pode ser reescrita como

M i

Ap(m=p Y Y si€(n- x; (- x(n=i).

i=0 j=I

(12)

Finalmente, substituindo (12) em (7), obtém-se a expressdo
do erro compensado

M -1
ém=d(m- Y sw'(n—-ix(n-i
i—0
M-I i
—1Y Y seM= X (= Px(n=i)+2(n).

i=0 j=I

(13)



XXV SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICACOES — SBrT 2007, 03—-06 DE SETEMBRO DE 2007, RECIFE, PE

Note que (13) é uma expressio recursiva em é(n). E essa

caracteristica que faz com que o algoritmo modificado tenha
um comportamento similar ao de um LMS convencional.

C. Comportamento Médio do Vetor de Coeficientes

Nesta se¢do, ¢ obtido o momento de primeira ordem do
vetor de coeficientes do algoritmo MFxLMS. Entdo,
substituindo (1) e (13) em (8) e tomando o valor esperado de
ambos os lados da expressdo resultante, tem-se

M -1

E[w(n+1)] = E[w(n)]+p Y §E[x(n—i)d(n)]
i=0
M-1N-1
u, s, E[X(n—k)w" (n—i)x(n—i)]

I
o

-:
[ ]
EM- &

k=
-1

N~
Z E[X(n—k)&(n— j)x¢ (n— px(n=)]

<
L

iEx(n—=D)z(n)].

Il
o

(14)
D, d(n)

respectivamente, ¢ substituindo em (14), apds

Agora, usando (1), (3) e (5) para determinar X}(n -
e én-j),
simples manipulagdes matematicas, obtém-se

M1
E[w(n+1)]=E[w(n)]+p > §R_jw,
i=0
M-1M-1
—u Y Y &R EWn-i)]
i=0 k=0
2M -1 i M-1M-1
—H ZZ SS S { j+p- kRj—i+Ri—kR—p
i=0 j=1 k=0 p=0

#R R, 1 W,

+H2. Zz Z Siékslép{RHp—kRHH

pElX(n—k)

xé(n—j—m)x; (n—j—m)x(n—j-1)

xX" (= j— px(n—i)]

M-1 i M-1M-1
I Sk SpEIX(n—k)z(n - j)
i=0 j=1k=0 p=0
M -1
<X (n—j—px(n-D]+p Y. FEXN-i)z(n)].
i=0

(15)

Os valores esperados em (15) sdo determinados levando em
conta as seguintes consideragdes de analise:

i) As correlagdes entre os diferentes vetores de entrada sdo
muito mais importantes do que as correlagdes entre o
vetor de entrada e o vetor de coeficientes [8].

ii) O modelo ¢ derivado considerando adaptacdo lenta.
Assim, em (15), os termos afetados por uf’ com >3
sdo desconsiderados.

iii) Dado que o sinal de entrada ¢ Gaussiano, o0 momento de
quarta ordem ¢ determinado através do Teorema de
Fatoragdo de Momentos para sinais Gaussianos [11].

iv) Todas as matrizes de autocorrelagdo em (15) sdo obtidas

a partir da forma geral Rg_, = E[X(n— a)x (n—=p)].

Considerando (i) até (iv) e as caracteristicas do ruido z(n),
pode-se reescrever (15) como segue:

M -1
E[w(n+1)] = E[w(m]+ 1 Y §R W,
i=0
1M1 )
1Y, Y siSRiEw(n-i)]
i=0 k=0
) -1 i M-1M-1
—u s'Sksp{RHp kR] i TR kR (16)
i=0 j=1 k=0 p=0
T 2|\/| 1 i M=IM-1M-1
+Rj_ktr[Rj+p_i ]}WO +l,|. Z S p
i=0 j=1k=0 I=0 p=0

{RHp kRHI i tRi xR p+RJ+| ktr[R]+p il
<EMW(n - -}

D. Vetor de Coeficientes em Regime Permanente

Assumindo que o algoritmo converge, o valor de w(n) em
regime permanente, denotado por W, , é obtido a partir da
seguinte condigdo:

lim E[w(n+1)] = lim E[w(n—i)] = lim E[w(n— j—1)]
nN—o0 nN—o0 n—o0 (17)

= lim E[w(n)]=w,,.

Substituindo (17) em (16) e considerando um passo de
adaptacao pequeno, obtém-se

Z

—IN—

M —

SSSRiZ kR (W,,.
=0

(18)

n
(=1
=~
(=}

Entdo, de (18), verifica-se que na condi¢do de adaptagio lenta
o algoritmo MFXxLMS tem o mesmo comportamento de
regime permanente que o algoritmo FXLMS dado em [8]. Em
outras palavras, a modificagdo introduzida nd3o afeta as
caracteristicas de regime permanente, modificando apenas o
regime transiente do algoritmo.
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E. Curva de Aprendizagem
Para determinar a expressdo da curva de aprendizagem, é
utilizada a condi¢do é(n)= e(n)|LMS; assim, elevando-se ao

quadrado ambos os lados de (10) e tomando o valor esperado
de ambos os lados da expressdo resultante, obtém-se

M—
E[6*(n)]= E[d*(n)]-2 Zl SE[d(mx" (n—i)w(n)]
i=0

i

M- -1
+Y. 0SS

i=0 j

Efw" (mx(n-ix" (n— pw(m)]+E[2*(n)].

Il
o

(19)

Logo, considerando as caracteristicas do ruido z(n), usando
(1)-(iv) e (3), tem-se

M -1
E(M) = WoRw, —2w, 3" sRE[w(n)]

=0 (20)

§

1Mot
+ s,sjtr{ [w(mw' (n)]R }+c§
i j=

n
(=1
(=1

onde &(n)=E[62(n)].
necessita-se determinar o momento de segunda ordem do

vetor de coeficientes. Assim, considerando a condigdo de
adaptacdo lenta, o momento de segunda ordem requerido

E[w(nw’(n)] =

]. Dessa forma, ja temos disponivel

Para finalizar a derivagdao de (20),

pode ser

E[w(n)JE[w' (n)] [10

uma expressdo para o valor esperado de w(n),

aproximado por

tendo sido
determinada em (16).

F. Modelo Invocando a Tl

Para fins de comparagdo, também sdo determinadas as
expressdes do momento de primeira ordem e da curva de
aprendizagem sob a luz da TI. Tal teoria estabelece que

Rﬁ—a = E[x(n- OL)XT(n —-B)]=0 para o#p. Portanto, a

expressao do momento de primeira ordem considerando entio
a TI é dada por

E[w(n+1)]=

min(M ,M )1

E[w(n)]+u$Rw, - >’
i=0

5§ RE[w(n—1i)]

i Z
j=1 k=0

Siékép{Rl + R2 + R3}Wo

Il
(=1
—_
Il
—

+p > si8kSISpiR4+Rs+RgJE[W(n - j=1)]
2N

onde

R _IR% j+p=ke j=i
! 0, caso contrario
2 . _
R, = R~, i=kep=0
0, caso contrario
{Rtr[R], j=ke j+p=i
R;= L
0, caso contrario
R - R2, j+p=ke j+l=i
! 0, caso contrario
2 P _
R, = R-, i=kel=q
0, caso contrario
R. = Rtr[R], jrl=ke j+p=i
6~ 0, caso contrario

Logo, a curva de aprendizagem obtida usando a TI é

g(n)=wTRw —2w/s,RE[w(n)]
(22)
+ Z 5 tr{ [w(nmw (n)]R}

A partir de (21) e (22), observa-se que invocando a TI
muitos dos termos sdo desconsiderados, levando o modelo a
fornecer resultados inadequados. Na préxima secdo, esses
resultados serdo melhor evidenciados.

III. RESULTADOS DE SIMULACAO

Nesta secdo, dois exemplos sdo apresentados a fim de
verificar a precisdo do modelo proposto. O primeiro exemplo
considera um sinal de entrada branco e o segundo, um sinal
colorido. Sem perda de generalidade, para todos os exemplos
¢ utilizada a condigéo s =35.

A. Exemplo 1

Para este exemplo, a planta ¢é dada por
w, =[1,00 0,84 0,45 0,67 —0,19 0,39 0,12 0,30 —0,54]".
O caminho secundario ¢ dado por s=[0,502 0,335 0,167]T.

O sinal de entrada x(n) é Gaussiano com 0)2( =1. O maximo

valor do passo de adaptagdo (determinado

Hmax
experimentalmente) para o algoritmo ¢ igual a 0,15. Nesse
exemplo, ¢ utilizado um passo de adaptagdo p=0,6p,. . Os

resultados de simulagdo Monte Carlo (MC) (média de 500
realizagdes independentes) e as predigdes obtidas a partir do
modelo proposto [(16) e (20)] sdo mostrados na Fig. 2. Dessa
figura, observa-se que o modelo proposto prediz
satisfatoriamente o comportamento médio do vetor de
coeficientes do filtro adaptativo como também a curva de
aprendizagem (erro quadratico médio - EQM). Os resultados
obtidos a partir do modelo considerando a TI [(21) e (22)] sdo
também apresentados na Fig. 2, evidenciando o descasamento
decorrente de tal modelo.
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E[w,(m]-E[w,(m)]

Iteracdes
(a)
10"

10 p

EQM

107 ARl | L gt Bl e ) A bl |

10 0 500 1000 1500
Iteragoes
(b)
Fig. 2. Exemplo 1. Sinal de entrada branco e n=0,6u,.,, . Simulagio MC

(linha irregular cinza); modelo considerando a TI (linha continua preta);
modelo proposto (linha tracejada preta). (a) Comportamento médio do vetor
de coeficientes. (b) Curva de aprendizagem.

B. Exemplo 2

Neste caso, ¢ utilizado um sinal de entrada colorido, o qual
¢ obtido através de um processo AR(2) dado por

X(n) = ax(n—=1)+a,x(n—2)+u(n) (23)
onde u(n) é um ruido branco com varidncia unitaria. Os
a,=0,1833 ¢

a, =—0,75, resultando em uma dispersdo dos autovalores da

coeficientes do processo AR(2) sdo

matriz de autocorrelagdo de entrada igual a 26,87. A planta e
o caminho secundario sdo os mesmos utilizados no exemplo
anterior. O maximo passo de adaptacdo para esse caso €
Hmax =0,2  (determinado experimentalmente). Para este
exemplo, é usado p=0,6p,,,. - As Figs. 3(a) e (b) mostram o
momento de primeira ordem e as curvas de EQM dos
modelos tedricos (usando a TI e o modelo proposto),
respectivamente. Através dessas figuras, pode-se verificar
que o modelo proposto [expressoes (16) e (20)] apresenta um
bom casamento com as simulagdes MC. Em contraste, o
modelo derivado considerando a TI [(21) e (22)] ndo prediz
adequadamente os resultados de simulagdo.

1000 1500 2000 2500 3000
Iteragdes
(@)
10"
10° k
\
= \
o 1
53] ¥
\
10700 Y
™ -~
102 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Iteragdes
(b)

Fig. 3. Exemplo 2. Sinal de entrada colorido e u=0,6u,,,, . Simulagio MC
(linha irregular cinza); modelo considerando a TI (linha continua preta);

modelo proposto (linha tracejada preta). (a) Comportamento médio do vetor
de coeficientes. (b) Curva de aprendizagem.

IV. CONCLUSOES

Modelos analiticos para o momento de primeira ordem e da
curva de aprendizagem do algoritmo MFXLMS foram
determinados. Esses modelos sdo obtidos sem invocar a
classica teoria da independéncia e considerando uma
condi¢gdo de adaptacdo lenta. Simulagdes numéricas
verificaram o bom desempenho do modelo proposto tanto
para sinais de entrada Gaussianos brancos quanto coloridos.
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