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Cálculo da Probabilidade de Erro de Bit dos
Sistemas M-QAM Quadrado e M-PAM em

Desvanecimento Nakagami
Wamberto J. L. Queiroz, Waslon T. A. Lopes, Francisco Madeiro e Marcelo S. Alencar

Resumo— Este trabalho apresenta express̃oes exatas para
o cálculo da probabilidade de erro de bit de esquemas de
modulação M-QAM e M-PAM, sob desvanecimento Nakagami,
com base na consistência de mapeamento de constelações M-
QAM e M-PAM sob mapeamento de Gray.

Palavras-Chave— Desvanecimento Nakagami, modulaç̃ao, ma-
peamento de Gray.

Abstract— This work presents exact expressions for calculating
the bit error probability of M-QAM and M-PAM modulation
schemes, under Nakagami fading, regarding the bit mapping
consistency of M-QAM and M-PAM constelations with Gray
mapping.

Keywords— Nakagami fading, modulation, Gray mapping.

I. I NTRODUÇÃO

O uso de esquemas de modulação M-QAM (M-ary Qua-
drature Amplitude Modulation) em sistemas de comunicações
modernos é consolidado e ocorre em vários tipos de modens
sı́ncronos de altas taxas de dados. Alguns exemplos são os
modens 209A, da AT&T, que transmitem dados sı́ncronos com
taxa 9600 b/s em modofull-duplex usando modulação 16-
QAM, e o modelo MRD-5102 da Rockwell-Collins, que usa
modulação 256-QAM. Outra aplicação são enlaces de fibras
óticas para sistemas de TV a cabo de primeira geração - CATV
(Cable TV). Os modens que são usados nesses sistemas para
fornecer dados por cabo têm uma camada de rede IP (Internet
Protocol) e a camada fı́sica de descida inclui os formatos
de modulação 64-QAM e 256-QAM e códigos de correção
de erro Reed-Solomon e de treliça. Na direção de subida, a
camada fı́sica de transmissão do modem inclui os formatos
de modulação QPSK (Quadrature Phase Shift Keying) e 16-
QAM.

O uso desse esquema de modulação em sistemas de trans-
missão sem fio se faz, ainda, nos padrões DVB-T (Digi-
tal Video Broadcasting - Terrestrial) e ISDB-T (Integrated
Services Digital Broadcasting - Terrestrial) de TV digital,
comercializados respectivamente no Reino Unido e no Japão
a partir 1998. No padrão ISDB-T os dados de entrada do
codificador MPEG-2 (Moving Picture Experts Group - 2) são
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arranjados em blocos de 188 bytes, chamados de MPEG2 TSP
(Transport Stream Packet), enviados para um segmentador e
em seguida são arranjados em um, dois ou três blocos de
codificação. Esses blocos são chamados de camadas e seus
dados passam por moduladores e podem ser mapeados em
sı́mbolos das constelações 16-QAM ou 64-QAM.

Esse processamento evita que o desvanecimento em rajadas
prejudique as informações que trafegam pelo canal e tem
recebido atenção de muitos pesquisadores [1]–[4]. Nesses
trabalhos, os estudos têm sido desenvolvidos com o objetivo de
avaliar o desempenho dos esquemas de modulação M-QAM
usando como parâmetro de avaliação a probabilidade de erro
de bit (PEB). Na referência [5], por exemplo, são mostradas
aproximações para cálculo da PEB do esquema QAM obtidas
a partir do uso de limitantes superiores ou inferiores, enquanto
que em [1] é apresentada uma expressão mais apropriada
para o cálculo da PEB sob ação do ruı́do AWGN (Additive
White Gaussian Noise). Embora essas aproximações apresen-
tem bons resultados para relações sinal ruı́do SNR (Signal-
to-Noise Ratio) elevadas, elas diferem dos valores exatos em
SNRs baixas.

Uma contribuição a essa linha de estudos foi dada na
referência [6], por Cho e Yoon, que apresentam expressões
matemáticas exatas para cálculo da PEB de sistemas M-QAM
e M-PAM sob ruı́do aditivo AWGN, usando mapeamento
Gray. Em relação ao desvanecimento Rayleigh, podem ser
citadas a referência [3], que fornece expressões para cálculo
da PEB dos esquemas 16-QAM e 64-QAM em termos de
uma integral definida da funçãoQ(x), e a referência [4],
em que os autores mostraram que um sinal recebido em
um canal com desvanecimento Rayleigh é sujeito a uma
distorção multiplicativa e a um ruı́do aditivo. Assim, após
a compensação da distorção, o sinal na entrada do receptor
pode ser visto como um sinal que apresenta um único termo
de distorção aditiva que engloba os efeitos do ruı́do aditivo
original, da distorção multplicativa e do erro de compensação
dessa distorção.

Em [7] foi mostrado que o canal com desvanecimento
Rayleigh pode ser visto como um canal sujeito a ruı́do aditivo.
Esse ruı́do é modelado como a razão entre uma variável
aleatória (v.a) gaussiana e uma v.a Rayleigh. A expressãoda
PEB para os esquemas M-QAM foi então obtida, usando o
resultado apresentado em [6], substituindo a funçãoerfc(x)
pela função cumulativa de probabilidade (FCP) do novo ru´ıdo
obtido. Essa mesma linha de raciocı́nio é usada nas próximas
seções no cálculo das expressões da PEB para a constelac¸ão
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M-QAM quadrada e M-PAM sob ação do desvanecimento
modelado pela distribuição de Nakagami.

II. FORMULAÇÃO DO PROBLEMA

Em um ambiente de propagação com desvanecimento, a
expressão matemática do sinal recebido na entrada do detector
ótimo [5] é geralmente escrita como

rc(t) = αe−jφs(t) + z(t), 0 ≤ t ≤ T, (1)

em queα é uma variável aleatória que representa as variações
de amplitude sofridas pelo sinal ao longo de seu percurso
de propagação,φ é a variação de fase imposta pelo canal,
z(t) é um processo gaussiano aditivo branco de média nula e
densidade espectral de potência (DEP)N0/2 e T é a duração
do sı́mbolo transmitido.

Admitindo que o detector ótimo faça uma perfeita estimação
das variações de faseφ sofridas pelo sinal transmitido, o sinal
recebido na entrada do detector pode ser escrito, de acordo
com [8], como

r(t) = rc(t)e
jφ = αs(t) + z(t)ejφ = αs(t) + n(t). (2)

Note, pela Equação (2), que a variáveln(t) continua sendo
um processo de média nula e DEPN0/2.

No processo de detecção do sinal transmitido, baseado no
critério da máxima probabilidade aposteriori, o detector ótimo
pode utilizar duas estratégias diferentes para estimar o sı́mbolo
transmitido a partir da observação do sinal recebidor(t).
Uma estratégia é amplificar o sinal recebido para normalizar o
ganho do canal de modo que as regiões de decisão do receptor
correspondam às regiões de decisão da constelação dossinais
transmitidos e escolher como sı́mbolo detectado aquele que
minimiza a métrica|r−αsi|. A outra estratégia é usar o ganho
do canal para amplificar a constelação dos sinais, comparar
r/α com todos os sı́mbolos transmitidos e escolher o sı́mbolo
que minimiza a métrica|r/α − si|.

Em relação à modulação QPSK, foi mostrado na referência
[7] que ambas as estratégias apresentam o mesmo desempenho
em relação à probabilidade de erro de bit para um desva-
necimento Rayleigh. Neste trabalho, a segunda estratégiaé
utilizada em um canal com desvanecimento modelado pela
distribuição de Nakagami para obter as expresões da probabi-
lidade de erro de bit para os esquemas de modulação M-PAM
e M-QAM, tomando-se como base as expressões obtidas por
Cho e Yoon em [6]. Para que se possa chegar ao resultado
desejado é necessário, antes, obter a função cumulativa de
probabilidade da nova variável aleatória definida como a razão
entre uma variável aleatória gaussianaN e uma variável
aleatóriaα com distribuição de Nakagami,L = N/α.

III. FUNÇÃO CUMULATIVA DE PROBABILIDADE DE

L = N/α

A variável aleatóriaN de média nula e variânciaN0/2, que
modela o ruı́do gaussiano branco, tem sua função densidade
de probabilidade (fdp) dada por

pN (n) =
1√
πN0

e−n2/N0 , (3)

enquanto que a distribuição de Nakagami da variávelα é dada
por

p(α) =
2mmα2m−1

Γ(m)Ωm
e−

mα
2

Ω u(α), (4)

em quem é um parâmetro que controla a intensidade do
desvanecimento,Ω é a potência média do envelope do sinal
transmitido eu(·) é a função degrau unitário.

De acordo com [9], a função densidade de probabilidade de
uma variável aleatóriaL, definida como a razão entre outras
duas variáveis,L = N

α , é dada por

pL(l) =

∫ ∞

−∞

|α|p(lα, α)dα, (5)

em que a fdp conjuntap(lα, α) é obtida substituindo-se o
termon por lα na fdp

p(n, α) =
2mmα2m−1

Γ(m)Ωm
e−

mα
2

Ω
e−

n
2

N0

√
πN0

u(α). (6)

Como as variáveis aleatóriaN e α são independentes, a fdp
pL(l) é obtida integrando-se a fdp conjunta da Equação (6),
obtendo-se

pL(l) =

∫ ∞

−∞

|α|2mmα2m−1

Γ(m)Ωm

e−
mα

2

Ω

√
πN0

e−
l
2

α
2

N0 u(α)dα

=
2√
πN0

mm

Γ(m)

1

Ωm

∫ ∞

0

α2me
−α2

“

m

Ω + l
2

N0

”

dα.

(7)

Nota-se pela Equação (7) que a última integral é da forma
∫ ∞

0

x2me−ρx2

dx (8)

e seu resultado é obtido seguindo o desenvolvimento
∫ ∞

0

x2me−ρx2

dx =

∫ ∞

0

x2me−(
√

ρx)2dx

=

∫ ∞

0

(

u√
ρ

)2m

e−u2 du√
ρ

=
1

2ρ(m+ 1
2 )

Γ

(

m +
1

2

)

.

(9)

Desse modo, tem-se que
∫ ∞

0

α2me
−α2

“

m

Ω + l
2

N0

”

dα =
1

2
Γ

(

m +
1

2

)

×
(

l2

N0
+

m

Ω

)−(m+ 1
2 )

.

(10)

Substituindo esse resultado na Equação (7), obtém-se que a fdp
da variável aleatóriaL, que representa o novo ruı́do aditivo,
pode ser escrita como

pL(l) =
1√
πNo

mm

Ωm

Γ
(

m + 1
2

)

Γ(m)

(

l2

No
+

m

Ω

)−(m+ 1
2 )

, (11)

que ainda pode ser escrita como

pL(l) =
mm

√
πΩm

Γ
(

m + 1
2

)

√
NoΓ(m)

(

l2Ω + mNo

NoΩ

)−m− 1
2

. (12)
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A FCP em função del, PL(l), considerando-seΩ = 1 é
então obtida calculando-se a integral

PL(l) =

∫ l

−∞

pL(x)dx =
mmNm

o√
π

Γ
(

m + 1
2

)

Γ(m)
×

∫ l

−∞

(

x2 + Nom
)−

2m+1
2 dx,

(13)

em que
∫

(

x2 + a
)− 2m+1

2 dx = x2F1

(

1
2 , m + 1

2 ; 3
2 ;−x2

a

)

a−(m+ 1
2 )

(14)
e 2F1(a, b; c; x) é mais conhecida como função hiper-
geométrica de Gauss.

A avaliação desse resultado emx tendendo para−∞ é feita
considerando a forma integral de2F1(a, b; c; x) [10] e tomando
o limite

lim
x→−∞

x2F1

(

1

2
, m +

1

2
;
3

2
;−x2

)

. (15)

O resultado dessa avaliação é a funçãoPL(l) dada por

PL(l) =
Γ
(

m + 1
2

)

√
πΓ(m)

{

l√
Nom

2F1

(

1

2
, m +

1

2
;
3

2
;− l2

Nom

)

+
Γ(3

2 )B(m, 1 − m)

Γ(m + 1
2 )Γ(1 − m)

}

,

(16)

em queB(r, s) é a função beta de parâmetrosr e s.

IV. PROBABILIDADE DE ERRO DO SISTEMAM-QAM

Essa FCP pode ser usada, por exemplo, no cálculo da
propabilidade de erro de bit de um sistema M-QAM quadrado
na presença de desvanecimento Nakagami, usando-se o resul-
tado obtido no artigo [6], no qual os autores mostram que a
PEB de um esquema M-QAM quadrado na presença de ruı́do
gaussiano pode ser escrita como

Pb =
1

log2

√
M

log2

√
M

∑

k=1

Pb(k), (17)

em quePb(k) é dado por

Pb(k) =
1√
M

(1−2−k)
√

M−1
∑

i=0

{

w(i, k, M)×

erfc

(

(2i + 1)

√

3 log2 Mγ

2(M − 1)

)}

(18)

e os pesosw(i, k, M) são dados por

w(i, k, M) = (−1)

j

i2k−1
√

M

k

·
(

2K−1 −
⌊

i · 2k−1

√
M

+
1

2

⌋)

,

(19)
com γ = Eb/N0, energia de bit sobre a energia do ruı́do.

Sabendo então queerfc(x) = 2Q(
√

2x) e que Q(x) é
por definição a probabilidade de que uma variável aleatória

gaussiana de média nula e variância unitária tenha valormaior
quex, tem-se que

erfc

(
√

3(2i + 1)2 log2(M)Eb

2(M − 1)

)

=

= 2Q

(

√
2

√

3(2i + 1)2 log2(M)Eb

2(M − 1)

)

= 2Prob

(

l ≥
√

3(2i + 1)2 log2(M)Eb

(M − 1)

)

.

(20)

A probabilidade de que a intensidade do novo ruı́do aditivo

l(t) exceda
√

3(2i+1)2 log2(M)Eb

(M−1) pode ainda ser escrita como

Prob

(

l ≥
√

3(2i + 1)2 log2(M)Eb

(M − 1)

)

=

=

∫ ∞

r

3(2i+1)2 log2(M)E
b

(M−1)

pL(l)dl

= 1 − PL

(
√

3(2i + 1)2 log2(M)Eb

(M − 1)

)

.

(21)

Aplicando esse resultado à FCP obtida na Equação (16)
tem-se

PL

(
√

3(2i + 1)2 log2(M)Eb

(M − 1)

)

=

=
Γ
(

m + 1
2

)

√
πΓ(m)

√

3(2i + 1)2 log2(M)

m(M − 1)

Eb

N0

× 2F1

(

1

2
, m +

1

2
;
3

2
;−3(2i + 1)2 log2(M)

m(M − 1)

Eb

N0

)

+
B(m, 1 − m)

2Γ(m)Γ(1 − m)
.

(22)

Desse modo,

2Prob

(

l ≥
√

3(2i + 1)2 log2(M)Eb

(M − 1)

)

=

= 2

{

1 − Γ
(

m + 1
2

)

Γ(m)
√

π

√

3(2i + 1)2 log2(M)

m(M − 1)

Eb

N0

× 2F1

(

1

2
, m +

1

2
;
3

2
;−3(2i + 1)2 log2(M)

m(M − 1)

Eb

N0

)

− B(m, 1 − m)

2Γ(m)Γ(1 − m)

}

.

(23)

A probabilidade de erro de bit do M-QAM quadrado pode
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ser escrita então como

Pb =
1

log2

√
M

log2

√
M

∑

k=1

Pb(k)

Pb(k) =
2√
M

(1−2−k)
√

M−1
∑

i=0

w(i, k, M)

{

1 − Γ
(

m + 1
2

)

Γ(m)
√

π

√

ai(M)γ

m

×2F1

(

1

2
, m +

1

2
;
3

2
;−ai(M)γ

m

)

− B(m, 1 − m)

2Γ(m)Γ(1 − m)

}

,

(24)

em queai(M) = 3(2i+1)2 log2(M)
M−1 e γ = Eb/No.

Uma expressão alternativa para o cálculo da PEB para
valores inteiros dem pode ser obtida fazendo-se a substituição
de variáveisx = tg(θ) na integral da Equação (14). O
resultado dessa integral é dado por

∫

1

(x2 + a)m+ 1
2

dx =
1

am

(m−1)
∑

k=0

(−1)kCm−1,k

(2k + 1)

[

x√
x2+a

]2k+1

,

(25)
em queCm−1,k = (m−1)!

k!(m−1−k)! .
Avaliando a Equação (25) em−∞ e l, a funçãoPL(l) pode

ser escrita como

PL(l) =
Γ
(

m + 1
2

)

√
πΓ(m)

(m−1)
∑

k=0

(−1)kCm−1,k

(2k + 1)
×

{

[

l√
l2 + N0m

]2k+1

+ 1

}

.

(26)

Substituindo esse resultado no lugar da funçãoerfc(·) na
Equação (20) tem-se

Pb(k) =
2√
M

(1−2−k)
√

M−1
∑

i=0

w(i, k, M)×

Prob

(

l ≥
√

3(2i + 1)2

(M − 1)
log2(M)Eb

)

=
2√
M

(1−2−k)
√

M−1
∑

i=0

w(i, k, M)×






1 − Γ
(

m + 1
2

)

√
πΓ(m)

(m−1)
∑

k=0

(−1)kCm−1,k

(2k + 1)

×
[

(

ai(M)γ

ai(M)γ + m

)k+ 1
2

+ 1

]}

,

(27)

de onde se obtém diretamente a probabilidade de erroPb [7].

V. PROBABILIDADE DE ERRO DO SISTEMAM-PAM

A obtenção de uma expressão para a probabilidade de erro
de bit do sistema M-PAM é feita usando o fato que a distância

euclidiana entre os sı́mbolos M-PAM é dada por

d =

√

3log2(M) · Eb

(M2 − 1)
(28)

e que a expressão para o ruı́do gaussiano aditivo,Pb, de acordo
com [6], é dada por

Pb =
1

log2(M)

log2(M)
∑

k=1

Pb(k), (29)

com

Pb(k) =
1

M

(1−2−k)M−1
∑

i=0

{

w(i, k, M)×

erfc

(

(2i + 1)

√

3 log2 Mγ

(M2 − 1)

)}

,

(30)

e

w(i, k, M) = (−1)

j

i2k−1

M

k

·
(

2K−1 −
⌊

i · 2k−1

M
+

1

2

⌋)

.

(31)
Seguindo então um procedimento semelhante ao usado na
modulação M-QAM, encontra-se que

Pb(k) =
2

M

(1−2−k)M−1
∑

i=0

w(i, k, M)

{

1 − Γ
(

m + 1
2

)

Γ(m)
√

π

√

ai(M)γ

m

×2F1

(

1

2
, m +

1

2
;
3

2
;−ai(M)γ

m

)

− B(m, 1 − m)

2Γ(m)Γ(1 − m)

}

,

(32)

em queai(M) = 6(2i+1)2

(M2−1) log2M e γ = Eb/N0.

É interessante observar neste ponto que as expressões
obtidas nas seções anteriores, em termos das funções hiper-
geométrica, gamma e beta, convergem para o resultado obtido
no artigo [7] quandom = 1, para o desvanecimento Rayleigh.
Conseqüentemente, os gráficos de probabilidade de erro de
bits para o valor dem = 0.95, próximo dem = 1, como
por exemplo na Figura 4, se aproximam dos gráficos obtidos
para m = 1 na Figura 6. Param = 1 e M = 16, os
resultados obtidos nesse artigo para o sistema16−QAM estão
também compatı́veis com os resultados obtidos por Shayesteh
e Aghamohammadi em [4].

VI. RESULTADOS NUMÉRICOS

As Figs. 1, 2 e 3 a seguir mostram as curvas de erro de
bit traçadas a partir da Equação 24 para os esquemas de
modulação 16-QAM, 64-QAM e 256-QAM para diferentes
valores do parâmetrom da distribuição de Nakagami. Percebe-
se nos três casos que a probabilidade de erros aumenta quando
m diminui para 0.51. Quandom = 0.5 a distribuição de
Nakagami tende para a distribuição Gaussiana unilaterale
quandom aumenta para0.95 a distribuição se aproxima da
distribuição de Rayleigh.
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Fig. 1. Probabilidade de erro de bit de um sistema 16-QAM sob desvane-
cimento Nakagami para diferentes valores dem, 1

2
< m < 1.
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Fig. 2. Probabilidade de de erro de bit de um sistema 64-QAM sob
desvanecimento Nakagami para diferentes valores dem, 1

2
< m < 1.

Na Fig. 4 são mostradas curvas de probabilidade de erro
de bit agrupadas para o mesmo valor dem e para diferentes
valores deM . Percebe-se pela Fig. 4 que o sistema 256-
QAM é mais susceptı́vel ao desvanecimento que o sistema 16-
QAM. Isso ocorre porque, para uma mesma SNR, a distância
euclidiana entre os componentes de dois sı́mbolos distintos
da constelação 256-QAM é menor do que na constelação 16-
QAM.

Na Fig. 5 são mostradas as curvas de probabilidade de erro
de bit para o esquema 256-QAM para diferentes valores de
m maiores que1. À medida quem aumenta, a intensidade
do desvanecimento diminui e o esquema de modulação sofre
menos erros.

Um outro resultado interessante é o comportamento da
probabilidade de erro de bit param = 1, que corresponde
ao desvanecimento Rayleigh. Quandom = 4, por exemplo,
tem-se a menor intensidade de desvanecimento entre os resul-
tados numéricos apresentados. Esses resultados são mostrados
respectivamente na Figs. 6 e 7.

Os resultados apresentados nas Figs. 6 e 7 mostram nova-
mente que os esquemas com constelações maiores são mais
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Fig. 3. Probabilidade de de erro de bit de um sistema 256-QAM sob
desvanecimento Nakagami para diferentes valores dem, 1

2
< m < 1.
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Fig. 4. Probabilidade de erro de bit de um sistema M-QAM sob desvaneci-
mento Nakagami param = 0.95 e diferentes valores deM .
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Fig. 5. Probabilidade de erro de bit de um sistema 256-QAM sob
desvanecimento Nakagami para diferentes valores dem, m > 1.
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susceptı́veis ao desvanecimento, principalmente ao desvane-
cimento Rayleigh, comum em muitos ambientes urbanos.
Apesar dessa susceptibilidade, os esquemas com grandes
constelações são muito usados, principalmente quando são
necessárias taxas de transmissão de bit mais elevadas.

O último conjunto de curvas, mostrado na Fig. 8, é referente
à modulação M-PAM param = 0.95 e diferentes valores de
M . O valor m = 0.95 foi escolhido por estar entre 0.5 e 1.0
e ser próximo de 1.0 (caso em que a distribuição Nakagami
se aproxima da Rayleigh). Curvas param > 1.0 podem ser
obtidas por meio das Equações (29) e (32).

VII. CONCLUSÃO

Neste trabalho foram obtidas expressões exatas para o
cálculo da probabilidade de erro de bit dos esquemas de
modulação M-QAM quadrado e M-PAM para desvanecimento
Nakagami. As expressões obtidas em termos da função hi-
pergeométrica englobam resultados obtidos para o desvane-
cimento Rayleigh e podem ser avaliadas numericamente por
meio de pacotes matemáticos como Maple e Matemática. Adi-
cionalmente, foi fornecida uma expressão para valores inteiros
do parâmetrom em termos apenas da Equação (23) em [7].
A partir dos resultados obtidos verifica-se que a probabilidade
de erro aumenta à medida que o parâmetrom da distribuição
diminui. À medida quem aumenta, a intensidade do desva-
necimento diminui e tanto as constelações maiores quanto
as menores sofrem menos erros de demodulação. Percebe-
se também pelas curvas obtidas que a relação sinal-ruı́do do
sistema precisa ser aumentada para que se possa transmitir
mais bits extras por sı́mbolo, com a mesma probabilidade de
erro de bit.
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Fig. 6. Probabilidade de erro de bit de um sistema M-QAM sob desvaneci-
mento Nakagami param = 1 e diferentes valoresM .
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Fig. 7. Probabilidade de erro de bit de um sistema M-QAM sob desvaneci-
mento Nakagami param = 4 e diferentes valoresM .
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Fig. 8. Probabilidade de erro de bit de um sistema M-PAM sob desvaneci-
mento Nakagami param = 0.95 e diferentes valoresM .


