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Calculo da Probabilidade de Erro de Bit dos
Sistemas M-QAM Quadrado e M-PAM em
Desvanecimento Nakagami

Wamberto J. L. Queiroz, Waslon T. A. Lopes, Francisco MaxeiMarcelo S. Alencar

Resumo—Este trabalho apresenta expredses exatas para arranjados em blocos de 188 hytes, chamados de MPEG2 TSP
o calculo da probabilidade de erro de bit de esquemas de (Transport Stream PacKetenviados para um segmentador e
modulagao M-QAM e M-PAM, sob desvanecimento Nakagami, oy sequida so arranjados em um, dois ou trés blocos de
com base na consiéincia de mapeamento de constelaes M- dificacio. E bl = h dos d d )
QAM e M-PAM sob mapeamento de Gray. codificagdo. Esses blocos sdao chamados de camadas e seus
_ _ . dados passam por moduladores e podem ser mapeados em
Palavras-Chave— Desvanecimento Nakagami, modul&p, ma- simbolos das constelagdes 16-QAM ou 64-QAM
eamento de Gray. . - .
P ¥ Esse processamento evita que o desvanecimento em rajadas

Abstract— This work presents exact expressions for calculatin . . ~
the bit error probabilit;) of M-QAM andpM—PAM modulation ? prejudique as informacbes que trafegam pelo canal e tem

schemes, under Nakagami fading, regarding the bit mapping fecebido atencdo de muitos pesquisadores [1]-{4]. Nesse
consistency of M-QAM and M-PAM constelations with Gray trabalhos, os estudos tém sido desenvolvidos com o objedv
mapping. avaliar o desempenho dos esquemas de modulacao M-QAM
Keywords— Nakagami fading, modulation, Gray mapping. usando como parametro de avaliacdo a probabilidaderde er
de bit (PEB). Na referéncia [5], por exemplo, sdo mostsada
. aproximacgdes para calculo da PEB do esquema QAM obtidas
. INTRODUCAO a partir do uso de limitantes superiores ou inferiores, antp
O uso de esquemas de modulacdao M-QAMH{ry Qua- que em [1] & apresentada uma expressao mais apropriada
drature Amplitude Modulationem sistemas de comunicacdepara o calculo da PEB sob ac¢ao do ruido AWGAIditive
modernos é consolidado e ocorre em varios tipos de mod#Mbite Gaussian Noi3eEmbora essas aproximagdes apresen-
sincronos de altas taxas de dados. Alguns exemplos sadess bons resultados para relagdes sinal ruido SEign@l-
modens 209A, da AT&T, que transmitem dados sincronos cdmNoise Ratip elevadas, elas diferem dos valores exatos em
taxa 9600 b/s em modtull-duplex usando modulagio 16-SNRs baixas.
QAM, e o modelo MRD-5102 da Rockwell-Collins, que usa Uma contribuicdo a essa linha de estudos foi dada na
modulacao 256-QAM. Outra aplicacdo sao enlaces dadibreferéncia [6], por Cho e Yoon, que apresentam expressdes
Oticas para sistemas de TV a cabo de primeira geracao VCAMatematicas exatas para céalculo da PEB de sistemas M-QAM
(Cable TV. Os modens que s&o usados nesses sistemas pafd-PAM sob ruido aditivo AWGN, usando mapeamento
fornecer dados por cabo tém uma camada de redmtérfet Gray. Em relacao ao desvanecimento Rayleigh, podem ser
Protoco) e a camada fisica de descida inclui os formatmitadas a referéncia [3], que fornece expressdes pacalca
de modulagdo 64-QAM e 256-QAM e codigos de correcita PEB dos esquemas 16-QAM e 64-QAM em termos de
de erro Reed-Solomon e de trelica. Na direcio de subidayraa integral definida da funcaQ(x), e a referéncia [4],
camada fisica de transmissao do modem inclui os formag® que os autores mostraram que um sinal recebido em
de modulagdo QPSKQuadrature Phase Shift Keyihg 16- um canal com desvanecimento Rayleigh & sujeito a uma
QAM. distorcao multiplicativa e a um ruido aditivo. Assim,6ap
O uso desse esquema de modulagido em sistemas de trargempensacao da distor¢ao, o sinal na entrada do oecept
missado sem fio se faz, ainda, nos padrdes DVBBIgi¢ pode ser visto como um sinal que apresenta um (nico termo
tal Video Broadcasting - Terrestriple ISDB-T (ntegrated de distor¢cao aditiva que engloba os efeitos do ruidoivadit
Services Digital Broadcasting - Terrestrjade TV digital, original, da distor¢do multplicativa e do erro de com@eiE®
comercializados respectivamente no Reino Unido e no Jagfessa distorgao.
a partir 1998. No padrao ISDB-T os dados de entrada doEm [7] foi mostrado que o canal com desvanecimento
codificador MPEG-2 Nloving Picture Experts Group -)%ao Rayleigh pode ser visto como um canal sujeito a ruido aditiv
Esse ruido & modelado como a razao entre uma variavel
Wamberto José Lira Queiroz, Universida(':ie_Fed_er’al do &Le8&dbral, gleatbria (v.a) gaussiana e uma v.a Rayleigh. A expreda&o
Brasil, e-mail: wamberto@ufc.br. Waslon Terllizzie AjalLopes,AREAL — . ~ .
Faculdade de Ciéncia e Tecnologia, Salvador, Brasil, &-maslon@areal.br. PEB para os esquemas M-QAM foi entdo obtida, usando o
Francisco Madeiro, Universidade de Pernambuco, RecifasiBre-mail: resultado apresentado em [6], substituindo a fungfio(x)
franciscomadeiro@yahoo.com.br. Marcelo Sampaio de Alentniversi- pela funcio cumulativa de probabilidade (FCP) do novdau’
dade Federal de Campina Grande, Campina Grande, Brasiilemmalen- . . Lo, .
obtido. Essa mesma linha de raciocinio & usada nas pa@xim

car@dee.ufcg.edu.br. Os autores também estao com dutastie Estudos - ; . N
Avancados em Comunicagdes(lecom), Campina GrandssjlBra secOes no calculo das expressdes da PEB para a cqasetelac
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M-QAM quadrada e M-PAM sob acao do desvanecimenemquanto que a distribuicao de Nakagami da variaveldada

modelado pela distribuicao de Nakagami. por

2mma?mml a2

pla) = T ¢ ° u(a), (4)

Il. FORMULACAO DO PROBLEMA

Em um ambiente de propagacdao com desvanecimentogra quem & um parametro que controla a intensidade do
expressao matematica do sinal recebido na entrada datoletedesvanecimentd) & a poténcia média do envelope do sinal
6timo [5] & geralmente escrita como transmitido eu(-) & a fungdo degrau unitario.

De acordo com [9], a funcao densidade de probabilidade de
uma variavel aleatoérid., definida como a razao entre outras

P ., L. . i 4 H _ N ¢
em quea & uma variavel aleatoria que representa as variagl4as variaveis = <, & dada por

re(t) = aeI%s(t) + 2(t), 0<t<T, (1)

de amplitude sofridas pelo sinal ao longo de seu percurso o0
de propagaciop & a variacio de fase imposta pelo canal, pr(l) —/ lalp(le, a)de, ®)
z(t) & um processo gaussiano aditivo branco de média nula e -
densidade espectral de poténcia (DBR)Y2 e T & a duracao em que a fdp conjunta(la, ) € obtida substituindo-se o
do simbolo transmitido. termon por la na fdp
Admitindo que o detector 6timo faca uma perfeita estiaac 2
das variacdes de fagesofridas pelo sinal transmitido, o sinal 2mma?m ™l e e Mo
recebido na entrada do detector pode ser escrito, de acordo p(n,a) = Tm)am ¢ ¢ 7TNO“(O‘)' (6)

com [8], como . , ~
(8] Como as variaveis aleatoris e « sao independentes, a fdp

r(t) = r.(t)e’® = as(t) + z(t)e’® = as(t) +n(t). (2) pw(l) & obtida integrando-se a fdp conjunta da Equacao (6),

. . obtendo-se
Note, pela Equacao (2), que a variavek) continua sendo )
um processo de média nula e DBR/2. X al2mma?m Tl em e a2
No processo de deteccao do sinal transmitido, baseado né)L( )= /700 I'(m)Qm TNy e o u(a)da 7
critério da maxima probabilidadeposteriori o detector 6timo 2 mm 1 [, —a?(B4+42) 0
pode utilizar duas estratégias diferentes para estimanbado = JNo W— / € o/ dov.

transmitido a partir da observagdo do sinal recebidd.

Uma estratégia & amplificar o sinal recebido para normatiz Nota-se pela Equacao (7) que a Gltima integral & da forma
ganho do canal de modo que as regides de decisao do receptor )

correspondam as regides de decisdo da constelacasirdis / a?Me P da (8)
transmitidos e escolher como simbolo detectado aquele que 0

minimiza a métricar — as;|. A outra estratégia & usar o ganh@ seu resultado & obtido seguindo o desenvolvimento
do canal para amplificar a constelagdao dos sinais, compara oo oo

r/a com todos os simbolos transmitidos e escolher o simbolo / e P dy = / 2me=(VPT) g

que minimiza a métricar /o — s;]. 0 0

jo%s) 2m
Em relacao a modulagdo QPSK, foi mostrado na reféaénc _ / (_) o du )
[7] que ambas as estratégias apresentam o mesmo desempenho 0 VP VP
em relagdo a probabilidade de erro de bit para um desva-

Il

—
N\

3

+

N | =
N—

necimento Rayleigh. Neste trabalho, a segunda estra&gia 2p(m+%
utilizada em um canal com desvanecimento modelado pela

distribuicio de Nakagami para obter as expresdes daaprob Desse modo, tem-se que

lidade de erro de bit para os esquemas de modulacdo M-PAM (oo Y 1 1
e M-QAM, tomando-se como base as expressdes obtidas po;/ a®Me (“ +N0)da =-T <m + 5)
Cho e Yoon em [6]. Para que se possa chegar ao resultad

desejado €& necessario, antes, obter a funcao cunauldév 2 m ~(m+3)
probabilidade da nova variavel aleatoria definida comazao (No + Q0 )

entre uma variavel aleatoria gaussiaha e uma variavel
aleatoriac com distribuicdo de Nakagami, = N/a.

(10)

Substituindo esse resultado na Equacgao (7), obtémesa fp
da variavel aleatorid.,, que representa o novo ruido aditivo,

- pode ser escrita como
I11. FuNcAO CUMULATIVA DE PROBABILIDADE DE

L=N/a 1 mmD(m+d) 2 m) (")
A variavel aleatoriaV de média nula e variancis /2, que pe(l) = VAN, Q@ T(m) (E + 5) - (A1)

modela o ruido gaussiano branco, tem sua funcao dem&daﬁe ainda pode ser escrita como

de probabilidade (fdp) dada por q P

(12)

1 2 m™ T (m+1) (12Q+mN, M3
= e " /NU l — 2 o )
pv(n) = et ® = Urm) T W0
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A FCP em funcao dé, P.(l), considerando-s€ = 1 & gaussiana de média nula e variancia unitaria tenha vaddoor
entdo obtida calculando-se a integral quez, tem-se que

mmNgnr(er%)x —
ve Tim) L@y af ( \/ 3(2i +21&V[1<igi§M )Eb> _

!
/ (2 + Nom)  * dz,

l
P = [ pularts =

(21 + 1 1og (M)E
em que =2Q <\/_\/ = i) b) (20)
/ (+a)” * de=wh (%vm +33% —%2) a=(m+3) = 2Prob <l > \/3(22' + 1)210g2(M)Eb> .
(14) (M—1)

e oFi(a,b;c;x) € mais conhecida como funcgao hiper-
geomeétrica de Gauss.

A avaliacao desse resultado antendendo para-co € feita
considerando a forma integral d€3(a, b; ¢; ) [10] e tomando

o limite
li F <1 +1.3 2> (15)
m Tofi| —,m+ —;=;—x°|. ; 2
am 5 53 Prob (1> 3(2i + 1)2logy (M) Ey _
(M —1)

A probabilidade de que a intensidade do novo ruido aditivo
I(t) exceda\/w pode ainda ser escrita como

O resultado dessa avaliacao é a fun¢agl) dada por

= . pr(l)dl (21)
r + L [ 1 1 3 12 //3(21+1)2 logo (M) Ey,
Pr(l) = (m 2){ szl(_ m-+ —;—=;— ) (M=1)

T "M TN,
Val(m) VN " 2i +1)2log,(M)E,

_ 3(
N r(g)B(m,1_m)} =1-P <\/ 1) )
T

L(m+ 3)I'(1—m

16 . R : .
(16) Aplicando esse resultado a FCP obtida na Equacao (16)
em queB(r,s) &€ a fungdo beta de parametrog s. tem-se
IV. PROBABILIDADE DE ERRO DO SISTEMAM-QAM p <\/3(22’ + 1)210g2(JV[)Eb>
L =
Essa FCP pode ser usada, por exemplo, no calculo da (M —1)

na presenca de desvanecimento Nakagami, usando-se o resul = AT (m) m(M — 1) N 22)
- 0

propabilidade de erro de bit de um sistema M-QAM quadrado T (m + l) \/3(% +1)2logy(M) Ey
2
tado obtido no artigo [6], no qual os autores mostram que a

PEB de um esquema M-QAM quadrado na presenca de ruido . (} 1.3 3(2i+1)%logy(M) ﬂ)
. . 241 ,m + PP}
gaussiano pode ser escrita como 2 272 m(M —1) Ny
B(m,1—m)
M 9T (m)L(1 —m)’
Py= ——= Py(k), a7)
log, VM Pt
em queP, (k) & dado por Desse modo,
(1—27%)/M-1
1 : 3(2i + 1)2logy (M) Ey
Py(k) = {w(z, k, M)x 2Prob <z > \/ 2 =
M , - M—-1
\/_ =0 (18) ( )
erfe [ (2i + 1) 3logy M~y .4 T (m+3) [3(2i+1)%logy(M) Ey
2(M 1) L(m)/7 m(M—1) N
e os pesosu(i, k, M) sao dados por o F) 1 1.3 3(2i+1)%logy(M) By
- 2’2’ m(M—1) N,
w(z’,k,M):(_l)VmJ.(2K—1_V'2 +ED7 - B(ml— )
VM 2 20(m)T(1 —m)
(29) 23)

com~ = E} /Ny, energia de bit sobre a energia do ruido.
Sabendo entdo querfc(z) = 2Q(v2z) e queQ(z) &
por definicdo a probabilidade de que uma variavel ateatd A probabilidade de erro de bit do M-QAM quadrado pode
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ser escrita entao como euclidiana entre os simbolos M-PAM & dada por
log, VM
1 3logy (M) - Ep
P=— Py (k d=\l—m = (28)
’ 1og2\/M ; (k) (M?%—1)
9 (1—27%)VM-1 e que a expressao para o ruido gaussiano adffiyaje acordo
Py(k) = — > w(i kM) com [6], & dada por
M =0
) 1 log, (M)
1— L(m+3) [ai(M)y szm Z Py (k), (29)
L'(m)yT m 82 k=1
o 1 m+1.§._ai(JV[)7 ~ _B(m,1-m) com
22 2’2" m 20 (m)T(1—m) |’ | 2 M-
(24) B(k) =57 w(i, k, M)x
=0
i 2 log, (M
em quea; (M) = w ey = Ey/No. ) 3logy, M~
erfc (21 —+ 1) m y
Uma expressao alternativa para o calculo da PEB para (30)
valores inteiros den pode ser obtida fazendo-se a substituicao
de variaveisz = tg(f) na integral da Equagao (14). O€
resultado dessa integral & dado por i2h—1 j -2k
? P w(i b, M) = (—1) L% J'<2K1‘ { +—J>'
(m—1) k 2k+1 M 2
1 dr — 1 (=1)*C—1,k x (31)
(22 _|_a)m+% T=m P (2k + 1) [224a * Seguindo entdo um procedimento semelhante ao usado na

(25) modulagao M-QAM, encontra-se que

(m—1)!

em quecmfng - m. ) (1—27k)M_1
Avaliando a Equagao (25) emcc el, a funcaor, (1) pode  p, (k) = i Z wi, k, M)
ser escrita como g
- 1
Pr(l) = Lim+ (m + 3) (mzl) (=1)*Crn1k {1_ L (m+3) [ai(M)y
BT AN ) =T 2kt L(m)v/m m
v 241 (26) 1 13 aMy) Bml-m)
! XoF1| 5ym+ 5555 — — ’
[7} +1. 2 272 m 2 (m)T'(1 — m)
vV 2 + Nom (32)

Substituindo esse resultado no lugar da fungéo(-) na em quea; (M) = 6(2i+1)210g2M e~ = Ey/No.

Equacio (20) t -
quagao (20) tem-se E interessante observar neste ponto que as expressdes

(1—2~*) VAT -1 obtidas nas se¢Oes anteriores, em termos das fungpes hi
Po(k) = 2 Pk M geomeétrica, gamma e beta, convergem para o resultadaobtid
b( ) w(z’ ) )X . . .
vM e no artigo [7] quandan = 1, para o desvanecimento Rayleigh.
; Consegiientemente, os graficos de probabilidade de erro de
3(2i +1)2 ; _ i _
Prob | 1 > | S——log,(M)E} bits para o valor den = 0.95, prbximo dem = 1, como
(M —1) por exemplo na Figura 4, se aproximam dos graficos obtidos
(1—2"%F)VM-1 param = 1 na Figura 6. Paran = 1 e M = 16, 0s
__2 w(i, k, M)x (27) resultados obtidos nesse artigo para o sistééra) AN estao
M i—o0 também compativeis com os resultados obtidos por Shetyest
m—1 e Aghamohammadi em [4].
NRACES) (Z) (—1)*Cr1
vrl(m) = (2k+1) VI. RESULTADOS NUMERICOS

bit tracadas a partir da Equacdo 24 para os esquemas de
modulacdo 16-QAM, 64-QAM e 256-QAM para diferentes
de onde se obtém diretamente a probabilidade de/@y{@]. Vvalores do parametra da distribuicao de Nakagami. Percebe-
se nos trés casos que a probabilidade de erros aumentaoquand
m diminui para0.51. Quandom = 0.5 a distribuicao de
Nakagami tende para a distribuicdo Gaussiana unilateral

A obtencdo de uma expressao para a probabilidade de equandom aumenta pard.95 a distribuicdo se aproxima da
de bit do sistema M-PAM é feita usando o fato que a distandastribuicdo de Rayleigh.

} As Figs. 1, 2 e 3 a seguir mostram as curvas de erro de

V. PROBABILIDADE DE ERRO DO SISTEMAM-PAM
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Fig. 1. Probabilidade de erro de bit de um sistema 16-QAM sdvahe-

) p . 1
cimento Nakagami para diferentes valoresrde s < m < 1. Fig. 3. Probabilidade de de erro de bit de um sistema 256-QAMl s

desvanecimento Nakagami para diferentes vanremdé <m <1

10 .
m=0.51 &
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Fig. 2.  Probabilidade de de erro de bit de um sistema 64-QAM so 10 | 5 10 15 20 25 30
desvanecimento Nakagami para diferentes vanremd«% <m < 1. SNR (dB)

Fig. 4. Probabilidade de erro de bit de um sistema M-QAM satvaleeci-

. ~ . mento Nakagami para: = 0.95 e diferentes valores dg/.
Na Fig. 4 sdo mostradas curvas de probabilidade de erro

de bit agrupadas para o mesmo valorrdee para diferentes

valores deM. Percebe-se pela Fig. 4 que o sistema 256-

QAM & mais susceptivel ao desvanecimento que o sistema 16- -

QAM. Isso ocorre porque, para uma mesma SNR, a distancia

euclidiana entre os componentes de dois simbolos distinto

da constelacao 256-QAM & menor do que na constelacao _;610_1 .

QAM. 2 ug,
Na Fig. 5 s&o mostradas as curvas de probabilidade de €fro

de bit para o esquema 256-QAM para diferentes valores %je o2

m maiores quel. A medida quem aumenta, a |nten3|dade«s

do desvanecimento diminui e 0 esquema de modulagao s@fre

menos erros. g
Um outro resultado interessante &€ o comportamento da

probabilidade de erro de bit para = 1, que corresponde

ao desvanecimento Rayleigh. Quando= 4, por exemplo, ;4

tem-se a menor intensidade de desvanecimento entre os resul ° ° 10 SNledB) 0 5 %

tados numéricos apresentados. Esses resultados saaadogst

respectivamente na Figs. 6 e 7. Fig. 5.  Probabilidade de erro de bit de um sistema 256-QAM sob
Os resultados apresentados nas Figs. 6 e 7 mostram nd§aanecimento Nakagami para diferentes valores:den > 1.

mente que 0s esquemas com constelacdes maiores sao mais

(LR
I
g w N
acag
Lo
P
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i
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susceptiveis ao desvanecimento, principalmente ao desva
cimento Rayleigh, comum em muitos ambientes urbanos. 1o

Apesar dessa susceptibilidade, os esquemas com grandes 2§Z§§§ ;Zi
constelacdes sdo muito usados, principalmente quaédo s R S 1024QAM -~ e~
necessarias taxas de transmisséo de bit mais elevadas. sz 107 |° ﬂ\;‘;‘ i‘j‘f’ . 'j;“' -y

O (ltimo conjunto de curvas, mostrado na Fig. 8, & refererg B Di S
a modulagio M-PAM paran = 0.95 e diferentes valores des T T,
M. O valorm = 0.95 foi escolhido por estar entre 0.5 e 1.G¢ 102 O e S cow—— -
e ser proximo de 1.0 (caso em que a distribuicao Nakagagni Po . T L e
se aproxima da Rayleigh). Curvas para> 1.0 podem ser § T D\'\- . Co
obtidas por meio das Equacdes (29) e (32). & 107 ° e

VIl. CONCLUSAO

Neste trabalho foram obtidas expressdes exatas para 60_40 5 10 15 20 25 30

calculo da probabilidade de erro de bit dos esquemas de SNR (dB)

mOdmaga_O M'QAM quadrado e_ M-PAM para desvaneCImenH)g. 6. Probabilidade de erro de bit de um sistema M-QAM satvaleeci-
Nakagami. As expressdes obtidas em termos da fung&o hénto Nakagami parax = 1 e diferentes valored/.

pergeométrica englobam resultados obtidos para o desvane
cimento Rayleigh e podem ser avaliadas numericamente por
meio de pacotes matematicos como Maple e Matematica. Adi-
cionalmente, foi fornecida uma expressao para valoreg s 10°

do parametran em termos apenas da Equagdo (23) em [7]. | 8483 . o e
A partir dos resultados obtidos verifica-se que a probadméd ®-s B R PO RV
de erro aumenta a medida que o parametrda distribuicao 5 100 T, Tea
diminui. A medida quem aumenta, a intensidade do desva | S e Tal e
necimento diminui e tanto as constelagdes maiores quaﬁtowi5 i N N
as menores sofrem menos erros de demodulagado. Percébel-o n " =
z - ~ . - -6 jal L N
se também pelas curvas obtidas que a rela¢ao sinal-ddd § 10 N o
sistema precisa ser aumentada para que se possa transgitio”’ S RS
mais bits extras por simbolo, com a mesma probabilidade He 10 B T
erro de bit. 107° -
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Fig. 8. Probabilidade de erro de bit de um sistema M-PAM satvateeci-
mento Nakagami parar = 0.95 e diferentes valored/.



