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Comportamento do Algoritmo de Projecoes
Afins com Filtragem de Ordem Insuficiente

Sérgio J.M. de Almeida, Marcio H. Costa e José C. M. Bermudez

Resumo — Este trabalho apresenta uma analise do algoritmo
de Projecdes Afins (AP) quando o tamanho do filtro adaptativo é
menor que o da planta. Para tanto, assume-se a existéncia de um
numero elevado de coeficientes adaptativos (em relagdo a ordem
do AP), sinal de entrada autoregressivo e passo de convergéncia
unitario. Os modelos tedéricos desenvolvidos permitem concluir
que os coeficientes do algoritmo AP convergem, em média, para
os coeficientes da planta, produzindo uma solucio nao-
polarizada mesmo para o caso de sinais de entrada
correlacionados. Em contrapartida, o erro quadratico médio em
regime permanente é adicionado de um termo proporcional a
poténcia dos coeficientes nio modelados da planta.

Palavras-Chave — Filtros adaptatives, APA, comprimento
deficiente.

Abstract — This work presents a statistical analysis of the
deficient length Affine Projection (AP) adaptive algorithm. It
assumes a large number of adaptive coefficients (in relation to
the AP order), autoregressive input signal and unity step-size.
The developed theoretical models permit to conclude the AP
coefficients converge, in mean, to the plant -coefficients,
producing an unbiased solution even for the correlated input
signal case. However, the steady-state mean square error is
increased by an amount proportional to the power of the non-
modeled plant coefficients.

Keywords — Adaptive filter, APA, deficient length.

I. INTRODUCAO

Técnicas de filtragem adaptativa possuem amplo espectro
de utilizagdo. Dentre os diferentes algoritmos adaptativos, o
algoritmo Least Mean Square (LMS) é provavelmente o mais
popular, principalmente em fungdo de seu baixo custo
computacional, robustez e capacidade de rastreamento [1]-
[2]. Em decorréncia deste fato, varios autores tém estudado
seu comportamento em diferentes condi¢cdes de aplicacio.
Basicamente, para um dado valor do passo de convergéncia, o
desempenho do LMS ¢ determinado por dois fatores [1]-[3]:
(a) o nimero de coeficientes adaptaveis; e (b) a estatistica do
sinal de entrada.
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A maioria dos estudos teodricos sobre o desempenho de
filtros adaptativos considera a situagdo de filtragem FIR
(finite impulse response) com ordem suficiente. Neste caso o
nimero de coeficientes adaptaveis coincide com o nimero de
parametros da planta. A planta ¢ modelada por um sistema
FIR e representa a parcela do sinal a ser estimado que ¢
estatisticamente correlacionada com o sinal de referéncia [1]-
[2]. Os resultados de tais estudos ndao se aplicam
necessariamente ao caso de ordem insuficiente, bastante
comum em aplicagdes praticas [4]. Nesses casos, ©0
comportamento do sistema adaptavel tende a se afastar do
previsto pelo modelo de ordem suficiente [5]-[6].

Projetistas de sistemas adaptativos freqiientemente tém de
lidar com limitagdes computacionais, ou com a falta de
informagdes necessarias para determinar o comprimento do
filtro com precisdo. Por exemplo, a maior parte da energia da
resposta ao impulso de um canal de telefonia na banda de voz
esta concentrada em um periodo de tempo relativamente curto
[7. Em aplicacdes de cancelamento de eco em linha
telefonica, a resposta a ser identificada normalmente ¢é
esparsa, porém longa devido a um decaimento exponencial
[5]. No estudo de potenciais evocados auditivos do tronco
cerebral, o interesse clinico estd concentrado apenas nos
primeiros 10ms de uma resposta ao impulso que pode durar
mais de 100ms [8]-[9].

Recentemente Mayyas [10] apresentou um estudo sobre as
propriedades do algoritmo LMS com filtragem de ordem
insuficiente, considerando um sinal de entrada gaussiano e
estacionario. Os resultados mostraram que os coeficientes
adaptaveis convergem para uma solugdo polarizada quando o
sinal de entrada ¢ correlacionado no tempo. Essa polarizacao
afeta ndo apenas o valor médio dos coeficientes, mas também
o erro quadratico médio em excesso. Dessa forma, verifica-se
que algoritmo LMS pode apresentar um desempenho
inadequado em importantes aplicagdes praticas.

A analise desenvolvida por Mayyas demonstra que a
polarizag@o ¢ conseqiiéncia da correlacdo estatistica que passa
a existir entre o sinal de entrada e o ruido aditivo quando o
sinal de entrada ¢ correlacionado no tempo. A partir dessa
constatacdo, € de grande interesse a busca por algoritmos
adaptativos que possuam mecanismos implicitos de redugao
desta polariza¢do em relagdo a solucdo 6tima. Tais algoritmos
sdo candidatos naturais para substituir o LMS em aplicacdes
em que o uso de filtros adaptaveis de ordem insuficiente ¢é
inevitavel ou simplesmente conveniente.

O algoritmo de Projegoes Afins (AP — affine projection)
[11] é conhecido por descorrelacionar o sinal de entrada
durante o processo de atualizacdo dos coeficientes. Essa
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propriedade foi demonstrada em [12] para o importante caso
de passo de convergéncia unitario e entrada autoregressiva
(AR). Assim, espera-se que o algoritmo AP possa conduzir a
uma solugdo ndo-polarizada dos coeficientes adaptaveis no
caso de ordem insuficiente mesmo para sinais de entrada
correlacionados. Entretanto, estas caracteristicas do algoritmo
AP nao foram demonstradas teoricamente até o momento.

O comportamento do algoritmo AP foi analisado em [13]
para uma entrada AR e passo de convergéncia unitario,
assumindo um filtro adaptavel de ordem suficiente. Como
resultado, ¢ demonstrado que a agdo do algoritmo AP para
um sinal de entrada AR ¢ similar a agdo do algoritmo LMS
normalizado com entrada branca.

Este trabalho estende a analise em [13] para o algoritmo
adaptativo AP com filtragem de ordem insuficiente.
Considerando uma estrutura de identificagdo de sistemas e
um filtro adaptavel com M coeficientes, demonstra-se que o
vetor médio dos coeficientes converge para as M primeiras
amostras da resposta ao impulso desconhecida. Em
contrapartida, o sub-modelamento do comprimento do filtro
acarreta um erro quadratico médio adicional em regime
permanente que ¢ proporcional a poténcia das inovagdes do
sinal de entrada, filtrado pelos coeficientes ndo modelados da
resposta ao impulso desconhecida.

Este artigo esta organizado da seguinte maneira: a segdo II
introduz o modelo do sinal de entrada e a nota¢do usada. A
Secdo III apresenta a equacao de ajuste dos coeficientes do
algoritmo AP. A Secfo IV apresenta a analise estatistica que
resulta em modelos analiticos para o valor médio do vetor de
erro dos coeficientes, o erro quadratico médio (EQM) e os
momentos de segunda ordem dos coeficientes. A Secdo V
apresenta simulagdes Monte Carlo para verificar a qualidade
dos modelos tedricos obtidos. Finalmente, a Sec¢do VI
apresenta as principais conclusdes deste trabalho. Neste
artigo, varidveis escalares sao denotadas por letras maiusculas
e minusculas, vetores sdo denotados por letras mintisculas em
negrito e matrizes por letras mailsculas em negrito. O
sobrescrito 7 denota transposi¢do. A letra n denota tempo
discreto.

II. FILTRO ADAPTATIVO DE COMPRIMENTO DEFICIENTE

Seja u(n) o sinal de entrada descrito por um processo AR de
ordem P, entdo

u(n)zzlila,.u(n—i)—i-z(n) 1)

em que z(n) (a inovagdo) ¢ gaussiano, branco e de média
zero, com variancia o, e 0s a; sdo os coeficientes do processo
AR. O sinal desejado d(n) ¢ relacionado com u(n) através de
um modelo linear na forma

d(n)=w',’VTuN (n)+r(n) )
em que W\=[w’ w’; W% ... w’y.1]" pode ser considerado
como a resposta ao impulso de um sistema desconhecido com
comprimento N; un(n)=[u(n) u(n-1) u(n-2) ... u(n-N+1)]" é o
vetor de entrada; e r(n) ¢ um ruido aditivo, gaussiano, branco
e de média zero, e independente de u(n). A saida de um filtro
adaptavel com comprimento M ¢ dada por

y(n)=w"(n)u(n) 3)

em que wW(n)=[wo(n) wi(n) wy(n) ... wara ()]’ u(n)=[u(n) u(n-
D u(n-2) ... u(n-M+1)]" ¢ M<N (caso do comprimento
deficiente). O erro instantaneo ¢ dado por

e(n)=d (n) -~ y(n)

=wiuy (n)-w' (n)u(n)+r(n) 4

= r(n) -v’ (n)u(n) + V_V"Tﬁ(n)
em que W° =W’y Wt Wass ... wal's @(n)=[u(n-M) u(n-
M-1) u(n-M-2) ... u(n-N+1)]"; e v(n)=w°y~w(n) é o vetor de
erro dos coeficientes (W’ =[w’s W’} W’ ... w’y1]7). O ultimo
termo em (4) descreve a parcela do erro decorrente dos
coeficientes excedentes (de numero N-M) em w°y,.

III. EQUACAO DE ATUALIZACAO DOS COEFICIENTES

A equagdo de atualizacdo do vetor de erro dos coeficientes
do algoritmo AP, com entrada AR, pode ser escrita como
[12], [13]

v(n+1)=v(n)+%e(n) )
em que
(I)(n):u(n)—U(n)ﬁ(n) 6)

e 4(n) ¢ a estimativa (obtida através do método dos minimos
quadrados) dos coeficientes do processo AR:

a(n)=[U" (n)U(n)] U" (n)u(n) 7
em que U(n)=[u(n-1) u(n-2) u(n-3) ... u(n-P)]; U(n)"Un) é
assumida de posto P; e (n)=[d(n) dx(n) ds(n)... dp(n)]".

Substituindo-se (4) e (6) em (5) obtém-se

T
@(n)®" (n) v(n)
o (n)@(n)
—CI)(n)[d)T (n)CI)(n)T a’ (n)UT (n)v(n) ®)
+@(n)[ @ (n)@(n)] (r(n)+w"u(n))

Na Eq. (8) pode-se verificar que o efeito de w® é o aumento
da parcela associada o ruido aditivo #(n) por um termo igual a
w°'u(n). Este termo possui média zero, é correlacionado no
tempo e correlacionado com o sinal u(n).

v(n+1): V(n)—

IV. ANALISE

Para tornar possivel a obtengdo dos modelos analiticos
apresentados a seguir, as seguintes hipoteses estatisticas sdo
utilizadas (para uma discussdo detalhada vide [13]):

e Hipotese Al: A ordem P do algoritmo AP ¢ assumida
suficiente para modelar o processo AR de entrada.

e Hipdtese A2: A dependéncia estatistica entre z(n) e
U(n) pode ser desprezada para M>>P.

e Hipdtese A3: O vetor ®@(n) é ortogonal aos vetores
coluna da matriz U(n).

e Hipdtese A4: Os vetores
estatisticamente independentes.

®(n) e wn) sido

A. Comportamento Médio dos Coeficientes
Usando a Hipotese A3 (U’(n)®(n)=0) pode ser mostrado
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que
{uT(n)v(n +1)=r(m)+a’" (n) W o)
U (n)v(n+1)=U" (n)v(n)
Combinando este resultado obtém-se
U'(n)yv(n)=r(n-1)+U" (n)W° (10)

em que r(n-1)=[r(n-1) H(n-2) r(n-3) ... r(n-P)]" e U(n)= [ii(n-
1) @(n-2) W(n-3) ... @(n-P)]. Substituindo (10) em (8) obtém-

v(n+1)=v(n)
_ ®(n) Vvl r ) (an
CI)T(n)cI)(n)[q) (n)v(n)=r,(n)~b,(n)]
em que
7 (n) =7 (n) =" (n)r(n 1)
{ba(n):(ﬁT(n)_ﬁT(n)[—JT(n))v_Vo (12)

Na Eq. (12), r.(n) corresponde ao processamento do ruido
aditivo presente em d(n) por um filtro de resposta finita ao
impulso cujos coeficientes sdo idénticos aos do processo AR
que gera o sinal u(n). A variavel b,(n) é determinada por um
duplo processo de filtragem sobre o sinal u(#n). Inicialmente,
pelo mesmo filtro que determina r,(n) ¢ em seqiiéncia pelos
coeficientes ndo-modelados da planta. Isto estd de acordo
com os resultados obtidos em [12] e [13], os quais mostram
que o algoritmo AP substitui o ruido por sua versdo filtrada.

Tomando o valor esperado de (11) e usando a Hipotese A4,
obtém-se

E{v(n+1)}= {I—E{%HE{V(@}

@(n)r, (n) ®(n)b, (n)
{CiooiMicaT
O primeiro valor esperado em (13) ja foi resolvido em [13]:

E{d)(n)d)r(n)}_ 1

@ (n)®d(n)| G-2

(13)

(14)

em que G=M-P.

O segundo valor esperado em (13) € um vetor nulo, uma
vez que #(n) e ©(n) sdo de média zero e nao-correlacionados.
O tltimo valor esperado ¢ calculado do seguinte modo

E{®(n)b, (n)}
= E{@(n)(W" (n)-4" (n)U (n))w*|
—£{@(n)[a-a(n)] T (n)|w
+E{®(n)Z" (n)}W°=0

Na determinagdo de (15) foi assumido que a(n)=a (Hipotese
Al) e (de (1)) u(n)=U(n)a+Z (n). Aplicando estes resultados
em (13) obtém-se uma equacdo deterministica recursiva para
o valor médio do vetor de erro dos coeficientes do algoritmo
AP com comprimento deficiente

E{v(n+ 1)} =2 E{v(n) (16)

Assumindo-se convergéncia, o valor médio do vetor de erro

(15)

dos coeficientes em regime permanente pode ser obtido de

(16), resultando em
lim £{v(n)} =0 (17)

A Eq. (17) demonstra que os valores médios dos
coeficientes do algoritmo AP com comprimento deficiente
convergem para os primeiros M coeficientes da planta.

B. Erro Quadratico Médio
Substituindo-se (6) em (4) e entdo (10) na expressdo
resultante obtém-se
e(n):—d)T (n)v(n)+ba (n)+ra (n) (18)
Elevando-se (18) ao quadrado e avaliando-se seu valor
esperado obtém-se uma expressdo para o EQM

E{62 (n)} = oﬁtr{K(n)} + E{bj (n)} + E{ra2 (n)}
- ZE{d)T (n)b, (n)} E{V(n)}
- ZE{d)T (n)r, (n)} E{V(I’l)} + 2E{ra (n)ba (n)}
em que E{®n)® (n)}=0u’1; oo'=c*(M-P)/M [13]; I ¢é a
matriz identidade e K(n)=E {v(n)v'(n)}.
O primeiro valor esperado em (19) pode ser avaliado

usando #@(n)=U(n)a+Z (n) em (12) e assumindo Aa(n)=a,
resultando em

{0} () = E{(@ (1) &7 () 7w |

=Ww'E{zZ(n)Z (n)|W (20)

(19)

0T =o

=ow’'w
A Eq. (20) demonstra que o efeito do ruido aditivo
correlacionado no EQM ¢ funcdo da poténcia do sinal z(n) (a
inovacdo do sinal de entrada) filtrado pela parte ndo
modelada da resposta ao impulso desconhecida.
O segundo valor esperado em (19) foi solucionado em [13.
Eq.(32)], resultando em

E{r}= (1+ara+ owrlE (v’ (n)U(n)T}})of
em que tr{-} € a operagdo trago.

O terceiro valor esperado em (19) foi obtido em (15). Os
dois ultimos valores esperados em (19) sdo nulos, uma vez
que r(n) é independente de u(n) e ®(n).

Usando todos os resultados obtidos em (19) obtém-se

E{e’ (n)} =(1+a"a)o + 03Ty (n)+ o2 W' W
em que Tx(n)=tr{K(n)} e de [13] sabe-se que o
tr{E{[U (n)U(n)]"} }<<1 para M>>P. A equagio recursiva
para os momentos de segunda ordem (7x(n)) sera derivada na
proxima segao.

1)

(22)
2

C. Momentos de Segunda Ordem

Os momentos de segunda ordem para o caso de
comprimento deficiente podem ser obtidos da mesma forma
que em [13]. Pés-multiplicando (11) por sua transposta,
tomando seu valor esperado e aplicando as hipdteses
estatisticas A1-A4 chega-se em
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+mtr{K(n)}I

*%E{VT(”)}E{V(@}I (23)
M (1 + aTa)Gf

"G(G-2)(G-4)7

T
£ 82 () £ 22 ()
(@ (n)@(n)]
em que os termos dependentes na correlagdo entre b,(n) e

®(n) sdo nulos. O ultimo valor esperado em (23) pode ser
aproximado por

b; (n)@(n)®" (n)

[ (n )‘D(n)]
= E{B ()} E{[@ (0)@(n)]} E{0(n)07 (n)} 24)
B M‘TVOT‘TVO
CG(G-2)(G-4)
Substituindo (24) em (23) resulta em
2

ﬁtr{K(n)}I

%E{ (D} E (v ()1

(25)

[ 1+a a o) +W°Tv_v°0'2]
G(G-2)(G-4)o?
A Eq. (25) ¢ um modelo recursivo deterministico para o
comportamento dos momentos de segunda ordem do
algoritmo AP com comprimento deficiente e sinal de entrada

AR. Contudo, apenas o traco de K(n) ¢ necessario para
determinar 0 EQM. Tomando o trago de (25) obtém-se

G'~G-10
G-2)G+2) =
(M_G) T
oGyt N EN ()
M? [(1 + aTa)Gf +v_v°Tv_v°ofJ
G(G=2)(G=4)o

T, (n+1):

(26)

onde Tx(n)=tr{K(n)}.

As equagdes (22) e (26) constituem um modelo geral para o
EQM do algoritmo AP tanto para o caso do comprimento
deficiente quanto para o comprimento suficiente. Os
resultados apresentados em [13] podem ser considerados
como um caso particular destas expressdes.

D. EQM em Regime Permanente

Assumindo-se  convergéncia, o EQM em regime
permanente pode ser obtido de (22) como
limE{e2 (n)} = (1 + ara) ol +olwWW°
n—0 (27)
+og lim T (n)
em que, de (26)
M (G+ 2)[(1 + aTa)af + v_v"Tv_v"of]

limT, = 28
fim e () G(G+6)(G-4)0? @8)

Substituindo-se (28) em (27) obtém-se
limE{e’(n)} =k(1+a"a)o; +kW'W'o?  (29)

em que
M(G+2)

k=|14—n "2 (30)

(G+6)(G-4)

V. SIMULACOES

Esta secdo apresenta resultados de simulagdes com a
finalidade de verificar a qualidade dos modelos analiticos
definidos em (22), (26) e (29). Simulacdes Monte Carlo da
Eq. (5) permitem verificar uma excelente acuracia com a
expressdo teorica dada pela Eq. (16) (Figura 2). Os exemplos
apresentados assumem uma planta que emula um caminho de
eco com uma constante de decaimento [14] com 256
coeficientes (Figura 1) e uma relagdo sinal-ruido (SNR —
signal to noise ratio) de 60dB. O sinal z(n) tem poténcia
0:"=0.19 para o modelo AR de primeira ordem (Figura 3) e
0.>=0.6 para os casos dos modelos AR de segunda e terceira
ordem (Figuras 4 e 5). O ruido aditivo (r(n)) tem poténcia
o= 10° para todos os exemplos. A inicializacgio dos
coeficientes adaptativos foi realizada na origem w(0)=0 e um
fator de regularizagdo de 10™ foi adicionado aos elementos
da diagonal de U’(n)U(n) antes da obtengdo de sua inversa.
As simulagdes Monte Carlo correspondem a média de 400
realizagoes.

Nas Figuras 3 até 5 sdo apresentadas curvas do EQM
obtidas para diferentes conjuntos de pardmetros que sdo
informados no canto superior direito de cada figura. Nessas
figuras, N é o numero de coeficientes na planta, M ¢ o
nimero de coeficientes do filtro adaptavel, P ¢ a ordem do
algoritmo AP e a ¢ o vetor com os coeficientes do processo
AR. Cada figura apresenta uma comparacgao entre simulagdes
(curvas hachuradas em amarelo), modelo teorico (linha preta
— Eq. (22)) e o modelo tedrico para o EQM em regime
permanente (linha horizontal — Eq. (29)). Os valores de M
iguais a 30, 40, 50, 60 e 70 em cada figura correspondem,
respectivamente, as concentragdes de 61, 68, 84, 87 e 88% do
total da poténcia da resposta ao impulso nas primeiras M
amostras (W*’w°=1 em todos os casos). Todos os exemplos
apresentam um excelente casamento entre os resultados
tedricos e simulagcdes Monte Carlo.
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Resposta ao Impulso
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Fig. 2. Comportamento médio do vetor de erro
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Fig. 3. Evolug@o do EQM para o algoritmo AP deficiente
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Fig. 4. Evolug@o do EQM para o algoritmo AP deficiente
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Fig. 5. Evolugdo do EQM para o algoritmo AP deficiente
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VI. CONCLUSOES

Este trabalho apresenta uma analise tedrica do algoritmo
adaptativo de Projecdes Afins que inclui a possibilidade de
uma filtragem adaptavel de ordem insuficiente. Equagdes
recursivas deterministicas foram obtidas para o valor médio
dos coeficientes e para o erro quadratico médio, assumindo
um elevado numero de coeficientes adaptaveis (comparado
com a ordem do algoritmo), sinal de entrada autoregressivo, e
passo de adaptacdo unitario. Dois resultados principais foram
obtidos. Em primeiro lugar foi demonstrado que os
coeficientes do algoritmo AP convergem na média para os
coeficientes iniciais da planta, produzindo uma solugdo nao-
polarizada mesmo para o caso do sinal de entrada
correlacionado. Em segundo lugar foi demonstrado que o erro
quadratico médio em regime permanente ¢ adicionado de um
termo proporcional a poténcia do sinal de inovagdo do
sistema AR (sinal z(n)) filtrado pela parcela ndo modelada da
resposta ao impulso desconhecida. Simulagdes Monte Carlo
mostraram um excelente casamento com os dados obtidos a
partir da predigdo tedrica. Estes resultados reforcam a idéia
conceitual de que o algoritmo AP pode ser uma boa
alternativa comparado ao LMS em problemas de
identificagdo em que o sub-modelamento da planta ¢ esperado
ou desejado.
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