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Representacao de Sistemas Dinamicos Fechados d
Memoria Finita com Restricbes Periodicas

Daniel P. B. Chaves e Cecilio Pimentel

Resumo— Sistemas dinamicos simbdlicos de memdria finita ficador (ha codificacdo ou decodificacdo) podem restringir o
com restricdes periodicas (PFT, do inglés periodic shift ofinite  desempenho do outro [1].
type) formam a classe (na teoria de dinamica simbdlica) uiitada Em [2], Wijngaarden e Immink propuseram um esquema

para modelar conjuntos de sequeéncias com restrigao empregas de concatenacao que codifica uma sequéncia sem restricdo em
tanto para correcdo de erros quanto para codificagdo de linha gaoq q ¢

Neste trabalho a teoria de dinamica simbélica ¢ empregada ow ~ Uma com restricdo onde um conjunto definido de posicdes de
ferramenta matemaética para abordar o problema da represen- bits na seqiiéncia séo reservados para bits de paridade do CCE
tacdo de seqliéncias de simbolos que podem ser modeladas comOs bits nessas posi¢cdes podem ser modificados arbitratiemen
PFTs. Utilizando a teoria algébrica de linguagens, apreséare-  gom yiplar a restricdo, portanto sdo chamadas posicdes sem
mos um novo procedimento para gerar grafos deterministicos . . ; : L
com um namero minimo de vértices que apresentam a linguagem rest_rlgao_. Assim, 0s k_)'tNS de parldadg 90 COd'go__(ECE podenj
de um PFET irredutivel. ser inseridos nas posi¢fes sem restricdo da sequiénciadde sai
do CL sem violarem a restricdo do canal.

O conjunto de seqiiéncias de saida geradas pelo esquema
Abstract— Periodic shifts of finite type (PFT) is the symbolic de codificagdo conjunta proposto por Wijngaarden e Immink

dynamical system applied to study sets of sequences that v pOd,e _Ser modelado empregando O,S PFT, Comougroposto em, [3].
both error control and line coding properties. In this work the Definido o PFT associado ao conjunto de sequéncias restritas

theory of symbolic dynamics is applied as a mathematical tdo através da especificagdo de um conjunto finito de palavras
for studying the presentation of sequences that form a PFT. A indexadas proibidas (seg&o 1I-B), pode-se construir urfogra
new procedure is proposed to generate the minimal determistic  yaterministico que represente esse conjunto. O grafo wbtid
presentation of an irreducible PFT, based on algebraic langage . .. . . ~ o
theory. é utilizado em algoritmos para determinacdo de codificadore
_ ) ) ) CL/CCE [4].
Ke%"NF)rdS_SBt/mbO“C dynamics, directed graphs, line codes, Neste artigo apresentamos um procedimento para cons-
constrained systems. trucdo de grafos deterministicos e reduzidos que rep@sent
o conjunto de seqliéncias restritas. Tendo como partidaldei
I. INTRODUCAO a geracdo de uma aprese_ntagéo deterministica e reduzida._En
_ _ guanto que outros procedimentos [5],[3] requerem a paosteri
Em sistemas de comunicacé@o e gravacdo empregam-sgy§icacao de algoritmos para reducéo de estados, e em alguns

codigos corretores de erro (CCE) para corregdo de um nime&8os determinizacdo da apresentacéo inicial.
determinado de erros introduzidos pelo canal. Alguns deste

sistemas também empregam os cédigos de linhas (CL), que Il. CONCEITOS E DEFINICOES
restringem as possiveis seqiiéncias de saida, adequagdo-As Dinamica simbdlica e linguagens formais

caracteri;ticas do canal e, portanto, reduzindo a chance dﬁpresentamos nesta secdo uma introducdo aos conceitos

ocorréncias de erros. de Dinamica Simbolica [6],[7],[1] e Teoria de Linguagens
Exemplos de sistemas que apresentam restricdes Safofinais [8], [9]. Primeiramente, denotamos pidr o conjunto

MTR(j) - maximum transition run que restringe 0 nUMero e todas as seqiiéncias bi-infinitas de simbolos em um aifabet

maximo de 1's consecutivos ae o RLL(d,k) - run-length 4 e chamamos estas seqiiéncias petosem AZ. Uma

limited - que restringe o nimero minimo de 0's consecutivegquéncia finita de simbolos sobteé chamada dpalavra O

ad e 0 maximo ak. Em sistemas que empregam codificac&mprimento de uma palavia é denotada pow|. Para todo

conjunta CL/CCE, pode-se propor um codificador que corrigec AZ e j < j, denota-se a palavra em da coordenada
um ndmero determinado de erros e satisfaz as restridesadppor w[,j]_: TiTit1 ... v;. Sei > j, define-ser); ;) = e.

(3

canal. Mas na pratica as propriedades de correcéo e restriggde-se definir um sistema simbolico fechadg,a partir de
de seqUiéncias s&o obtidas pela concatenacao de um codificadp conjuntoF de palavras sobrél como: X é o conjunto

CCE e um CL. A concatenagéo ndo pode ser realizada i€ pontos emA% que n&o possuem palavras nonjunto de
forma arbitraria, pois as operagdes realizadas por um cogjavras proibida§.

_ i _ A linguagemde X, denotada pol., é o conjunto de todas
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SejaG = (V,&,L) um grafo com conjunto de vérticesfator de uma sequéncia, sem considerar uma coordenada
V, conjunto de ramog e funcao de rotulacdd : £ — A. especifica, o contrario é representadopof x. Uma palavra
Definimos as fungbes: £ —+ V et: & — V representando o w é um fator proprio de uma seqiiénaiaquandow < x e
vértice inicial e terminal de um ramo, respectivamefeé w # x. Um PFT com period@’ e conjunto proibido periédico
um conjunto de seqliéncias obtidas concatenando-se ossotdl, representado poX;s 1y, € definido a seguir.
dos ramos percorridos por caminhos émDiz-se, entdo, que  Definicdo 1: Uma sequéncia bi-infinita pertence X5 1}

G é uma apresentagdo dé. Um grafo G é irredutivel se se, e somente se, existe um inteire {0,...,7 —1} tal que,
para qualquer par de vérticds.J € V existe um caminho para todo inteira, sew <; o*(z) entdow ¢ F med T),
entre [ to J. Dado um vérticel € V para o qual nenhum Para todo PFT é possivel construir um grafoque o
ramo inicia em/ ou nenhum ramo termina eif) este pode apresenteG é dito T-partite se V pode ser dividido enf
ser removido juntamente com os ramog &, t(e) = I ou subconjuntody, Dy,..., Dy_4, tal que, qualquer ramo que
i(e) = I. Um grafo que néo permite tal eliminacéo de vérticgsarte de um vértice e®; alcanca um vértice e 11 mod 7-

é dito essencialO contexto a direita de um vértice € V, Paral,J € V, o nUmero de ramos que partemide alcangcam
denotado porF(I), € o conjunto de todas as palavras qué é A;,. A matriz adjacénciale G é quadrada, de ordem
podem ser geradas por caminhos@momegcando enh. Uma |V| e é denotada pade = [A;,]. O periodo de um vértice
apresentacdo geduzidase F(I) = F(J) implica quel = J. I, representado pgser(l), € o maximo divisor comum dos
Um grafoG é chamadaleterministicose para tode;,e, € inteirosn para os quai§A%)rr > 0. Caso este nimero néo
&g, i(e1) =i(ez) € L(ey) = L(ey), entdoe; = e. O Shannon exista, entdo denota-ger(l) = oo. O periodo de uma matriz
cover é definido como uma apresentacao reduzida, irretlutivie representado pgser(A4), € o0 maximo divisor comum dos
e deterministica, sendo isomorfas quaisquer apresestgg@e numerosper(l) que sdo finitos, ou @o se per(I) = oo
satisfagam tais condigfes [6, Proposicdo 3.3.17]. para todoI. O periodo de um grafd, representado por

Se A e B s&o conjuntos de palavras com simbolos eper(G), € o periodo dedg, i.e, per(G) = per(Ag). Se G
um alfabetoA, denota-se pela concatenacdo dee B o é irredutivel, todos os estados tém o mesmo periodo [6, Lema
conjuntoAB = {uv|u € A e v € B}. Decorre da operacéo de4.5.3], seper(Aq) = 7', entdoG € T-partite e 0S conjuntos
concatenacao entre conjuntos giié = (J;°, A°, ondeA! = Dy, D»,..., Dy, séo asl' classes periédicao grafo.

A e paran > 2, A" = A" 1 A. O conjuntoA* = e U At Se o PFT é irredutivel, podemos determinar seu Shannon
recebe a denominacdo especial fbehamento de Kleene cover aplicando métodos convencionais para construgéo de
Qualquer subconjunto dgl* é denominado umdinguagem grafos deterministicos[10], [3]. Em nossa abordagem, semp
formal (por simplicidade, iremos chama-lo de linguagemgstaremos considerando o periodo como sendo o do Shannon
Assim, A C A* é uma linguagem. @omplementale B com cover, portanto, lembramos que parte dos resultados s6 séo
relagdo a4 é definido comaB’ = {v| v € Aewv ¢ B}. O validos para PFT irredutiveis.
conjunto de prefixose A, representado paP(A), é definido ~ Associado ao conceito de restricdo por fase estd o de
como P(A) = {v| Ju € A*, vu € A}, e o conjunto linguagem por fase, que empregaremos para descrever as
de sufixosde A, representado poS(A), é definido como restricbes de palavras eAr para uma fase especifica.
S(A) = {v| Ju € A*, uwv € A}. Definimos os conjuntos  Definicdo 2: SejaL, C {0,...,7 — 1} o conjunto de
AB™t = {v] Ju € B, vu € A} e B''A = {v] 3u € deslocamentos de um ponto € AZ tal queVi € Z e
B, uww e A}, portanto,{111,110,000}{1} * = {11} e ¢, € L, sev <; o' (z) entdov ¢ F( med D) Definimos
{1}~'{111,110,000} = {11,10}. uma linguagem associada com a faseomo L¥) = {u <;
o' (z)| v € Xz}, le € Lo € =k mod T}.

. o o .. .. ..Um conceito similar ao de colecdo minima de palavras
B. S|stema§ dmarr_ncos simbolicos fechados de memoria f"BF%ibidas de um SFT existe para um PFT, sendo chamado de
com restricoes variantes no tempo conjunto minimo periédico de palavras proibidascontendo

O conceito de sistemas simbdlicos dindmicos de memoéda elemento$w, k) € A*x{0,... ,T—1}, w = wowy ... wy,
finita é estendido para o caso com restricdes periédicas gue ndo pertencem a linguagédit) mas com todos os fatores
[10]. Posteriormente, foi utilizado em [5] e [3] para determpropriosu <; w pertencendo a linguager(k+i mod T),
nacdo de apresentacdes deterministicas empregadas Ra ®ursanto,(w, k) € O se, e somente se; ¢ L*), Wo,|w|—2] €
trucéo de codigos que realizam codificagéo conjunta CLICCE®) e wyy |,,(—1) € Lk+! med 1) QuandoT é o periodo do

Determinado um inteiro positivd’, sejaJ uma cole¢do Shannon cover, o conjunt®é dnico [10, Teorema 4]. O maior
finita de palavras emA*, tal que, para caday; € F € comprimento das palavras ethé dito amemdriado PFT.
associado um inteirg; em {0,1,...,7 — 1} que recebe Exemplo 1:Como exemplo da dependéncia da linguagem
0 nome defase Descrevemos o conjuntd por ¥ = com a fase, considerem@s= {(101,0), (111,1)} e T = 2.
{(w1, k1), (wa,k2), ..., (wn, k,)} € 0 chamamos deonjunto Observe quéa 1100 € L® e 1010 € LM, no entanto1010 ¢
proibido periédico As restricbes associadas a uma fase L(®) e 11100 ¢ L),
sdo escritas pof®) = {w| (w,n) € Ten = k}. Seja Motivados pela Defini¢do 2, quando queremos enfatizar que
uma palavra finitaw um fator de uma sequiéncia finita our € L(*) escrevemogw, k). Se (w, k) ndo é definido, logo
infinita # na coordenada, portantow = @[; i+ |y-1), iSto w ¢ L%, implicando que os elementos efi*) proibem a
€ representado par <; z, 0 contrario é representado porcorréncia dew, 0 que ndo impede que € L, pois esta
w A; z. Escrevemosy < x quando uma palavras € um podera pertencer a uma linguagdiff) com j # k. Como
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uma extensdo dessa definigdo, dizemos (@ug) € um fator v <; w e v € O n&o pode ocorrer, em relagdo a fgsas

de (w,k) ses <, wej=k+t modT. Ses <o w entdo
(s,k) € um prefixo de(w, k) (prefixo préprio ses| < |w]).
Quandos <; w e k+t+|s| = k+|w| mod T entdo(s, k+t
mod 7T') é um sufixo de(w, k) (sufixo préprio set > 0).

palavrasu COMv <(;_; mod 7) « NA0 poderdo ocorrer. Logo,
com relacdo a fasg o conjunto das restricdes considerado é
{(v,i —j mod T)| (v,i) € O}.

A dependéncia das restricbes com a fase torna a defini¢cdo

Na préxima definicdo estenderemos o conceito de contextd@ contexto a direita de uma palavia dependente ndo sé

direita de uma palavra € A* para um elementéw, k).

desta e do conjunt®, como também da fase. Assim, para

Definicdo 3: O contexto a direita dev € L associado a representarmos as restricbes de uma palavieom relacdo

uma fasek é F(w,k) = {s| ws € L®}. O complemento
do contexto a direita em relagéo a linguagéné dado por
F'(w,k) = L\F(w,k), ouF "(w,k) = {s € L| ws ¢ L™},

a uma fasek, iremos dividirC(w, k) em dois subconjuntos,
enquanto um depende dos sufixoswle da fasek, o outro
depende do comprimento de e da fasek.

Exemplo 2:Como exemplo do contexto a direita de uma Definicéo 6: Sejad C Lx{0...7T—1}. Definimos a repre-

palavra associado a uma fase, consideremos o confrgo
periodo do Exemplo 1. Para = 1, temos quell € F(1,0)
e 01 € F(1,1), no entantop1 ¢ F(1,0) e 11 ¢ F(1,1).

Caso (w, k) ndo seja definido, entéo para todoec L
teremos quevs ¢ L(F). Portanto, para tode ¢ L(*), segue
da Definicdo 3 qué(w, k) = 0, implicando queF '(w, k) =
L.

Definicdo 4: Seja (w,k) € L x {0,...,T — 1}. Um

conjunto C(w, k) € L x N U {0}, chamado conjunto dasCg(w, k)

restricbes déw, k), satisfaz as propriedades:
a. Seja(u,j) € C(w,k). Seu <; s, s € L, entdows ¢
L(k);
b. Sejas € L e ws ¢ L), entdo existdu, j) € C(w, k)
tal queu <; s.
Quandow ¢ L*), definimosC(w, k) = (&,0).

sentagdo da expansdo do conjustgara um periodd’ por
< A >={(s,j5)] (5, modT) = (s,4) para todo(s,i) €
A ej>0}

Definicdo 7: Seja w uma palavra da linguagem de um
PFT. Sew € L® entdo C¢(w,k) {(5,0)] s €
Liktlwl medT) a3y, ¢ S(w)\{e} para o quaps ¢
O(k+|w|—|p| med T)} ecz‘)(w7k) = {(S7J)| (Svj) = (Svi_k_
lw| mod T') para algum(s,i) € O}. Sew ¢ L) definimos
Ci(w,k) = (¢,0). Definimos Co(w,k) =
Cd(w,k)U < Ci(w,k) > como o conjunto de todas as
restricbes indexadas de, k).

Lema 2:Se Co(w,k) = Co(u,j) entdo C¥(w,k)
C8(u,j) € Ch(w, k) = Ch(u, ).

Demonstragdo: Suponha que existés,0) €
tal que (s,0) € Ci(u,j). Como (s,0) € C¢(w,

Cd(w, k),
k), entdo

Definimos a seguir um operador que quando aplicado po € OUFFlwi=lpl med D) “onde p € S(w)\{c}. Assim,

conjunto das restricdes de um elemefiq k) determina o

(ps, —|p| mod T) € Cf (w, k), portanto, temos quéps, —|p|

contexto & direita da palavra, o que serd demonstrado nanod T') € Ci(u,j) e por suposicdo qués,0) € Ci(u, ),

proposicao seguinte.

por conseqiiéncia € O(ul+i modT) & ym fator deps €

Definicdo 5: Seja C(w, k) o conjunto das restrigdes de®(|u+i=lpl mod 1) ‘mas como todo fator proprio des, |u|+

(w, k) € Lx{0,...,T —1}. Sew € L® entdo[C(w, k)] =
{s € L| 3(u,j) € C(w,k) tal queu <; s}, caso contrario
[C(w, k)] = L.

Proposicédo 1:SejaL a linguagem de um PFT. Se € L
entdo[C(w, k)] = F'(w, k). Portanto,[C(w, k)] = [C(w', j)]
se, e somente s&(w, k) = F(w', j).

Demonstracdo: Sew ¢ L*) entdows ¢ L® para todo
s € L, logoF'(w, k) = L. Da Definigdo 5, sev ¢ L(*) entdo
[C(w, k)] = L. A seguir consideramos que € L.

Ses € F'(w, k) entdiows ¢ L), logo da Defini¢do 4-
b existe (u,j) € C(w,k) tal queuw <; s e, portanto,
s € [C(w, k)], conseqlientement€/ (w, k) C [C(w,k)]. De

j—|p| mod T) pertence a linguagem, isto é uma contradicéo.
De forma andloga, se supusermos qu) € C%(u,j) e

(5,0) € Ci(w, k), concluiremos que isto € uma contradigdo.

Portanto, s& o (w, k) = Co(u, j), entdo(s,0) € C&(w, k) se,

e somente sés, 0) € C& (u, j). [

Exemplo 3:Considere um PFT dado pelo conjurfo =
{(11,0),(1,2),(01,3)} e com periodol’ = 5. Entdo para
(w,k) = (1,0) teremosC%(1,0) = {(1,0)} e C{(1,0) =
{(1,1), (01,2), (11,4)}, para (w,k) (0,3) teremos
c3(0,3) = {(1,0)} e C5(0,3) = {(11,1),(1,3), (01,4)}.
Observamos quig¢ (1,0)] = [C¢(0,3)], contudo a seqiiéncia

modo reverso, se € [C(w, k)], entdo pela Definigdo 5 existe001011 € [Cy(0,1)] pois1ll <4 001011, no entanto)01011 ¢

(u,j) € C(w, k) tal queu <; s. Da Definigdo 4-aws ¢ L*)
e, portantos € F'(w, k), logo [C(w, k)] C F'(w, k).

Se[C(w, k)] = [C(w',j)] entdoF' (w, k) = F'(v', j), logo
da Definicdo 3 concluimos qugw, k) = F(v', j). Se agora
considerarmos qué&(w,k) = F(w',j), entdoF' (w,k) =
F'(w',j) e, portanto[C(w, k)] = [C(w', j)]. [ ]

I11. DETERMINACAO DE PALAVRAS COM MESMO

CONTEXTO A DIREITA

[Co(0,3)], pois ndo ha fatores do conjuntoCi (0,3) > em
001011. Portanto[Cx(1,0)] # [Co(0, 3)].

Na préxima proposi¢éo demonstraremos uéw, k) € um
possivel conjunto das restricdes para uma palaveaL(*) .

Proposicdo 3:Sejaw € L™*), em queL é a linguagem de
Xgo,11, €ntao[C(w, k)] = [Co(w, k)].

Demonstragdo: Para todos € [Co(w,k)] ha um fator
u <; s tal que (u,j) € Cd(w,k)U < Ch(w,k) >. Se
(u,j) € < Ch(w, k) > entdo(u,j + k + |w| mod T) € O
e portantows ¢ L(*). No entanto, sg(u,j) € C&(w,k)

No caso de um PFT as restricbes estdo associadas a fame§io existey € S(w)\{c} tal quepu ¢ Ok+lwl-lpl mod T)
portanto, geralmente dependem da fase escolhida como ref@no pu <, —j,| ws entdows ¢ L™, Logo, [Co(w, k)] C

réncia, e.g, se a partir da fas® qualquer palavrav com

[C(w, ).
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Se considerarmos quec [C(w, k)], decorre da Defini¢cdo 5 afirmacéo (i). Para afirmacao (i), sdjae {0,...,7 — 1} e
que existe(u, j) € C(w, k) tal queu <; s. Da Definicéo 4.a w € L(¥), portanto, existe pelo menos um camirghem g tal
temos quews ¢ L*), assim existev € O+t med D) quel(€) =w,i(€) € Dy, €t(&) € D(jt|w| mod 7)- TOMEMOS
tal quev <; ws. No entantov 4, w (pois w € L(*). um caminhar em§ para o qual(r) = p ei(r) € D,,, como
Casot > |w|, entdos € [< Ci(w,k) >] pois (v,t — |w| p € L™ entdo este caminho existe. J& queé irredutivel,
mod T) € Ciy(w, k). Set < |w|, entdo existep € S(w)\{e} existe um caminh@ em g para o qual(¢) = t(§) e t(¢p) =
eq € P(s)\{e} tal quev = pg € OFtHwl=lpl mod 1) "lgg0 j(r), logo temos quevL(d)p € LX) e wL(p)v ¢ LM, uma
s € [C4(w,k)]. Concluimos quéC(w, k)] C [Co(w, k)], € 0 vez que o vértice inicial do caminho com rétul@mwL(¢)v
resultado segue. B pertence a classP,. O que conclui a prova direta, pois,
é uma palavra qualquer eff*) e = é qualquer caminho, tal
Como no caso de um SFT ha uma forma recursiva pajae,L(7) = p e i(n) € D,,.
calcularmos os conjunto§d (w, k). Para uma palavra ndo Da afirmacao (i), temos qUE |y _o] € L € [t y|-1] €
nulaw € L®, w = apay...a,—1, 0 clculo é realizado £,(n+1 mod T) Da afirmagéo (i), temos que¢ L(™). Portan-
do prefixo de menor comprimenta,) para o de maior com- to, pela definicdo dos elementos do conjufitoconcluimos
primentoay - . . a,,—1, €empregando a definigéb(cg (w,k)) = quev e O, ]
{s] (s,0) € C&(w)}, temos que:
Os conjunto€ o (w, k) podem ser reduzidos pela eliminagdo
R(CE (ag, k)) = ag'OF), de elementoss, k) € Cp (w,_k) que possuem prefixos préprios
P  eiad L@kt mod T) emCy(w, k), 0 que é justificado observando-se que para todo
R(C(avar, k)) = a;"R(CH(ao, k) Va0 » prefixo(s', k) de (s, k) temos qué(s, k)] C [(s', k)], portanto
R(CE(

(C(ag...an_1,k)) = concluimos quéCo (w, k)] = [Co(w, k)\ {(s, k) }]. Escrevere-
. J “1 @q(ktn-1 modT) mos Cy(w, k) para indicar que elimina¢des deste tipo ndo
a1 R(Co(a0 - an—2, k) Ua,=, 0 : podem ser realizadas no conjurite(w, k). Observamos que

1) um elementds, j) € Co(w, k) s6 podera ter um fator préprio
A prova desta relagdo é apresentada no topo da proxitsai) € Co(w,k) se(s’,i) € Cd(w, k), ou sejai = j = 0,
pagina pelo desenvolvimento do conjur®{C%(w,k)), a caso contrarios’ € OU+kt|wl mod T) sers um fator proprio
partir da descricdo do conjuné, (w, k) dada na Definigdo 7. de s € OUTktlwl med ) "o que contradiz a definicdo dos
Exemplo 4:SejaT = 3 o periodo do Shannon cover deglementos de.

um PFT. Dados os conjunta8®) = {1111,1011}, O = Exemplo 5:0s conjuntos R(C% (w, k)) calculados no
f e 0@ = {111,1101}, segue o cdlculo dos conjuntoExemplo 4 possuem os seguintes conjunﬂb(sfg(w,k))
R(CE (w, k)) para(111,0) e (110,2): correspondentes:
d —1-1¢9(0) — 7d —
a0 o
fR(CS(lli 0))_— 1*13%(((39‘1(711 0))u1*10<2_>— {1’11 101} R 50 (111.0)) = {11,
o(l11,0)) = olll, =11, 11,101}, (Co(111,0)) = {1},
R(CE(1,2)) = 17103 = {11,101}, R(C4(1,2)) = {11,101},
R(CE(11,2)) = 17'R(CE(1,2)) U110 = {1,01, 111,011}, R(C(11,2)) = {1,01,011},
R(CH(110,2)) = 171 R(CH(11,2)) U1 OW) = {1,11}. R(CY(110,2)) = {1}.
O Lema 4 nos permite concluir, para um PFT irredutivel pmostraremos que elementos dink {0, ... , 7 — 1} com o

de linguagemL, que, para qualquen € L™ e (v,n) € mesmo contexto a direita possuem conjuriiogw, k) iguais,
Ct(w, k) existe uma palavrav em [Co(w, k)] que SO possui dado que o PFT é irredutivel.

v <jy wv como fator proibido, onddu| = n mod T Teorema 5:Sejaw € L®*) e w' € LU, A igualdade
Portanto, quando consideramos a linguagem indexads Co(w, k) = Co(w', j) é verificada se, e somente §¢w, k) =

0 Unico fator proibido ddwuv, k) € (v, |wu| + k mod T), F(w', 5).

onde (|lwul + k) — (k -|-’|w|) =n m_og T. ~Assir_n, qua!quer Demonstragdo: Se Co(w,k) = Co(w',j) entdo
elemento emC{,(w,k) € uma restricdo nao dispensavel dféo (w,k)] = [Co(w', )], 0 que das Proposicées 1 e 3 implica
conjunto Co(w, k), ou seja, retira-la do conjunto (w,k)  queF(w,k) = F(w', j).

implica que a Proposicao 1 ndo seria verificada. Para provarmos a reciproca, inicialmente demonstraremos
Lema 4: Seja X,y um PFT irredutivel. Para qualquerque se F(w, k) = F(uw', ) engéocg(w,k) = Ci(w',j) e
v=pa€A* acA ve0 se esomente se, usaremos isto para provar q@é (w,k) = C¢(w',j). Seja
(i) Vs <¢v, s € Lntt mod D), (v,n) € Cl(w,k). Supondo quer = pa, a € A, para todo
(i) wuv ¢ L) para todowup € L*®) em quek + up € F(w, k), tal quelu| = n mod T, temos queupa =
lwu| =n mod T, qualquerk € {0,... ,T'—1} e uv ¢ F(w, k), logo a igualdadeér(w, k) = F(w',5) implica
w e LK, queuv ¢ F(w',j). Da definicdo dos elementos do conjunto

Demonstragdo: Chamaremos d€ o Shannon cover de c’g(w,k), para todo fator proprie <, v dev existeu/, tal que
Xto,ry (a irredutibilidade deX;o 1} garante sua existéncia),|u'| = n + ¢ mod T, satisfazenda/'s € F(w, k) e, portanto,
T = per(Ag) e Dy, ... ,Dy_; as classes periédicas e A u's € F(w',j), implicando ques e L(nHitlw'|+t mod T)
implicacéo direta segue da definicdo dos elemento®grara Assim, a partir do Lema 4 temos ques (v +it/w'| mod T)
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logo (v,n) € C4(w', ), de onde concluimos qu&, (w,k) C  se 0™ £, ou Wk = {(¢,k)} seO®) = 0.

Co(w', 7). Supondo quév, n) € Cy(w', j), podemos concluir A particdo do conjunto¥ U O € determinada pela relagao
de forma semelhante qug, (v’, j) C Cf) (w, k). de equivalénciafw, k) ~ (u, j) se, e somente s€p(w, k) =
_Dadas as igualdadeS(w, k) = F(uw',j) e Ch(w,k) = Colu,j). Portanto(w, k) ~ (u, j) se, e somente sE(w, k) =
Ch(w',j), demonstraremos que a hipétesg(w,k) # F(u,j), justificado pelo Teorema 5. Decorre dessa relagéo que
Cd(w',j) gera uma contradicdo. Assim, sefd(w,k) # 0 conjuntoO forma uma classe, ja que para todgk) € O
Ci(w',j) e s um dos elementos entre os de mendz € L temos quevz ¢ L),

comprimento em {u| (u,0) € (C&(w,k)\C(w', 7)) U A partir de um conjuntd’, iremos determinar o conjunto de
(Ce(w', )\C& (w, k))}. Iremos supor, sem perda de genramos e seus rétulos. Seja, C; € VeC; # O, criaremos um
eralidade, que(s,0) € C&(w,k) e portanto ques € ramo deC; paraC; com rotuloa, se para algum dogv, k) €
[Co(w, k)]. Existev = ps tal quev e Ok+lwl=lp] medT) ;o0 mais longo sufixo déwa, k) emW U O pertence &;.

e p € S(w)\{e}, portanto, se considerarmos quec [< Descrevemos com maior precisdo o método de determinagao
Ch(w',j) >] = [< Ch(w,k) >], entdo existes' <., dOS ramos na proxima definic&o.

v para algum(s',t) € Ci(w,k), isto implica ques’ € Definicdo 9: SejaC; € V\{0} e (w,k) € C;. A relagéo
@(k+lwl+t mod T) & ym fator dev € OKk+lwl=lpl mod T) — §:V\{O} x AU {e} — V é definida como

0 que € uma contradicdo. Logo, podemos afirmar gug 5(Cia) ={Q| (v,k+7 modT) € Q, a € AU{e}
[< Ci(w',j) >]. Nos limitando aos elementos d¢ (w', j), € v = wap, |y € 0 mais longo
temos trés casos a considerar ) ¢ [{(u,0)| (u,0) € sufixo de (wa,k) tal que (v,k + r
Cd(w',j) elul > |s|}], uma vez ques £, s para qualquen mod T) € WU O}.

tal queju| > |s|; (i) s ¢ [{(«,0)] (u,0) € C§(w',j) eu| = , _— .

Is|}], j& que por hipGteses,0) ¢ ég(wl7j); (i) s ¢ A p_artlr da Definicdo 9, obs_er_vamos que nao hff\ ramos
[{(u,0)| (u,0) € ég(wl7j) elu| < |s|}], pois da definicio partindo da classé®. Tendo def|n|.do 0 conjunto de vértices,
da palavras, temos que{(u,0) € 5g(w,k)| lu| < |s|} = 0S ramos e seus rotulos, seguiremos demo_nstrandoGQue
{(u,0) € C%(w',j)l lu| < |s|} implicando que ndo héé uma apresent_a_(;éo determlnistha e redqmda d(_e um PFT
(v,0) € é% (w',7) tal quev £y s. Logo, s ¢ [Co(w', )] e, irredutivel es_p(_emflcado por um conjuntofm_inlmo p(_arlédleo d
portanto, da Proposic&o 1, concluimos (e, k) # F(w', j), palavras proibida® e periodoI’. Nos proximos dois lemas

o que contradiz a hipétese e, k) e (w', j) terem o mesmo @Presentaremos algumas propriedades dos conjdptes, k)
contexto A direita. m due nos permitirdo concluir qu& é um grafo deterministico.
Lema 6: Para todow € L™ ewu € LY, seCo(w, k) =

Co(u,j) entdoCy(wa, k) = Co(ua, j).
Demonstragdo: Pelo Teorema 5o (w, k) = Co(u,j) se,
e somente seF(w,k) = F(u,j). Logo waz € L¥ se, e
Nesta se¢&o proporemos um método para gerar uma ag@nente sewaz € LY), portantoF(wa, k) = F(ua, j), ou
sentacdoG = (V,&,)A) de um PFT irredutivel a partir Co(wa, k) = Co(ua, j). u
de um conjunto minimo periédico de palavras proibidas
Comegamos por definir o conjurity que tem como elementos Lema 7: Sejaw € L*). Se(v, ¢) é o mais longo sufixo de
as classes de equivaléncia provenientes da partica®de, (w,k) emW, entdoCo (w, k) = Co (v, £).

IV. CONSTRUCAO DE UMA APRESENTACAO REDUZIDA

sendoW definido a seguir. Demonstracdo: Supondo quev = wy, |u|-1], N0 0
Definicdo 8: Dado o conjunto® associado a um PFT,comprimento de € [v| = [w| —r. Logo, a partir da equagao
definimos o conjuntd = Ui:ol W) onde: ¢ = k+r mod T,temos quév|+{ = |w|—r+k+r = |w|+k

mod T', portantoCt (w, k) = Ci (v, ¢).
WE = {(u, k)| u € P(wA™), VY (w, k) € 0P} Observemos qué€d(v,¢) C Cd(w,k), pois (v,£) € uma
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sufixo de(w, k). Para a demonstracéo da incluséo reversa, caufixo de(wua, k) emWuU 0. |
sideremos qués,0) € C¢(w,k), logo existep = W |w|—1]

tal queps € Ok+i med T) ‘nortanto(p, k +i mod 7) é um  Teorema 10:A componente essencial d&é uma apresen-
sufixo de(w, k) em W. Uma vez que(v, ¢) € o mais longo tacdo reduzida do PFT.

sufixo de(w, k) em W, entdo(p,k +i mod T) também é  Demonstracdo: Sejaz uma palavra ndo nula €; ¢
um sufixo de(v,?), o que implica que(s,0) € C¢(v,¢). V\{O}, tal quez € F(C;), (w,k) € C; e §(Ci,x) #
Se (s',0) é um prefixo de(s,0) contido emC¢ (v, ¢), entdo O. Considerando qu€wz, k) possui fatores emo, seja
(s',0) € C&(w,k) implicando que(s,0) ¢ C&(w,k), 0 que v = W[ |y|4—1) O fator de(wz,k) em O que inicia no
é uma contradigdo. Logo, temos qd(w,k) C Cé(v,¢). menor coeficiente de wz. Entdo, do Lema 9 temos que

Concluimos qu&o (w, k) = Co (v, £). B 0(Ci,wzq)p-1) = O, logo z ¢ F(C;), o que € uma
contradi¢d@o. Isso implica quE(C;) C F(w, k). Reciproca-
Proposigéo 8:0 grafoG é deterministico. mente, sejar € F(w, k), entdo(wz, k) ndo possui fatores

Demonstragdo: ParaC; # O e (w,k),(u,j) € C; €M 0. Se (w,k) € C;, entdo, para todo pre_fixa’. de z
consideremogw’, k') e (u',j') os mais longos sufixos de!®Mos quel(Cs,z’) # O, logoz € F(C}). Isso implica que
(wa, k) e (ua,j) em W U O, respectivamente. Do Lema 6F(w: k) C F(C;). Assim, concluimos qué(C;) = F(w,k)
Co(wa, k) = Co(ua,j), entdo pardw’, k') € C; e (u',j') € Para qualquetw, k) € ;. . i
C, temos queC; = Cy, pois do Lema 7 decorre a igualdade Pada uma palavrav € L® e sendo(uj’,k’) Seu mais
Co(w', k') = Co(u', j'). m longo sufixo gniW (comow € L®, (w, k) ndo possui fatores

em ), a partir do Lema 7 e do Teorema 5, concluimos que

Como apresentada na Definicéo 9 a relak@&wuma funcao, F(w, k) = F(w', k') = F(C;), tal que(w’, k') € Ci. Uma vez

— 7k
a Proposicdo 8 nos permite concluir que esta fungdo é bgH‘FF((g.’)k) = L") e para q'ualquer palaviac L temos, que
definida. x € LY) para alguma fasg € {0,...,T — 1}, concluimos

SejaC; # O, uma palavra, é dita definida poC; se, e aue Uc, ey oy F(Ci) = L. Portanto, o subgrafo dé& com
. : : 3 conjunto de vertice¥\{O} é uma apresentacdo do PFT, logo,
somente se, existe um caminho partind@ieom rotulou. O : o =
e - a componente essencial detambém é uma apresentacdo do
gue nos leva a uma natural modificacdo do dominio da fun ~ . ~ .
S N T. Para demonstracao qGeé uma apresentacado reduzida,
d para grafos deterministicos, dex A U {¢} para’V x A*. .
" - sejamC;, C, € V\{O} tal queF(C;) = F(Cy), se(w, k) € C;
Para qualqueC; € V\{O} eu € A*, caso o estad® seja ) = 5
) i e ~_ e (u,j) € C; entdo, do Teorema 5, temos qdeg(w, k) =
alcancado a partir d€’; por um prefixo proprio de:, entdo Co(u.j), logo C; = Cy, 0 que implica que a componente
u ndo é definida por’;, pois © ndo possui ramos partindo u,J), 1090 ©i ©049 P q P

Y . -essencial é reduzida. |
deste; caso contrarid,(C;,u) é o estado alcancado a partir

de C; por u.

No préximo teorema empregaremos este conceito para
concluir queG € uma apresentacdo dgo ry. Por G ser
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o0 mais longo sufixo déu'a, k') em W U O. Consideremos
que v'a = wua |uq—1] S€ja um sufixo de(wua, k) em
WuUO. Entao(v',t' + k mod T') € um sufixo dgwu, k) em
WU O, portanto(v',t' + k¥ mod T') & um sufixo de(u’, k'),
implicando qugv’a,t'+k mod T') é um sufixo d€u'a, k').
Assim, concluimos quév, k' +t¢ mod T') € o mais longo



