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Representação de Sistemas Dinâmicos Fechados de
Memória Finita com Restrições Periódicas

Daniel P. B. Chaves e Cecilio Pimentel

Resumo— Sistemas dinâmicos simbólicos de memória finita
com restrições periódicas (PFT, do inglês periodic shift offinite
type) formam a classe (na teoria de dinâmica simbólica) utilizada
para modelar conjuntos de seqüências com restrição empregadas
tanto para correção de erros quanto para codificação de linha.
Neste trabalho a teoria de dinâmica simbólica é empregada como
ferramenta matemática para abordar o problema da represen-
tação de seqüências de símbolos que podem ser modeladas como
PFTs. Utilizando a teoria algébrica de linguagens, apresentare-
mos um novo procedimento para gerar grafos determinísticos
com um número mínimo de vértices que apresentam a linguagem
de um PFT irredutível.

Palavras-Chave— Dinâmica simbólica, grafos direcionados,
códigos de linha, sistemas com restrição.

Abstract— Periodic shifts of finite type (PFT) is the symbolic
dynamical system applied to study sets of sequences that have
both error control and line coding properties. In this work t he
theory of symbolic dynamics is applied as a mathematical tool
for studying the presentation of sequences that form a PFT. A
new procedure is proposed to generate the minimal deterministic
presentation of an irreducible PFT, based on algebraic language
theory.

Keywords— Symbolic dynamics, directed graphs, line codes,
constrained systems.

I. I NTRODUÇÃO

Em sistemas de comunicação e gravação empregam-se os
códigos corretores de erro (CCE) para correção de um número
determinado de erros introduzidos pelo canal. Alguns destes
sistemas também empregam os códigos de linhas (CL), que
restringem as possíveis seqüências de saída, adequando-asàs
características do canal e, portanto, reduzindo a chance de
ocorrências de erros.

Exemplos de sistemas que apresentam restrições são o
MTR(j) - maximum transition run- que restringe o número
máximo de 1’s consecutivos aj e o RLL(d,k) - run-length
limited - que restringe o número mínimo de 0’s consecutivos
a d e o máximo ak. Em sistemas que empregam codificação
conjunta CL/CCE, pode-se propor um codificador que corrige
um número determinado de erros e satisfaz as restrições do
canal. Mas na prática as propriedades de correção e restrição
de seqüências são obtidas pela concatenação de um codificador
CCE e um CL. A concatenação não pode ser realizada de
forma arbitrária, pois as operações realizadas por um codi-
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ficador (na codificação ou decodificação) podem restringir o
desempenho do outro [1].

Em [2], Wijngaarden e Immink propuseram um esquema
de concatenação que codifica uma seqüência sem restrição em
uma com restrição onde um conjunto definido de posições de
bits na seqüência são reservados para bits de paridade do CCE.
Os bits nessas posições podem ser modificados arbitrariamente
sem violar a restrição, portanto são chamadas posições sem
restrição. Assim, os bits de paridade do código CCE podem
ser inseridos nas posições sem restrição da seqüência de saída
do CL sem violarem a restrição do canal.

O conjunto de seqüências de saída geradas pelo esquema
de codificação conjunta proposto por Wijngaarden e Immink
pode ser modelado empregando os PFT, como proposto em [3].
Definido o PFT associado ao conjunto de seqüências restritas,
através da especificação de um conjunto finito de palavras
indexadas proibidas (seção II-B), pode-se construir um grafo
determinístico que represente esse conjunto. O grafo obtido
é utilizado em algoritmos para determinação de codificadores
CL/CCE [4].

Neste artigo apresentamos um procedimento para cons-
trução de grafos determinísticos e reduzidos que representam
o conjunto de seqüências restritas. Tendo como particularidade
a geração de uma apresentação determinística e reduzida. En-
quanto que outros procedimentos [5],[3] requerem a posterior
aplicação de algoritmos para redução de estados, e em alguns
casos determinização da apresentação inicial.

II. CONCEITOS E DEFINIÇÕES

A. Dinâmica simbólica e linguagens formais

Apresentamos nesta seção uma introdução aos conceitos
de Dinâmica Simbólica [6],[7],[1] e Teoria de Linguagens
Formais [8], [9]. Primeiramente, denotamos porAZo conjunto
de todas as seqüências bi-infinitas de símbolos em um alfabetoA e chamamos estas seqüências depontos em AZ. Uma
seqüência finita de símbolos sobreA é chamada depalavra. O
comprimento de uma palavraw é denotada porjwj. Para todox 2 AZ e i � j, denota-se a palavra emx, da coordenadai
a j por x[i;j℄ = xixi+1 : : : xj . Se i > j, define-sex[i;j℄ = ".
Pode-se definir um sistema simbólico fechado,X , a partir de
um conjuntoF de palavras sobreA como:X é o conjunto
de pontos emAZ que não possuem palavras noconjunto de
palavras proibidasF.

A linguagemdeX , denotada porL, é o conjunto de todas
as palavras que ocorrem em pontos deX , incluindo a palavra
vazia, i.e. possui a propriedade" w = w " = w. Na prática
os sistemas simbólicos fechados de maior interesse são os
irredutíveis, sendo aqueles que para quaisqueru; v 2 L, existe
um w, tal que,uwv 2 L.
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Seja G = (V;E;L) um grafo com conjunto de vérticesV, conjunto de ramosE e função de rotulaçãoL : E ! A.
Definimos as funçõesi : E! V e t : E! V representando o
vértice inicial e terminal de um ramo, respectivamente.X é
um conjunto de seqüências obtidas concatenando-se os rótulos
dos ramos percorridos por caminhos emG. Diz-se, então, queG é uma apresentação deX . Um grafoG é irredutível se
para qualquer par de vérticesI; J 2 V existe um caminho
entre I to J . Dado um vérticeI 2 V para o qual nenhum
ramo inicia emI ou nenhum ramo termina emI ; este pode
ser removido juntamente com os ramose 2 E, t(e) = I oui(e) = I . Um grafo que não permite tal eliminação de vértices
é dito essencial. O contexto à direita de um vérticeI 2 V,
denotado porF(I), é o conjunto de todas as palavras que
podem ser geradas por caminhos emG começando emI . Uma
apresentação éreduzidase F(I) = F(J) implica queI = J .
Um grafoG é chamadodeterminísticose para todoe1; e2 2E; i(e1) = i(e2) eL(e1) = L(e2), entãoe1 = e2. O Shannon
cover é definido como uma apresentação reduzida, irredutível
e determinística, sendo isomorfas quaisquer apresentações que
satisfaçam tais condições [6, Proposição 3.3.17].

Se A e B são conjuntos de palavras com símbolos em
um alfabetoA, denota-se pela concatenação deA e B o
conjuntoAB = fuvju 2 A e v 2 Bg. Decorre da operação de
concatenação entre conjuntos queA+ = S1i=1Ai, ondeA1 =A e paran � 2, An = An�1A. O conjuntoA� = " [ A+
recebe a denominação especial defechamento de Kleene.
Qualquer subconjunto deA� é denominado umalinguagem
formal (por simplicidade, iremos chamá-lo de linguagem).
Assim,A � A� é uma linguagem. OcomplementodeB com
relação aA é definido comoB0 = fvj v 2 A e v =2 Bg. O
conjunto de prefixosdeA, representado porP(A), é definido
como P(A) = fvj 9 u 2 A�; vu 2 Ag, e o conjunto
de sufixosde A, representado porS(A), é definido comoS(A) = fvj 9 u 2 A�; uv 2 Ag. Definimos os conjuntosAB�1 = fvj 9 u 2 B; vu 2 Ag e B�1A = fvj 9 u 2B; uv 2 Ag, portanto,f111; 110; 000gf1g�1 = f11g ef1g�1f111; 110; 000g= f11; 10g.
B. Sistemas dinâmicos simbólicos fechados de memória finita
com restrições variantes no tempo

O conceito de sistemas simbólicos dinâmicos de memória
finita é estendido para o caso com restrições periódicas em
[10]. Posteriormente, foi utilizado em [5] e [3] para determi-
nação de apresentações determinísticas empregadas na cons-
trução de códigos que realizam codificação conjunta CL/CCE.

Determinado um inteiro positivoT , sejaF uma coleção
finita de palavras emA�, tal que, para cadawi 2 F é
associado um inteiroki em f0; 1; : : : ; T � 1g que recebe
o nome de fase. Descrevemos o conjuntoF por F =f(w1; k1); (w2; k2); : : : ; (wn; kn)g e o chamamos deconjunto
proibido periódico. As restrições associadas a uma fasek
são escritas porF(k) = fwj (w; n) 2 F e n = kg. Seja
uma palavra finitaw um fator de uma seqüência finita ou
infinita x na coordenadai, portantow = x[i;i+jwj�1℄, isto
é representado porw �i x, o contrário é representado porw �i x. Escrevemosw � x quando uma palavraw é um

fator de uma seqüênciax, sem considerar uma coordenada
específica, o contrário é representado porw � x. Uma palavraw é um fator próprio de uma seqüênciax, quandow � x ew 6= x. Um PFT com períodoT e conjunto proibido periódicoF, representado porXfF;Tg, é definido a seguir.

Definição 1: Uma seqüência bi-infinitax pertence aXfF;Tg
se, e somente se, existe um inteirok 2 f0; : : : ; T�1g tal que,
para todo inteiroi, sew �i �k(x) entãow =2 F(i mod T ).

Para todo PFT é possível construir um grafoG que o
apresente.G é dito T -partite se V pode ser dividido emT
subconjuntosD0; D1; : : : ; DT�1, tal que, qualquer ramo que
parte de um vértice emDi alcança um vértice emDi+1 mod T .
ParaI; J 2 V, o número de ramos que partem deI e alcançamJ é AIJ . A matriz adjacênciade G é quadrada, de ordemjVj e é denotada porAG = �AIJ�. O período de um vérticeI , representado porper(I), é o máximo divisor comum dos
inteirosn para os quais(AnG)II > 0. Caso este número não
exista, então denota-seper(I) =1. O período de uma matrizA, representado porper(A), é o máximo divisor comum dos
númerosper(I) que são finitos, ou é1 se per(I) = 1
para todoI . O período de um grafoG, representado porper(G), é o período deAG, i.e, per(G) , per(AG). SeG
é irredutível, todos os estados têm o mesmo período [6, Lema
4.5.3], seper(AG) = T , entãoG é T -partite e os conjuntosD1; D2; : : : ; DT�1 são asT classes periódicasdo grafo.

Se o PFT é irredutível, podemos determinar seu Shannon
cover aplicando métodos convencionais para construção de
grafos determinísticos[10], [3]. Em nossa abordagem, sempre
estaremos considerando o período como sendo o do Shannon
cover, portanto, lembramos que parte dos resultados só são
válidos para PFT irredutíveis.

Associado ao conceito de restrição por fase está o de
linguagem por fase, que empregaremos para descrever as
restrições de palavras emA� para uma fase específica.

Definição 2: Seja Lx � f0; : : : ; T � 1g o conjunto de
deslocamentos de um pontox 2 AZ tal que 8i 2 Z e`x 2 Lx se v �i �`x(x) entãov =2 F(i mod T ). Definimos
uma linguagem associada com a fasek comoL(k) = fu �j�`x(x)j x 2 XfF;Tg; `x 2 Lx e j � k mod Tg.

Um conceito similar ao de coleção mínima de palavras
proibidas de um SFT existe para um PFT, sendo chamado de
conjunto mínimo periódico de palavras proibidasO, contendo
os elementos(w; k) 2 A��f0; : : : ; T�1g,w = w0w1 : : : wn,
que não pertencem a linguagemL(k) mas com todos os fatores
próprios u �i w pertencendo a linguagemL(k+i mod T ).
Portanto,(w; k) 2 O se, e somente se,w =2 L(k), w[0;jwj�2℄ 2L(k) e w[1;jwj�1℄ 2 L(k+1 mod T ). QuandoT é o período do
Shannon cover, o conjuntoO é único [10, Teorema 4]. O maior
comprimento das palavras emO é dito amemóriado PFT.

Exemplo 1:Como exemplo da dependência da linguagem
com a fase, consideremosO = f(101; 0); (111; 1)g e T = 2.
Observe que11100 2 L(0) e 1010 2 L(1), no entanto,1010 =2L(0) e 11100 =2 L(1).

Motivados pela Definição 2, quando queremos enfatizar quew 2 L(k) escrevemos(w; k). Se (w; k) não é definido, logow =2 L(k), implicando que os elementos emO(k) proíbem a
ocorrência dew, o que não impede quew 2 L, pois esta
poderá pertencer a uma linguagemL(j) com j 6= k. Como
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uma extensão dessa definição, dizemos que(s; j) é um fator
de (w; k) se s �t w e j � k + t mod T . Ses �0 w então(s; k) é um prefixo de(w; k) (prefixo próprio sejsj < jwj).
Quandos �t w e k+ t+ jsj � k+ jwj mod T então(s; k+ tmod T ) é um sufixo de(w; k) (sufixo próprio set > 0).
Na próxima definição estenderemos o conceito de contexto à
direita de uma palavraw 2 A� para um elemento(w; k).

Definição 3: O contexto à direita dew 2 L associado a
uma fasek é F(w; k) = fsj ws 2 L(k)g. O complemento
do contexto à direita em relação a linguagemL é dado por
F 0(w; k) = LnF(w; k), ou F 0(w; k) = fs 2 Lj ws =2 L(k)g.

Exemplo 2:Como exemplo do contexto à direita de uma
palavra associado a uma fase, consideremos o conjuntoO e
período do Exemplo 1. Paraw = 1, temos que11 2 F(1; 0)
e 01 2 F(1; 1), no entanto,01 =2 F(1; 0) e 11 =2 F(1; 1).

Caso (w; k) não seja definido, então para todos 2 L
teremos quews =2 L(k). Portanto, para todow =2 L(k), segue
da Definição 3 queF(w; k) = ;, implicando queF 0(w; k) =L.

Definição 4: Seja (w; k) 2 L � f0; : : : ; T � 1g. Um
conjunto C(w; k) � L � N [ f0g, chamado conjunto das
restrições de(w; k), satisfaz as propriedades:

a. Seja(u; j) 2 C(w; k). Seu �j s, s 2 L, entãows =2L(k);
b. Sejas 2 L e ws =2 L(k), então existe(u; j) 2 C(w; k)

tal queu �j s.
Quandow =2 L(k), definimosC(w; k) = ("; 0).

Definimos a seguir um operador que quando aplicado ao
conjunto das restrições de um elemento(w; k) determina o
contexto à direita da palavraw, o que será demonstrado na
proposição seguinte.

Definição 5: Seja C(w; k) o conjunto das restrições de(w; k) 2 L� f0; : : : ; T � 1g. Sew 2 L(k) então[C(w; k)℄ =fs 2 Lj 9 (u; j) 2 C(w; k) tal queu �j sg, caso contrário[C(w; k)℄ = L.
Proposição 1:SejaL a linguagem de um PFT. Sew 2 L

então [C(w; k)℄ = F0(w; k). Portanto,[C(w; k)℄ = [C(w0; j)℄
se, e somente se,F(w; k) = F(w0; j).

Demonstração: Sew =2 L(k) entãows =2 L(k) para todos 2 L, logo F0(w; k) = L. Da Definição 5, sew =2 L(k) então[C(w; k)℄ = L. A seguir consideramos quew 2 L.
Se s 2 F0(w; k) entãows =2 L(k), logo da Definição 4-

b existe (u; j) 2 C(w; k) tal que u �j s e, portanto,s 2 [C(w; k)℄, conseqüentementeF0(w; k) � [C(w; k)℄. De
modo reverso, ses 2 [C(w; k)℄, então pela Definição 5 existe(u; j) 2 C(w; k) tal queu �j s. Da Definição 4-aws =2 L(k)
e, portanto,s 2 F0(w; k), logo [C(w; k)℄ � F0(w; k).

Se [C(w; k)℄ = [C(w0; j)℄ entãoF0(w; k) = F0(w0; j), logo
da Definição 3 concluímos queF(w; k) = F(w0; j). Se agora
considerarmos queF(w; k) = F(w0; j), então F0(w; k) =
F0(w0; j) e, portanto,[C(w; k)℄ = [C(w0; j)℄. �

III. D ETERMINAÇÃO DE PALAVRAS COM MESMO

CONTEXTO À DIREITA

No caso de um PFT as restrições estão associadas a fases,
portanto, geralmente dependem da fase escolhida como refe-
rência, e.g., se a partir da fase0 qualquer palavraw com

v �i w e v 2 O(i) não pode ocorrer, em relação a fasej as
palavrasu comv �(i�j mod T ) u não poderão ocorrer. Logo,
com relação a fasej o conjunto das restrições considerado éf(v; i� j mod T )j (v; i) 2 Og.

A dependência das restrições com a fase torna a definição
do contexto à direita de uma palavraw dependente não só
desta e do conjuntoO, como também da fase. Assim, para
representarmos as restrições de uma palavraw com relação
a uma fasek, iremos dividirC(w; k) em dois subconjuntos,
enquanto um depende dos sufixos dew e da fasek, o outro
depende do comprimento dew e da fasek.

Definição 6: SejaA � L�f0 : : : T�1g. Definimos a repre-
sentação da expansão do conjuntoA para um períodoT por< A >= f(s; j)j (s; j mod T ) = (s; i) para todo(s; i) 2A e j � 0g.

Definição 7: Seja w uma palavra da linguagem de um
PFT. Se w 2 L(k) então CdO(w; k) = f(s; 0)j s 2L(k+jwj mod T ) e 9 p 2 S(w)nf"g para o qualps 2O(k+jwj�jpj mod T )g e CiO(w; k) = f(s; j)j (s; j) = (s; i�k�jwj mod T ) para algum(s; i) 2 Og. Sew =2 L(k) definimosCdO(w; k) = CiO(w; k) = ("; 0). Definimos CO(w; k) =CdO(w; k)[ < CiO(w; k) > como o conjunto de todas as
restrições indexadas de(w; k).

Lema 2: Se CO(w; k) = CO(u; j) então CdO(w; k) =CdO(u; j) e CiO(w; k) = CiO(u; j).
Demonstração: Suponha que existe(s; 0) 2 CdO(w; k),

tal que (s; 0) 2 CiO(u; j). Como (s; 0) 2 CdO(w; k), entãops 2 O(k+jwj�jpj mod T ), onde p 2 S(w)nf"g. Assim,(ps;�jpj mod T ) 2 CiO(w; k), portanto, temos que(ps;�jpjmod T ) 2 CiO(u; j) e por suposição que(s; 0) 2 CiO(u; j),
por conseqüências 2 O(juj+j mod T ) é um fator deps 2O(juj+j�jpj mod T ), mas, como todo fator próprio de(ps; juj+j�jpj mod T ) pertence a linguagem, isto é uma contradição.

De forma análoga, se supusermos que(s; 0) 2 CdO(u; j) e(s; 0) 2 CiO(w; k), concluiremos que isto é uma contradição.
Portanto, seCO(w; k) = CO(u; j), então(s; 0) 2 CdO(w; k) se,
e somente se(s; 0) 2 CdO(u; j). �

Exemplo 3:Considere um PFT dado pelo conjuntoO =f(11; 0); (1; 2); (01; 3)g e com períodoT = 5. Então para(w; k) = (1; 0) teremosCdO(1; 0) = f(1; 0)g e CiO(1; 0) =f(1; 1); (01; 2); (11; 4)g, para (w; k) = (0; 3) teremosCdO(0; 3) = f(1; 0)g e CiO(0; 3) = f(11; 1); (1; 3); (01; 4)g.
Observamos que[CdO(1; 0)℄ = [CdO(0; 3)℄, contudo a seqüência001011 2 [CO(0; 1)℄ pois11 �4 001011, no entanto,001011 =2[CO(0; 3)℄, pois não há fatores do conjunto< CiO(0; 3) > em001011. Portanto,[CO(1; 0)℄ 6= [CO(0; 3)℄.

Na próxima proposição demonstraremos queCO(w; k) é um
possível conjunto das restrições para uma palavraw 2 L(k).

Proposição 3:Sejaw 2 L(k), em queL é a linguagem de
XfO;Tg, então[C(w; k)℄ = [CO(w; k)℄.

Demonstração: Para todos 2 [CO(w; k)℄ há um fatoru �j s tal que (u; j) 2 CdO(w; k)[ < CiO(w; k) >. Se(u; j) 2 < CiO(w; k) > então(u; j + k + jwj mod T ) 2 O
e portantows =2 L(k). No entanto, se(u; j) 2 CdO(w; k)
então existep 2 S(w)nf"g tal quepu 2 O(k+jwj�jpj mod T ),
como pu �jwj�jpj ws entãows =2 L(k). Logo, [CO(w; k)℄ �[C(w; k)℄.
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Se considerarmos ques 2 [C(w; k)℄, decorre da Definição 5
que existe(u; j) 2 C(w; k) tal queu �j s. Da Definição 4.a
temos quews =2 L(k), assim existev 2 O(k+t mod T )
tal que v �t ws. No entantov �t w (pois w 2 L(k)).
Caso t � jwj, entãos 2 [< CiO(w; k) >℄ pois (v; t � jwjmod T ) 2 CiO(w; k). Se t < jwj, então existep 2 S(w)nf"g
e q 2 P(s)nf"g tal quev = pq 2 O(k+jwj�jpj mod T ), logos 2 [CdO(w; k)℄. Concluímos que[C(w; k)℄ � [CO(w; k)℄, e o
resultado segue. �

Como no caso de um SFT há uma forma recursiva para
calcularmos os conjuntosCdO(w; k). Para uma palavra não
nula w 2 L(k), w = a0a1 : : : an�1, o cálculo é realizado
do prefixo de menor comprimento(a0) para o de maior com-
primentoa0 : : : an�1, empregando a definiçãoR(CdO(w; k)) =fs j (s; 0) 2 CdO(w)g, temos que:R(CdO(a0; k)) = a�10 O(k);R(CdO(a0a1; k)) = a�11 R(CdO(a0; k)) [ a�11 O(k+1 mod T );R(CdO(a0 : : : an�1; k)) =a�1n�1R(CdO(a0 : : : an�2; k)) [ a�1n�1O(k+n�1 mod T ):

(1)

A prova desta relação é apresentada no topo da próxima
pagina pelo desenvolvimento do conjuntoR(CdO(w; k)), a
partir da descrição do conjuntoCdO(w; k) dada na Definição 7.

Exemplo 4:Seja T = 3 o período do Shannon cover de
um PFT. Dados os conjuntosO(0) = f1111; 1011g, O(1) =; e O(2) = f111; 1101g, segue o cálculo dos conjuntosR(CdO(w; k)) para(111; 0) e (110; 2):R(CdO(1; 0)) = 1�1O(0) = f111; 011g;R(CdO(11; 0)) = 1�1R(CdO(1; 0)) [ 1�1O(1) = f11g;R(CdO(111; 0)) = 1�1R(CdO(11; 0)) [ 1�1O(2) = f1; 11; 101g;R(CdO(1; 2)) = 1�1O(2) = f11; 101g;R(CdO(11; 2)) = 1�1R(CdO(1; 2)) [ 1�1O(0) = f1; 01; 111; 011g;R(CdO(110; 2)) = 1�1R(CdO(11; 2)) [ 1�1O(1) = f1; 11g:

O Lema 4 nos permite concluir, para um PFT irredutível
de linguagemL, que, para qualquerw 2 L(k) e (v; n) 2CiO(w; k) existe uma palavrauv em [CO(w; k)℄ que só possuiv �juj uv como fator proibido, ondejuj � n mod T .
Portanto, quando consideramos a linguagem indexadaL(k),
o único fator proibido de(wuv; k) é (v; jwuj + k mod T ),
onde(jwuj + k) � (k + jwj) � n mod T . Assim, qualquer
elemento emCiO(w; k) é uma restrição não dispensável do
conjunto CO(w; k), ou seja, retirá-la do conjuntoCO(w; k)
implica que a Proposição 1 não seria verificada.

Lema 4: Seja XfO;Tg um PFT irredutível. Para qualquerv = pa 2 A�, a 2 A, v 2 O(n) se, e somente se,
(i) 8s �` v, s 2 L(n+` mod T );
(ii) wuv =2 L(k) para todowup 2 L(k) em quek +jwuj � n mod T , qualquerk 2 f0; : : : ; T � 1g ew 2 L(k).
Demonstração: Chamaremos deG o Shannon cover de

XfO;Tg (a irredutibilidade deXfO;Tg garante sua existência),T = per(AG) e D0; : : : ; DT�1 as classes periódicas deG. A
implicação direta segue da definição dos elementos emO para

afirmação (i). Para afirmação (ii), sejak 2 f0; : : : ; T � 1g ew 2 L(k), portanto, existe pelo menos um caminho� emG tal
queL(�) = w, i(�) 2 Dk e t(�) 2 D(k+jwj mod T ). Tomemos
um caminho� emG para o qualL(�) = p e i(�) 2 Dn, comop 2 L(n) então este caminho existe. Já queG é irredutível,
existe um caminho� emG para o quali(�) = t(�) e t(�) =i(�), logo temos quewL(�)p 2 L(k) e wL(�)v =2 L(k), uma
vez que o vértice inicial do caminho com rótulov emwL(�)v
pertence à classeDn. O que concluí a prova direta, pois,w
é uma palavra qualquer emL(k) e � é qualquer caminho, tal
que,L(�) = p e i(�) 2 Dn.

Da afirmação (i), temos quev[0;jvj�2℄ 2 L(n) e v[1;jvj�1℄ 2L(n+1 mod T ). Da afirmação (ii), temos quev =2 L(n). Portan-
to, pela definição dos elementos do conjuntoO, concluímos
quev 2 O(n). �

Os conjuntosCO(w; k) podem ser reduzidos pela eliminação
de elementos(s; k) 2 CO(w; k) que possuem prefixos próprios
emCO(w; k), o que é justificado observando-se que para todo
prefixo(s0; k) de(s; k) temos que[(s; k)℄ � [(s0; k)℄, portanto
concluímos que[CO(w; k)℄ = [CO(w; k)n f(s; k)g℄. Escrevere-
mos ~CO(w; k) para indicar que eliminações deste tipo não
podem ser realizadas no conjuntoCO(w; k). Observamos que
um elemento(s; j) 2 CO(w; k) só poderá ter um fator próprio(s0; i) 2 CO(w; k) se (s0; i) 2 CdO(w; k), ou sejai = j = 0,
caso contrários0 2 O(i+k+jwj mod T ) será um fator próprio
de s 2 O(j+k+jwj mod T ), o que contradiz a definição dos
elementos deO.

Exemplo 5:Os conjuntos R(CdO(w; k)) calculados no
Exemplo 4 possuem os seguintes conjuntosR( ~CdO(w; k))
correspondentes:R( ~CdO(1; 0)) = f111; 011g;R( ~CdO(11; 0)) = f11g;R( ~CdO(111; 0)) = f1g;R( ~CdO(1; 2)) = f11; 101g;R( ~CdO(11; 2)) = f1; 01; 011g;R( ~CdO(110; 2)) = f1g:

Mostraremos que elementos emL�f0; : : : ; T � 1g com o
mesmo contexto à direita possuem conjuntos~CO(w; k) iguais,
dado que o PFT é irredutível.

Teorema 5:Seja w 2 L(k) e w0 2 L(j). A igualdade~CO(w; k) = ~CO(w0; j) é verificada se, e somente se,F(w; k) =
F(w0; j).

Demonstração: Se ~CO(w; k) = ~CO(w0; j) então[ ~CO(w; k)℄ = [ ~CO(w0; j)℄, o que das Proposições 1 e 3 implica
queF(w; k) = F(w0; j).

Para provarmos a recíproca, inicialmente demonstraremos
que se F(w; k) = F(w0; j) então ~CiO(w; k) = ~CiO(w0; j) e
usaremos isto para provar que~CdO(w; k) = ~CdO(w0; j). Seja(v; n) 2 ~CiO(w; k). Supondo quev = pa, a 2 A, para todoup 2 F(w; k), tal que juj � n mod T , temos queupa =uv =2 F(w; k), logo a igualdadeF(w; k) = F(w0; j) implica
que uv =2 F(w0; j). Da definição dos elementos do conjunto~CiO(w; k), para todo fator próprios �` v dev existeu0, tal queju0j � n+ ` mod T , satisfazendou0s 2 F(w; k) e, portanto,u0s 2 F(w0; j), implicando ques 2 L(n+j+jw0j+` mod T ).
Assim, a partir do Lema 4 temos quev 2 O(n+j+jw0j mod T ),



XXV SIMPÓSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICAÇÕES - SBrT 2007, 03-06 DE SETEMBRO DE 2007, RECIFE, PER(CdO(a0 : : : an�1; k))= n[i=1(an�i : : : an�1)�1O(k+n�i mod T )= � n[i=2(an�i : : : an�1)�1O(k+n�i mod T )�[ a�1n�1O(k+n�1 mod T )= � n[i=2 a�1n�1(an�i : : : an�2)�1O(k+n�i mod T )�[ a�1n�1O(k+n�1 mod T )= a�1n�1� n[i=2(an�i : : : an�2)�1O(k+n�i mod T )�[ a�1n�1O(k+n�1 mod T )= a�1n�1R(CdO(a0 : : : an�2; k)) [ a�1n�1O(k+n�1 mod T ):
logo (v; n) 2 ~CiO(w0; j), de onde concluímos que~CiO(w; k) �~CiO(w0; j). Supondo que(v; n) 2 ~CiO(w0; j), podemos concluir
de forma semelhante que~CiO(w0; j) � ~CiO(w; k).

Dadas as igualdadesF(w; k) = F(w0; j) e ~CiO(w; k) =~CiO(w0; j), demonstraremos que a hipótese~CdO(w; k) 6=~CdO(w0; j) gera uma contradição. Assim, seja~CdO(w; k) 6=~CdO(w0; j) e s um dos elementos entre os de menor
comprimento em fuj (u; 0) 2 ( ~CdO(w; k)n ~CdO(w0; j)) [( ~CdO(w0; j)n ~CdO(w; k))g. Iremos supor, sem perda de gen-
eralidade, que(s; 0) 2 ~CdO(w; k) e portanto ques 2[ ~CO(w; k)℄. Existe v = ps tal que v 2 O(k+jwj�jpj mod T )
e p 2 S(w)nf"g, portanto, se considerarmos ques 2 [<~CiO(w0; j) >℄ = [< ~CiO(w; k) >℄, então existes0 �jp+tjv para algum(s0; t) 2 ~CiO(w; k), isto implica ques0 2O(k+jwj+t mod T ) é um fator dev 2 O(k+jwj�jpj mod T ),
o que é uma contradição. Logo, podemos afirmar ques =2[< ~CiO(w0; j) >℄. Nos limitando aos elementos de~CdO(w0; j),
temos três casos a considerar (i)s =2 [f(u; 0)j (u; 0) 2~CdO(w0; j) e juj > jsjg℄, uma vez queu �0 s para qualqueru
tal quejuj > jsj; (ii) s =2 [f(u; 0)j (u; 0) 2 ~CdO(w0; j) e juj =jsjg℄, já que por hipótese(s; 0) =2 ~CdO(w0; j); (iii) s =2[f(u; 0)j (u; 0) 2 ~CdO(w0; j) e juj < jsjg℄, pois da definição
da palavras, temos quef(u; 0) 2 ~CdO(w; k)j juj < jsjg =f(u; 0) 2 ~CdO(w0; j)j juj < jsjg implicando que não há(v; 0) 2 ~CdO(w0; j) tal quev �0 s. Logo, s =2 [ ~CO(w0; j)℄ e,
portanto, da Proposição 1, concluímos queF(w; k) 6= F(w0; j),
o que contradiz a hipótese de(w; k) e (w0; j) terem o mesmo
contexto à direita. �

IV. CONSTRUÇÃO DE UMA APRESENTAÇÃO REDUZIDA

Nesta seção proporemos um método para gerar uma apre-
sentaçãoG = (V;E; �) de um PFT irredutível a partir
de um conjunto mínimo periódico de palavras proibidasO.
Começamos por definir o conjuntoV, que tem como elementos
as classes de equivalência provenientes da partição deW[O,
sendoW definido a seguir.

Definição 8: Dado o conjuntoO associado a um PFT,
definimos o conjuntoW = ST�1k=0 W(k), onde:W(k) = f(u; k)j u 2 P(wA�1); 8 (w; k) 2 O(k)g

seO(k) 6= ;, ouW(k) = f("; k)g seO(k) = ;.
A partição do conjuntoW [ O é determinada pela relação

de equivalência:(w; k) � (u; j) se, e somente se,~CO(w; k) =~CO(u; j). Portanto,(w; k) � (u; j) se, e somente se,F(w; k) =
F(u; j), justificado pelo Teorema 5. Decorre dessa relação que
o conjuntoO forma uma classe, já que para todo(v; k) 2 O
e x 2 L temos quevx =2 L(k).

A partir de um conjuntoV, iremos determinar o conjunto de
ramos e seus rótulos. SejaCi; Cj 2 V eCi 6= O, criaremos um
ramo deCi paraCj com rótuloa, se para algum dos(w; k) 2Ci o mais longo sufixo de(wa; k) emW [ O pertence aCj .
Descrevemos com maior precisão o método de determinação
dos ramos na próxima definição.

Definição 9: SejaCi 2 VnfOg e (w; k) 2 Ci. A relaçãoÆ : VnfOg �A [ f"g ! V é definida comoÆ(Ci; a) = fQj (v; k+r mod T ) 2 Q; a 2 A[f"g
e v = wa[r;jwaj�1℄ é o mais longo
sufixo de (wa; k) tal que (v; k + rmod T ) 2W [ Og.

A partir da Definição 9, observamos que não há ramos
partindo da classeO. Tendo definido o conjunto de vértices,
os ramos e seus rótulos, seguiremos demonstrando queG
é uma apresentação determinística e reduzida de um PFT
irredutível especificado por um conjunto mínimo periódico de
palavras proibidasO e períodoT . Nos próximos dois lemas
apresentaremos algumas propriedades dos conjuntos~CO(w; k)
que nos permitirão concluir queG é um grafo determinístico.

Lema 6: Para todow 2 L(k) e u 2 L(j), se ~CO(w; k) =~CO(u; j) então ~CO(wa; k) = ~CO(ua; j).
Demonstração: Pelo Teorema 5,~CO(w; k) = ~CO(u; j) se,

e somente se,F(w; k) = F(u; j). Logo waz 2 L(k) se, e
somente se,waz 2 L(j), portantoF(wa; k) = F(ua; j), ou~CO(wa; k) = ~CO(ua; j). �

Lema 7: Sejaw 2 L(k). Se(v; `) é o mais longo sufixo de(w; k) emW, então ~CO(w; k) = ~CO(v; `).
Demonstração: Supondo quev = w[r;jwj�1℄, então o

comprimento dev é jvj = jwj � r. Logo, a partir da equação` � k+r mod T , temos quejvj+` � jwj�r+k+r � jwj+kmod T , portantoCiO(w; k) = CiO(v; `).
Observemos queCdO(v; `) � CdO(w; k), pois (v; `) é uma
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sufixo de(w; k). Para a demonstração da inclusão reversa, con-
sideremos que(s; 0) 2 ~CdO(w; k), logo existep = w[i;jwj�1℄
tal queps 2 O(k+i mod T ), portanto(p; k + i mod T ) é um
sufixo de(w; k) emW. Uma vez que(v; `) é o mais longo
sufixo de(w; k) em W, então(p; k + i mod T ) também é
um sufixo de(v; `), o que implica que(s; 0) 2 CdO(v; `).
Se (s0; 0) é um prefixo de(s; 0) contido emCdO(v; `), então(s0; 0) 2 CdO(w; k) implicando que(s; 0) =2 ~CdO(w; k), o que
é uma contradição. Logo, temos que~CdO(w; k) � ~CdO(v; `).
Concluímos que~CO(w; k) = ~CO(v; `). �

Proposição 8:O grafoG é determinístico.
Demonstração: Para Ci 6= O e (w; k); (u; j) 2 Ci,

consideremos(w0; k0) e (u0; j0) os mais longos sufixos de(wa; k) e (ua; j) em W [ O, respectivamente. Do Lema 6~CO(wa; k) = ~CO(ua; j), então para(w0; k0) 2 Ct e (u0; j0) 2C` temos queCt = C`, pois do Lema 7 decorre a igualdade~CO(w0; k0) = ~CO(u0; j0). �
Como apresentada na Definição 9 a relaçãoÆ é uma função,

a Proposição 8 nos permite concluir que esta função é bem
definida.

SejaCi 6= O, uma palavrau é dita definida porCi se, e
somente se, existe um caminho partindo deCi com rótulou. O
que nos leva a uma natural modificação do domínio da funçãoÆ para grafos determinísticos, deV � A [ f"g paraV � A�.
Para qualquerCi 2 VnfOg e u 2 A�, caso o estadoO seja
alcançado a partir deCi por um prefixo próprio deu, entãou não é definida porCi, pois O não possui ramos partindo
deste; caso contrário,Æ(Ci; u) é o estado alcançado a partir
deCi por u.

No próximo teorema empregaremos este conceito para
concluir queG é uma apresentação deXfO;Tg. Por G ser
determinístico, para qualquer palavrau definida por um vérticeCi há um único caminho� em G tal que �(�) = u ei(�) = Ci, portanto, seÆ(Ci; u) = O entãou =2 F(Ci), pois
não há ramos partindo deO e portanto este não pertence a
componente essencial deG.

Lema 9: Seja(w; k) 2 Ci e Ci 6= O. Seu é definido porCi, então o mais longo sufixo de(wu; k) contido emW [ O
pertence aÆ(Ci; u).

Demonstração: Realizaremos uma prova por indução no
comprimento deu. Inicialmente, seu = " então a afirmação é
satisfeita. Portanto, iremos supor que o lema é satisfeito para
algumjuj = r > 0. Sejax = ua uma palavra definida porCi,a 2 A, portanto, existe um ramo partindo do vérticeÆ(Ci; u)
com rótuloa para o vérticeÆ(Æ(Ci; u); a). Da hipótese indutiva
o mais longo sufixo de(wu; k) emW[O pertence aÆ(Ci; u)
e Æ(Ci; u) �W.

Seja (u0; k0) 2 Æ(Ci; u) o mais longo sufixo de(wu; k)
emW e sejav = u0a[t;ju0aj�1℄, tal que(v; k0 + t mod T ),
o mais longo sufixo de(u0a; k0) em W [ O. Consideremos
que v0a = wua[t0;juaj�1℄ seja um sufixo de(wua; k) emW[O. Então(v0; t0+ k mod T ) é um sufixo de(wu; k) emW [ O, portanto(v0; t0 + k mod T ) é um sufixo de(u0; k0),
implicando que(v0a; t0+k mod T ) é um sufixo de(u0a; k0).
Assim, concluímos que(v; k0 + t mod T ) é o mais longo

sufixo de(wua; k) emW [ O. �
Teorema 10:A componente essencial deG é uma apresen-

tação reduzida do PFT.
Demonstração: Seja x uma palavra não nula eCi 2VnfOg, tal que x 2 F(Ci), (w; k) 2 Ci e Æ(Ci; x) 6=O. Considerando que(wx; k) possui fatores emO, sejav = wx[t;jvj+t�1℄ o fator de (wx; k) em O que inicia no

menor coeficientet de wx. Então, do Lema 9 temos queÆ(Ci; wx[0;t+jvj�1℄) = O, logo x =2 F(Ci), o que é uma
contradição. Isso implica queF(Ci) � F(w; k). Reciproca-
mente, sejax 2 F(w; k), então(wx; k) não possui fatores
em O. Se (w; k) 2 Ci, então, para todo prefixox0 de x
temos queÆ(Ci; x0) 6= O, logo x 2 F(Ci). Isso implica que
F(w; k) � F(Ci). Assim, concluímos queF(Ci) = F(w; k)
para qualquer(w; k) 2 Ci.

Dada uma palavraw 2 L(k) e sendo(w0; k0) seu mais
longo sufixo emW (comow 2 L(k), (w; k) não possui fatores
emO), a partir do Lema 7 e do Teorema 5, concluímos que
F(w; k) = F(w0; k0) = F(Ci), tal que(w0; k0) 2 Ci. Uma vez
queF("; k) = L(k) e para qualquer palavrax 2 L temos quex 2 L(j) para alguma fasej 2 f0; : : : ; T � 1g, concluímos
que

SCi2VnfOg F(Ci) = L. Portanto, o subgrafo deG com
conjunto de vérticesVnfOg é uma apresentação do PFT, logo,
a componente essencial deG também é uma apresentação do
PFT. Para demonstração queG é uma apresentação reduzida,
sejamCi; C` 2 VnfOg tal queF(Ci) = F(C`), se(w; k) 2 Ci
e (u; j) 2 C` então, do Teorema 5, temos que~CO(w; k) =~CO(u; j), logo Ci = C`, o que implica que a componente
essencial é reduzida. �
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