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Capacidade Soma para Canais de Acesso Múltiplo
com T Usúarios e N Freq̈uências.

Manish Sharma e Jaime Portugheis

Resumo— Consideramos neste artigo o canal de acesso
múltiplo MAC (do ingl ês Multiple Access Channel) ruidoso:
um MAC n ão ruidoso com T usuários e N freqüências com
conhecimento de intensidade concatenado com um canal ruidoso.
Dada uma condiç̃ao nas densidades de probabilidade de transição
do canal ruidoso, a capacidade somáe atingida através de
um produto de distribuições uniformes no alfabeto de entrada.
Obtivemos resultados nuḿericos para o caso onde o canal ruidoso
inclui desvanecimento Rayleigh e ruı́do aditivo Gaussianobranco
(AWGN). Devido às dimens̃oes das integrais envolvidas, um
limitante superior foi considerado, sendo o seu valor muito
pr óximo dos valores obtidos atrav́es de integraç̃ao por Monte
Carlo. Foi observado tamb́em que o MAC ruidoso se comporta
de modo ańalogo a um canal MAC ñao ruidoso sem conhecimento
de intensidade: h́a um valor de T que maximiza a capacidade
soma.

Palavras-Chave— Capacidade de Canal, Canais de Acesso
Múltiplo.

Abstract— In this paper, we consider a noisy multiple access
channel (MAC): the T -user N -frequency noiseless MAC with
intensity information in cascade with a noisy channel. Given a
condition on the transition probabilities of the noisy channel,
the sum capacity of the noisy MAC is achieved by a product of
identical uniform input distributions. Numerical results for the
sum capacity are obtained for a channel that includes Rayleigh
fading and Additive White Gaussian Noise (AWGN). Due to
the dimension of the integrals involved, an upper bound was
considered and found to be very close to the values obtained
through Monte Carlo integration. Moreover, it was observed
that the sum capacity of this noisy MAC behaves similarly to
a noiseless MACwithout intensity information: there is a value
of T that maximizes sum capacity.

Keywords— Channel Capacity, Multiple Access Channel.

I. I NTRODUÇÃO

Uma classe de MAC comT usuários eN freqüências foi
investigada em [1]. Dois canais especı́ficos foram estudados.
Em ambos os modelos, osT usuários tinham um alfabeto
de entrada em comum comN freqüências. Entretanto, os
alfabetos de saı́da eram diferentes. Para o canal sem conheci-
mento de intensidade, o sı́mbolo de saı́da era binário e indicava
somente se uma freqüência de entrada estava sendo utilizada
ou não. Este canal é referido como canal A. Para o canal
com conhecimento de intensidade, o sı́mbolo de saı́da era
um número inteiro entre0 e T e indicava quantos usuários
estavam utilizando uma certa freqüência de entrada. Estecanal
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é referido como canal B. Em ambos os modelos assumiu-
se que não ocorriam erros devido a ruı́do ou outras fontes
externas.

Neste artigo, consideramos a presença de erros, modelando
o canal MAC ruidoso como a concatenação de um canal B com
um canal ruidoso. Para avaliar o desempenho deste MAC rui-
doso, consideramos a capacidade soma, um limitante superior
para a soma das taxas de todos os usuários. Mostramos que,
para qualquer MAC comN freqüências onde uma permutação
de ı́ndices não altera as estatı́sticas do canal, um produto de
distribuições uniformes de entrada atinge a capacidade soma.

Após, consideramos a capacidade soma para um MAC
ruidoso que inclui desvanecimento Rayleigh e AWGN. Devido
às dimensões das integrais envolvidas, é computacionalmente
complicado avaliar numericamente as integrais envolvidas. É
necessário utilizar integração por Monte Carlo. Entretanto, os
valores de um limitante superior simples são bem próximos
dos valores encontrados através das integrais por Monte Carlo.

Em alguns sistemas de acesso múltiplo, em vez de realizar
a detecção conjunta das mensagens transmitidas por todosos
usuários, o receptor pode detectar somente a mensagem de
um único usuário. Isto é normalmente denominado detecção
de um único usuário SUD (do inglêsSingle User Detection).
Para este receptor mais simples, nós definimos a capacidade
soma e a comparamos com os valores obtidos para o MAC
ruidoso.

Este artigo está organizado da seguinte forma: na Seção
II apresentamos um modelo para o canal ruidoso que in-
clui desvanecimento Rayleigh e AWGN. A capacidade soma
para o MAC é estudada na Seção III. Na Seção IV con-
sideramos o receptor SUD. Na Seção V analisamos alguns
resultados numéricos, e na Seção VI apresentamos as nossas
considerações finais.

II. CANAL DE ACESSOM ÚLTIPLO RUIDOSO

O modelo para o canal MAC considerado é baseado no
diagrama da figura 1. O canal ruidoso,p(R|c), é derivado do
modelo descrito em [2].

Há T usuários. Num dado instante, cada um deles inde-
pendentemente escolhe uma mensagem dentre um alfabeto
com N sı́mbolos. O sı́mbolo escolhido peloj-ésimo usuário
é mj , um inteiro entre 1 eN . As mensagens escolhidas
por todos os usuários podem ser representadas por um vetor
M = {m1, m2, ..., mT }. Cada sı́mbolo está associado a um
chip, uma banda no espectro de freqüências. Cada mensagem
mj é convertida num vetorcj com dimensãoN , dado por:
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Fig. 1. Canal de Acesso Múltiplo Ruidoso

cj
n =

{

1, semj = n

0, caso contrário
(1)

O elementocj
n (um chip) está associado a sinais com

duraçãoτ , transmitidos com energiaEc = Sτ . O canal inteiro
tem banda1/τ , dividido emN sub-bandas (chips) com largura
1/Nτ . A energia por chip está associada com a energia por
bit através da igualdadeEc = Eb log2 N .

Definimos as seguintes formas ortogonais básicas, com
duraçãoτ :

xn(t) =
√

2S cos 2π[f0 + (n − 1)/τ ]t,

yn(t) =
√

2S sin 2π[f0 + (n − 1)/τ ]t,
(2)

ondef0 é uma freqüência base en = 1, 2, ..., N .
O sinal que oj-ésimo usuário transmite non-ésimo chip é

então dado por:

sj
n(t) = cj

nxn(t) (3)

Inicialmente, podemos considerar que todos os usuários
transmitem com a mesma fase. Na recepção, cada usuário sofre
um desvanecimento Rayleighαj

n e um atraso de fase aleatório
φj

n(uniformemente distribuı́do), todos estatisticamente inde-
pendentes entre si. Há também uma única componente de
ruı́do branco Gaussiano aditivon(t) com densidade bilateral
N0/2, de modo que o sinal recebido resultante é:

rn(t) =
T
∑

j=1

{cj
nαj

n[cosφj
nxn(t) + sin φj

nyn(t)]} + n(t)

(4)
A energia de cada chip é detectada através de filtros casados:

Xn =
1

Ec

∫ τ

0

rn(t)xn(t)dt = κn +

T
∑

j=1

cj
nαj

n cosφj
n

Yn =
1

Ec

∫ τ

0

rn(t)yn(t)dt = λn +

T
∑

j=1

cj
nαj

n sin φj
n

(5)

ondeκn e λn são variáveis aleatórias Gaussianas correspon-
dentes ao ruı́do, com média zero e variância igual ad/2,
d = N0/Ec. Podemos mostrar que as saı́das dos filtrosXn e
Yn são descorrelacionadas.

Sejacn =

T
∑

j=1

cj
n o número de usuários que estão utilizando

o n-ésimo chip. Cada um dosαj
n cosφj

n ou αj
n sin φj

n é uma
variável Gaussiana com média zero e variância igual a1/2.
Logo, Xn e Yn são variáveis Gaussianas independentes com
média zero e variância igual a(cn + d)/2.

A saı́da para on-ésimo chip é obtida somando-se o qua-
drado deXn e Yn:

Rn = X2
n + Y 2

n (6)

A distribuição deRn, condicionada ao número de usuários
ativos non-ésimo chip, é exponencial com parâmetrocn + d:

p(Rn|cn) =
exp−

Rn
cn+d

cn+d
(7)

Assumindo que todos os usuários utilizam a mesma
distribuição de entrada, o número de usuários ativos por chip
tem uma distribuição binomial, dada por:

P (cn) = B(cn, T, µn) =

(

T

cn

)

µcn

n (1 − µn)T−cn (8)

ondeµn é a probabilidade de um usuário utilizar an-ésima
freqüência.

É possı́vel agora escrever uma equação que descreve a
densidade de probabilidade deRn, incondicionado àcn:

P (Rn) =

T
∑

cn=0

P (cn)p(Rn|cn) (9)

Dadas as mensagem de todos os usuários, os valores de
Rn são estatisticamente independentes, e podemos escrever a
seguinte equação para a densidade de probabilidade deR =
{R1, R2, ..., RN}:

p(R|M ) = p(R|c) =

N
∏

n=1

p(Rn|cn) (10)

ondec = {c1, c2, ..., cN} é uma função determinı́stica deM .
Entretanto, incondicionado aos valores das mensagens, os

valores deRn não são estatisticamente independentes. Pode-
mos escrever a seguinte equação para descrever a densidade
de probabilidade do vetorR, com dimensãoN :

P (R) =
∑

c∈Γ(c)

P (c)
N
∏

n=1

p(Rn|cn) (11)

ondeΓ(c) é o conjunto de todos os possı́veis valores parac

tais que
N
∑

i=1

cn = T .
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III. C APACIDADE SOMA

A capacidade soma,CS , é dada por:

CS = max I(M , R) = max{H(R) −H(R|M )} (12)

onde a maximização é feita sobre as distribuições de entrada
dos usuários. Em [1], foi mostrado que a distribuição ótima
para o MAC não ruidoso com conhecimento de intensidade
ocorre quando todos os usuários utilizam a distribuiçãouni-
forme sobre asN freqüências. No Apêndice I, mostramos
que o mesmo produto de distribuições uniformes atinge a
capacidade soma para canais MAC ruidosos com densidades
de probabilidade de transição dadas pela equação (7). Além
disso, mostramos que este resultado pode ser estendido para
qualquer MAC comN sinais ortogonais onde uma permutação
de ı́ndices não altera as densidades{p(Rn|cn)}.

Podemos escreverH(R|M ) de uma forma fechada, utili-
zando:

H(R|M) = H(R|c) =

N
∑

n=1

H(Rn|cn) (13)

Como todos os chips tem a mesma distribuição de entrada
e P (cn) é dada pela equação (8), temos:

H(R|M) =
N

log 2

T
∑

c=0

B(c; T ; µ)[1 − log (c + d)] (14)

ondeµ = 1/N .
Entretanto, não parece ser possı́vel obter uma forma fechada

paraH(R), devido à complexidade dep(R). Para contornar
este problema, utilizamos o método de integração por Monte
Carlo.

A. Integraç̃ao pelo ḿetodo Monte Carlo

Para realizar a integração por Monte Carlo, é necessário
gerar vários valores aleatórios paraR (de acordo com a
sua distribuição estatı́stica) e avaliarp(R) para cada valor
gerado. A forma comop(R) foi escrita na equação (11) não
é apropriada para computação pois o número de termos do
somatório é próximo aNT . Reescrevendo (11), obtemos:

p(R) =
∑

c∈Γ(c)

P (c)
N
∏

n=1

p(Rn|cn)

=

T
∑

c1=0

{

P (c1)p(R1|c1)

T
∑

c2=0

{P2(c2|c1)p(R2|c2)

×
{

· · ·
T
∑

cN=0

{

PN

(

cN |
N−1
∑

i=1

ci

)

p(RN |cN )

}

· · ·
}}

(15)
Esta equação pode ser calculada emN passos, de acordo

com as seguintes equações:

c′i =

i−1
∑

i′=1

ci′

Pi(ci|c′i) =

(

T − c′i
ci

)

1

N − i + 1

ci
(

1 − 1

N − i + 1

)T−c′i−ci

fi (c′i, R) =

T−c′i
∑

ci=0

P (ci|c′i) p(Ri|ci)fi+1 (ci + c′i, R)

fN (c′i, R) =

T−c′N
∑

ci=0

P (ci|c′N ) p(RN |cN )

P (R) = f1(0, R)
(16)

A função fi(·) é definida parai = 1, ..., N . Ela toma
como argumento os valores deRi, ..., RN , e somenteRi

diretamente. Os valores dePi precisam ser calculados somente
uma vez. Os cálculos começam comi = N . HáN somatórios
com no máximoT termos cada.

B. Limitante Superior para a Capacidade Soma

Um limitante superior simples paraH(R) pode ser obtido
considerando que os valores deRi são estatisticamente inde-
pendentes. Neste caso:

H(R) ≤ −N

∫

∞

0

P (Rn) log2 P (Rn)dRn (17)

já que todos osRi tem a mesma distribuição.

C. Caso ñao Ruidoso

Para o canal B,R = c, i.e., H(R|M) = 0. A capacidade
soma é reduzida aH(R), com expressão analı́tica:

C =
∑

c∈Γ(c)

T !

c1!c2!...cN !

1

NT
log2

[

NT

T !/c1!c2!...cN !

]

(18)

IV. D ETECÇÃO DE UM ÚNICO USUÁRIO

Em [2], detecção por máxima verossimilhança foi feita
para cada mensagemmj . Isto é, o receptor detecta um único
usuário (SUD) em vez de realizar a detecção conjunta de
todas as mensagens{m1, m2, ..., mT }. A taxa máxima na qual
qualquer usuário pode transmitir informações corretamente é
I(mj , R), que é a mesma para todos os usuários. Esta taxa é
dada por:

CSUD = max I(R, mj) = max [H(R) −H(R|mj)] (19)

onde a maximização é feita sobre a distribuição de probabi-
lidade demj . No Apêndice II mostramos que a distribuição
uniforme atingeCSUD.

A capacidade soma é então dada porT · CSUD. Este valor
pode ser comparado com o valorCS obtido para o caso MAC.

O cálculo deH(R) já foi discutido. Não há um forma
fechada paraH(R|mj). Não podemos considerar que, dado
mj (ao contrário deM ), os valores deRn são estatisticamente
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independentes. Entretanto, assim como paraH(R), podemos
realizar integração por Monte Carlo. Podemos avaliarp(R|mj)
usando a equação (15) e um subconjunto deΓ(c) que contém
todos os possı́veis valores dec tais que a mensagem doj-
ésimo usuário émj .

Em [3], os valores deRn, dadomj , foram considerados
estatisticamente independentes. Esta suposição simplificou o
cálculo das probabilidades de erro ao mesmo tempo em
que forneceu uma boa aproximação para estes valores. Sob
esta suposição, podemos obter um limitante superior para
H(R|mj) (um limitante inferior paraCSUD) avaliando nu-
mericamente as seguintes integrais:

H(R|mj) ≤
∫

∞

0

p(Rn|mj = n) log2 [p(Rn|mj = n)]dRn

+(N − 1) ·
∫

∞

0

p(Rn|mj 6= n) log2 [p(Rn|mj 6= n)]dRn

(20)
As densidades de probabilidadep(Rn|mj) são descritas por:

p(Rn|mj) =

T−1
∑

j=0

B(j, T − 1, µn)
exp

(

− Rn

j+d+δ
nmj

)

j + d + δnmj

(21)
ondeδnmj é o delta de Kronecker, valendo 1 sen = mj ou
0 caso contrário. Esta equação foi obtida em [2] considerando
a transformada inversa de Fourier da função caracterı́stica de
Rn. Alternativamente, ela pode ser obtida usando equações 7
e 8, considerando que o número de usuários transmitindo na
n-ésima freqüência varia binomialmente entreδnmj (se não há
interferentes) eT − 1 + δnmj (se todos os interferentes estão
presentes).

V. RESULTADOS

Resultados para a capacidade soma estão presentes nas
figuras 2 a 4 paraN= 8, 16 e 32 freqüências. Para obter linhas
suaves, em torno de106 vetores aleatórios foram utilizados por
ponto nas integrais por Monte Carlo. Também apresentamos,
como parâmetro de comparação, a capacidade soma para o
caso não ruidoso.

Podemos observar que o limitante superior para a capa-
cidade soma está muito próximo aos resultados encontrados
através de integrais de Monte Carlo. O limitante fica mais
próximo com um aumento emN , T ou d. Isto parece natural
já que, com um aumento emd (diminuição emEb/N0), os
valores recebidos estão mais relacionados ao ruı́do do queaos
sinais transmitidos pelos usuários. Para baixos valores de T e
d, a capacidade é próxima ao caso não ruidoso.

Também podemos observar que há um número ótimo de
usuários que maximiza a capacidade, um resultado semelhante
ao canal A em [1]. O valor máximo ocorre próximo ao máximo
do limitante superior, servindo este de referência.

O limitante inferior para a capacidade somaT · CSUD

está próximo aos valores encontrados através das integrais por
Monte Carlo. Assim para o caso MAC, o limitante fica melhor
com um aumento emT .

Vale a pena ressaltar que alguns valores obtidos através das
integrais por Monte Carlo podem estar abaixo dos valores
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obtidos para o limitante inferior. Esta discrepância é creditada
ao número de amostras utilizadas para gerar cada ponto.

Como esperado, há um ganho significativo na capacidade
soma ao se realizar a detecção conjunta das mensagens.

VI. CONCLUSÃO

Neste artigo apresentamos alguns resultados para canais de
acesso múltiplo com desvanecimento Rayleigh e AWGN. O
canal foi modelado como uma concatenação de um MAC
não ruidoso com um canal ruidoso. Para obter estes resul-
tados foi necessário derivar as densidades de probabilidade
que descrevem o canal ruidoso. Obtivemos como resultado
que a distribuição de entrada comum a todos os usuários
que maximiza a capacidade soma é a distribuição uniforme.
Mostramos que um limitante superior simples é próximo a
valores obtidos numericamente. Um limitante inferior simples
paraT · CSUD também foi dado.
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APÊNDICE I
ESCOLHA DA DISTRIBUIÇÃO DE PROBABILIDADE DOS

SÍMBOLOS DE ENTRADA QUE ATINGE A CAPACIDADE SOMA

SejaI = I(M , R) a informação mútua entre os sı́mbolos
de entradaM e a saı́daR. Ela pode ser escrita como:

I =
∑

c∈Γ(c)

P (c)
∫

R
p(R|c) log2











p(R|c)
∑

c′∈Γ(c)

P (c′)p(R|c′)











dR

(22)
Suponha que todos os usuários utilizam a mesma

distribuição de probabilidade dos sı́mbolos. Então,P (c) é dada
por:

P (c) =
T !

c1!c2!...cN !
µc1

1 µc2

2 ... · µcN

N (23)

É claro que I é uma função deµ1, µ2, ..., µN . Seja
fi(µ1, µ2, ..., µN ) as derivadas parciais∂I

∂µi
. Podemos ver da

equação (7) que uma permutação nos ı́ndices das freqüˆencias
não altera as densidades de probabilidade das transições do
canal,p(Rn|cn). Logo,fi(µ1, µ2, ..., µN ) tem a mesma forma
para todoi, exceto por uma troca de ı́ndices.

A capacidade soma pode ser formulada como o seguinte
problema de maximização:

CS = max
µ1,µ2,...,µN

I(µ1, µ2, ..., µN ) − λ(µ1 + µ2 + · · · + µN − 1)

(24)
de onde obtemos:

∂I
∂µ1

= f1(µ1, µ2, ..., µN ) − λ
∂I
∂µ2

= f2(µ1, µ2, ..., µN ) − λ
...

∂I
∂µN

= fN (µ1, µ2, ..., µN ) − λ.

(25)

Concluindo, a solução deve satisfazer:

λ = f1(· · · ) = f2(· · · ) = · · · = fN(· · · ) (26)

Dado os mesmos argumentos, os valores def1, f2, ..., fN

são os mesmos. Assim sendo, a solução éµ1 = µ2 = ... =
µN = 1/N .

Embora a expressão deP (c) seja mais complexa, este
resultado permanece válido mesmo que não consideremos que
todos os usuários utilizem a mesma distribuição de entrada.

APÊNDICE II
ESCOLHA DA DISTRIBUIÇÃO DE PROBABILIDADE DOS

SÍMBOLOS DE ENTRADA QUE ATINGE A CSUD

SejaI = I(mj , R) a informação mútua entre os sı́mbolos
de entradamj e a saı́daR. Ela pode ser escrita como:

I =

N−1
∑

mj=0

P (mj)

∫

R
p(R|mj) log2















p(R|mj)
N−1
∑

mj ′=0

P (mj ′)p(R|mj ′)















dR

(27)
ondeP (mj = n) = µn.

Novamente, as derivadas parciais em relação àP (mj)
são similares exceto por uma troca de ı́ndices, e o mesmo
procedimento e resultado do Apêndice I são válidos.
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