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Capacidade erro-zero de canais quânticos com
mediç̃oes coletivas

Rex A. C. Medeiros†§, Francisco M. de Assis§, Romain Alĺeaume† e Gérard Cohen†

Resumo— A capacidade erro-zero de um canal qûantico foi
definida como sendo o supremo das taxas em que informação
clássica pode ser transmitida atrav́es de um canal qûantico, con-
siderando uma probabilidade de erro igual a zero. Neste artigo,
o valor da capacidadeé analisado para o caso em que medições
entrelaçadas s̃ao permitidas na sáıda do canal. É mostrado que
medições coletivas podem aumentar a capacidade erro-zero dos
canais qûanticos. É também mostrado um exemplo de um canal
quântico para o qual a capacidade erro-zeróe alcançada usando
uma famı́lia de estados qûanticos ñao ortogonais na entrada do
canal.

Palavras-Chave— Canais qûanticos, capacidade erro-zero,
medições entrelaçadas.

Abstract— The zero-error capacity of a quantum channel was
defined as the least upper bound of rates at which classical
information can be transmitted without error through a noisy
quantum channel. This paper investigates the behavior of the
quantum zero-error capacity when entangled measurements
between several channel outputs are allowed. It is shown that
collective measurements may increase the channel capacity. We
also show an example of a quantum channel for which the zero-
error capacity is reached using an ensemble of non-orthogonal
input states.

Keywords— Quantum channels, zero-error capacity, collective
measurements.

I. I NTRODUÇÃO

A teoria da informaç̃ao qûantica, assim como a teoria da
informaç̃ao cĺassica, geralmente propõe soluç̃oes assint́oticas
para o problema da determinação da capacidade de canais, em
que uma probabilidade de erro arbitrariamente pequena existe
mesmo quando se faz uso do melhor esquema de codificação.
Ao que concerne a transmissão de informaç̃ao cĺassica atrav́es
de um canal qûantico, se encaixam nesta categoria:

1) a capacidade de Holevo-Schumacher-Westrmoreland
(HSW), definida como a taxa assintótica ḿaxima na qual
a informaç̃ao cĺassica pode ser transmitida confiavel-
mente, usando codificação e decodificaç̃ao qûanticas [1],
[2];

2) a capacidade auxiliada por entrelaçamentoCE , que é
o supremo das taxas para transmissão de informaç̃ao
clássica atrav́es de um canal quântico quando uma
quantidade ilimitada de entrelaçamento está dispońıvel
entre o transmissor e o receptor [3];
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3) a capacidade adaptativa de Shor [4], em que o sistema
de mediç̃ao dos estados quânticos na sáıda do canal pode
variar segundo o resultado de medições passadas.

Nos casos 1) e 2) o protocolo de comunicação restringèa
entrada do canal a produtos tensoriais de estados quânticos,
enquanto que as medições na sáıda s̃ao entrelaçadas entre
vários usos do canal. A capacidade de Shor prevê mediç̃oes
individuais para cada estado quântico recebido.

Recentemente, Medeiros e Assis [5] generalizaram a capaci-
dade erro-zero de canais clássicos discretos sem memória [6],
[7] para canais qûanticos. A capacidade erro-zero quântica
(CEZQ) foi definida como o supremo das taxas para a trans-
miss̃ao de informaç̃ao cĺassica atrav́es de um canal quântico
ruidoso, com a restriç̃ao de que a probabilidade de erro deve
ser igual a zero. Quanto ao protocolo, as entradas são restritas a
produtos tensoriais e as medições s̃ao tomadas individualmente
na sáıda do canal. V́arios foram os desenvolvimentos feitos em
torno da CEZQ [8], [9]. Em particular, foi demonstrado que a
capacidade HSẂe um limitante superior para a CEZQ [10],
bem como conex̃oes com a teoria de subsistemas quânticos
sem rúıdo e subespaços livres de decoerência[11].

Neste trabalho será analisado o que acontece com o valor da
capacidade erro-zero quântica quando s̃ao permitidas mediç̃oes
entrelaçadas entre várias sáıdas do canal. Como no caso
da capacidade HSW,́e mostrado que tais medições podem
contribuir para aumentar o valor da capacidade erro-zero de
canais qûanticos. Nesta abordagem, uma maximização sobre
as mediç̃oes (POVM) torna-se desnecessária, contrariamente
ao caso em que a capacidade erro-zeroé calculada con-
siderando mediç̃oes individuais [12]. Poŕultimo, seŕa mostrado
um exemplo de um canal quântico tal que sua CEZQ́e
alcançada usando um subconjunto de estados quânticos ñao-
ortogonais na entrada do canal. Ainda, este canal quântico d́a
origem ao pent́agono como grafo caracterı́stico, de forma que a
CEZQ pode ser precisamente calculada e um código atingindo
a capacidade explicitado.

O artigo est́a organizado como segue. A Seç. II apresenta
um resumo da definição da capacidade erro-zero quântica,
bem como desenvolvimentos necessários à compreens̃ao do
restante do artigo. As várias formas de definir capacidades
erro-zero para a transmissão de informaç̃ao cĺassica atrav́es
de canais qûanticos s̃ao discutidas na Seç. III. Na Seç. IV
a capacidade erro-zeróe analisada para o caso onde são
consideradas medições coletivas na saı́da do canal. Finalmente,
a Seç. V mostra um exemplo de um canal quântico cuja
capacidadée alcançada para estados não-ortogonais na entrada
do canal. As conclus̃oes s̃ao tecidas na Seç. VI.
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II. CAPACIDADE ERRO-ZERO DE CANAIS QUÂNTICOS

Com o objetivo de facilitar a leitura deste trabalho, será
apresentada nesta seção um resumo da capacidade erro-zero
de canais qûanticos tal como ela foi definida em [5].

SejaE um canal qûantico definido num espaço de Hilbert
H de dimens̃ao d. Tal canal qûantico pode ser modelado por
um operador linear, completamente positivo e que preserva o
traço dos operadores de densidade na entrada do canal,E ≡
{Ea}, em queEa são operadores de Kraus emH satisfazendo
∑

aE
†
aEa = 1l [13]. A sáıda do canal para uma entradaρi é

dada por
E(ρi) =

∑

a

EaρiE
†
a. (1)

O canal qûanticoE é dito ser sem meḿoria se o mesmo ñao
produz entrelaçamento na saı́da quando produtos tensoriais de
estados qûanticos s̃ao colocados na entrada. Neste caso,n usos
do canal qûantico para a transmissão de um estadoρi = ρi1 ⊗
· · · ⊗ ρin

produz uma sáıda E(ρi) que é dada por

E(ρi) = E(ρi1) ⊗ · · · ⊗ E(ρin
)

=
n⊗

j=1

E(ρij
). (2)

O protocolo de comunicação originalmente proposto pode ser
resumido como segue.́E definido um subconjunto finito de
estados qûanticos de entradaS = {ρ1, . . . , ρl}, em que cada
estadoρi ∈ S reside num espaço de Hilbert de entrada
HE de mesma dimensão queH. As palavras-ćodigo de um
código qûantico de erro-zero de comprimenton são produtos
tensoriais de estados emS, ρi = ρi1 ⊗ · · · ⊗ ρin

, os quais
são definidos num espaço produtoH⊗n

E de dimens̃ao dn.
Por sua vez, um ćodigo de bloco qûantico de erro-zero e
de comprimenton é um mapeamento deKn mensagens
clássicas (que podem ser representadas porı́ndices1, . . . ,Kn)
em um subconjunto de palavras-código de comprimenton.
Claramente, a taxa deste código é dada porR = 1

n
logKn.

Na recepç̃ao, as seq̈uências recebidas são medidas usando
um POVM (Positive Operator-Valued Measurements), P =
{M1, . . . ,Mm}, em queMi são operadores no espaço de
Hilbert de sáıda HS de dimens̃ao d. Isto implica que o
protocolo emprega medições individuais, ou seja, cada estado
E(ρij

) da palavra-ćodigo de sáıda E(ρi) = E(ρi1) ⊗ · · · ⊗
E(ρin

) é medido individualmente. Neste caso, a medição de
E(ρi) produz uma depalavra de sáıda, wn ∈ {1, . . . ,m}n.

O esquema de decodificação para um ćodigo de bloco
quântico de comprimenton é uma funç̃ao que associa univo-
camente cada palavra de saı́da a inteiros de1 aKn que repre-
sentam as mensagens clássicas. Aprobabilidade de erropara
este ćodigo é maior do que zero se o sistema de decodificação
identifica na sáıda uma mensagem diferente daquela enviada.

A Fig. 1 ilustra o diagrama de blocos de um sistema
de comunicaç̃oes para a transmissão de mensagens clássicas
atrav́es de um canal quântico usando o protocolo de erro-zero
descrito. Inicialmentée escolhido uḿındice i que representa
uma dasKn mensagens clássicas. Em seguida, o codificador
mapeiai numa palavra-ćodigo de comprimenton. A seq̈uência
é ent̃ao transmitida atrav́es de um canal quântico ruidoso. Na
recepç̃ao, s̃ao realizadas medições individuais definidas pelo

POVM P composto por operadores emHS . De posse da
palavra de sáıda wn, o decodificador deve decidir,sem erro,
em um dosı́ndices 1, . . . ,Kn que representa a mensagem
realmente transmitida.

i ∈ {1, . . . ,Kn}

S = {|ψi〉}

|ψi〉
⊗n

E(·)

POVM

C
odificador
Q

uântico

D
ecodificador

{Mi}
m
i=1

wn ∈ {1, . . . ,m}n

j ∈ {1, . . . ,Kn}

p(j|i): canal cĺassico discreto sem memória

Fig. 1. Representação geral de um sistema de comunicações qûantico para
a transmiss̃ao de mensagem clássicas.

Originalmente, a capacidade erro-zero de um canal quântico
foi definida como segue [5]:

Definição 1 SejaE um canal qûantico representado por um
operador linear, completamente positivo e que preserva o
traço. A capacidade erro-zero deE , denotada porC(0)(E),
é o supremo de todas as taxas alcançáveis com probabilidade
de erro igual a zero. Istóe,

C(0)(E) = sup
n

1

n
logKn, (3)

em queKn é o ńumero ḿaximo de mensagens clássicas que o
sistema pode transmitir sem erro, quando um código de bloco
quântico de comprimenton é usado.

A. Equivalente cĺassico

A Definição 1 ñao faz menç̃ao sobre como a capacidade
erro-zero de um canal quântico pode ser calculada. Medeiros
e Assis [14] propuseram um procedimento geral para este
cálculo, o qualé descrito a seguir.

Considere um canal quântico E . Para uma escolha de um
subconjuntoS = {ρi, . . . , ρl} de estados qûanticos de entrada
e de um POVMP = {M1, . . . ,Mm}, é posśıvel definir um
canal cĺassico discreto sem memória como segue:

• O alfabeto de entradaX do canal discreto sem memória é
composto pelośındices dos estados quânticos de entrada,
ou seja,X = {1, . . . , l}.

• O alfabeto de saı́daY é dado pelośındices dos operadores
de mediç̃ao,Y = {1, . . . ,m}.

• Os elementos da matriz estocástica do canal equivalente
clássico s̃ao dados por

p(y|x) = tr [E(ρx)My] . (4)

Desta forma, para cada par(S,P) é posśıvel definir um
canal cĺassico discreto sem memória equivalente. Evidente-
mente, cada um desses canais equivalentes possui uma capaci-
dade erro-zero (clássica)C0(S,P). Foi mostrado [14], [5] que
a capacidade erro-zero do canal quânticoE é igual ao supremo
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das capacidades erro-zero clássicasC0(S,P) sobre todos os
pares(S,P) posśıveis, ou seja,

C(0)(E) = sup
(S,P)

C0(S,P). (5)

O par(S,P) que alcança o supremo na Eq. (5)é chamado
de ótimo.

Para um canal qûanticoE e uma escolha de um par(S,P),
dois estadosρi, ρj ∈ S são ditos ser adjacentescom relaç̃aoao
POVM P se, e somente se, tr[E(ρi)Mk] > 0 e tr [E(ρj)Mk] >
0 para ao menos umMk ∈ P. Caso contŕario, ρi e ρj

são denominados não-adjacentes.́E fácil verificar que seρi

e ρj são ñao-adjacentes com relação aP, ent̃ao é posśıvel
distinguir perfeitamente entreE(ρi) e E(ρj). Medeiros e Assis
mostraram que um canal quântico possui capacidade erro-zero
positiva se, e somente se, existir um par(S,P) tal que pelo
menos dois estados emS são ñao-adjacentes com relação ao
POVM P [5].

Seguindo uma construção sugerida por Shannon [6], [7], o
método de ćalculo da capacidade erro-zero de canais quânticos
via equivalente cĺassico pode ser reformulado usando ele-
mentos da teoria de grafos. Considere um canal quântico
E . Para um dado par(S,P) é posśıvel construir um grafo
caracteŕısticoG como segue. O conjunto de vérticesé formado
pelosı́ndices deS, V (G) = {1, . . . , l}, e dois v́erticesi, j ∈
V (G) são conectados emG se os respectivos estados quânticos
ρi, ρj ∈ S são ñao-adjacentes com relação ao POVMP. A
Eq. (5) pode ser então reescrita como [5], [11]:

C(0)(E) = sup
(S,P)

sup
n

1

n
logω(Gn), (6)

em queω(G) é o ńumero de cliques [15] do grafoG, e Gn é
o n−ésimo produto deG como definido em [7].

III. F ORMAS DE DEFINIR A CAPACIDADE ERRO-ZERO

Como indicado na introdução, existem v́arias maneiras de
definir capacidades de canais quânticos. Somente capacidades
para transmiss̃ao de mensagens clássicas serão discutidas aqui.
Com relaç̃aoà capacidade erro-zero, existem quatro protocolos
principais que podem originar valores diferentes de capaci-
dades:

1) palavras-ćodigo s̃ao restritas a produtos tensoriais de
estados qûanticos de entrada, e medições s̃ao feitas
individualmente na saı́da do canal;

2) entrelaçamento entre vários usos do canaĺe permitido,
enquanto que medições s̃ao feitas individualmente na
sáıda do canal;

3) palavras-ćodigo s̃ao restritas a produtos tensoriais de
estados qûanticos de entrada, enquanto que medições
entrelaçadas entre várias sáıdas do canal s̃ao permitidas;

4) entrelaçamento entre vários usos do canaĺe permitido,
como tamb́em mediç̃oes entrelaçadas entre várias sáıdas.

A capacidade erro-zero na Def. 1 corresponde ao caso 1).
Um dos problemas em aberto na teoria da informação é o da
aditividade da capacidade HSW. Holevo conjeturou [2] que o
uso de entrelaçamento na entrada não aumenta a capacidade

HSW de canais qûanticos sem meḿoria1. Embora ñao tenham
formalmente provado, Medeiros e Assis [8] mostraram vários
ind́ıcios de que a aditividade de Holevo também pode ser
válida para a capacidade erro-zero.

Com relaç̃ao às mediç̃oes, é sabido que medidas
entrelaçadas entre várias sáıdas do canal podem aumentar a
informaç̃ao ḿutua entre a entrada e a saı́da do canal qûantico,
sendo essenciais para atingir a capacidade HSW [13]. Desta
forma, o protocolo do item 3)́e de particular interesse e será
discutido ao longo deste artigo. Será mostrado na próxima
seç̃ao que o uso de medições entrelaçadas pode aumentar
a capacidadeC(0)(E) da Def. 1. Para este protocolo, será
mostrado que ñao é necesśaria uma maximizaç̃ao sobre as
mediç̃oesP, contrariamente ao caso da capacidade erro-zero
com mediç̃oes individuais, cujo valoŕe dado pelas Eqs. (5) e
(6).

IV. CAPACIDADE ERRO-ZERO COM MEDIÇÕES COLETIVAS

De maneira ańalogaà Sec. II, considere um canal quântico
E num espaço de HilbertH de dimens̃ao d. Considere o
protocolo do item 3) da Sec. III, descrito em detalhes abaixo:

• o alfabeto do ćodigo qûantico de erro-zeróe um subcon-
juntoS = {ρ1, . . . , ρl} de estados qûanticos pertencentes
ao espaço de Hilbert de entradaHE de dimens̃ao d;

• para serem transmitidas através do canal qûantico, as
mensagens clássicas s̃ao mapeadas em palavras-código
quânticas que s̃ao produtos tensoriais de estados emS;

• são permitidas mediç̃oes POVM entrelaçadas entre várias
sáıdas do canal.

Antes de definir a capacidade,é necesśario definir o es-
quema de (de)codificação:

Definição 2 Um ćodigo erro-zero de bloco(K∞
n , n) para um

canal qûantico E é composto de:

1) um conjunto deı́ndices {1, . . . ,K∞
n }, em que cada

ı́ndice est́a associado a uma mensagem clássica;
2) uma funç̃ao de codificaç̃ao

Xn : {1, . . . ,K∞
n } → S⊗n, (7)

que mapeia mensagens clássicas em palavras-código
ρ1 = Xn(1), . . . , ρK∞

n
= Xn(K∞

n );
3) uma funç̃ao de decodificaç̃ao

g : {1, . . . ,m} → {1, . . . ,K∞
n }, (8)

que associa, de maneira determinı́stica, a cada sáıda
y ∈ {1, . . . ,m} de uma mediç̃ao POVM P =
{M1, . . . ,Mm} um ı́ndice {1, . . . ,K∞

n } representando
uma mensagem clássica. A funç̃ao de decodificaç̃ao
possui a seguinte propriedade:

Pr (g(Y = y) 6= i|Xn = Xn(i)) = 0 ∀ i ∈ {1, . . . ,K∞
n }.

(9)

A taxa do ćodigo da Def. 2é aindaR = 1
n

logK∞
n .

A diferença fundamental entre tal código e o definido na

1No entanto, o uso de estados entrelaçados entre vários usos do canaĺe
mostrado aumentar a capacidade HSW de canais quânticos com meḿoria [16].
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Seç. II é que aqui os elementos do POVMP são matrizes
Mk num espaço de Hilbert de dimensão dn. A definiç̃ao da
capacidadée essencialmente a mesma da Def. 1, exceto pelo
uso do protocolo e do código acima descritos. Para evitar
confus̃ao, a capacidade erro-zero para o caso em que medições
entrelaçadas são permitidas será denotada porC(0)

∞ (E). Visto
que o protocolo deC(0)(E) emprega mediç̃oes individuais,́e
de se esperar que

C(0)
∞ (E) ≥ C(0)(E). (10)

Antes de mostrar a desigualdade na Eq. (10), serão teci-
das algumas considerações acerca da ortogonalidade/não-
adjaĉencia dos estados quânticos emS. Na Seç. II, a ad-
jacência entre estados quânticos emS foi definida com relaç̃ao
a um determinado POVMP. Dois estadosρi, ρj ∈ S foram
ditos ser ñao-adjacentes com relação aP se fosse possı́vel
distinguir perfeitamente entreE(ρi) e E(ρj) usandoP. Dos
fundamentos da mecânica qûantica [13], é sabido que dois
estados qûanticos s̃ao perfeitamente distinguı́veis se, e somente
se, eles pertencem a subespaços de Hilbert ortogonais. Isto
implica dizer quée posśıvel definir uma relaç̃ao de adjaĉencia
entre estados emS independentemente da escolha do POVM
P: dois estados qûanticosρi, ρj ∈ S são ditos ñao-adjacentes
se, e somente se, o subespaço de Hilbert gerado pelos au-
tovetores no suporte deE(ρi) é ortogonal ao subespaço de
Hilbert gerado pelos autovetores no suporte deE(ρj). Neste
caso denota-seρi ±E ρj . A notaç̃ao±E é para lembrar que a
ortogonalidadée com relaç̃ao aos estados na saı́da do canal
quântico E . A mesma noç̃ao pode ser aplicada a um estado
produto tensorial. SejaS = {ρi, . . . , ρl} um subconjunto finito
de estados qûanticos de entrada paraE . Considere todas as
seq̈uências de produtos tensoriais de comprimenton, S⊗n.
Duas seq̈uênciasρ̂i = ρi1 ⊗ · · · ⊗ ρin

e ρ̂j = ρj1 ⊗ · · · ⊗ ρjn

são ditas ser ñao-adjacentes se, e somente se, os subespaços
de Hilbert gerados pelos autovetores nos suportes deE(ρ̂i) e
E(ρ̂j) são ortogonais. Novamente, denota-seρ̂i ±E ρ̂j .

Para um determinado canal quântico E , escolha um sub-
conjuntoS = {ρi, . . . , ρl} de estados qûanticos e considere
seq̈uências de comprimenton, S⊗n. Fazendo uso de tais
seq̈uências,é fácil verificar que o ńumero ḿaximo de men-
sagens cĺassicas que se pode transmitir sem erro através deE
é igual ao ńumero ḿaximo de seq̈uênciasρi ∈ S⊗n que s̃ao
duas-a-duas ñao-adjacentes. Supondo que existemK∞

n dessas
seq̈uências, a capacidade erro-zero do canal quântico é dada
por

C(0)
∞ (E) = sup

S

sup
n

1

n
logK∞

n . (11)

Suponha que a capacidade seja alcançada para um determinado
subconjuntoS e um comprimento de código n. Isto implica
na exist̂encia de um ćodigo de erro-zero qûantico contendo
K∞

n palavras-ćodigo

ρ1, ρ2, . . . , ρK∞

n
; ρi ±E ρj , i 6= j.

Em outras palavras, os subespaços de Hilbert gerados pelos
autovetores no suporte de cada

E(ρ1) = E(ρ11
) ⊗ E(ρ12

) ⊗ · · · ⊗ E(ρ1n
)

︸ ︷︷ ︸

P1

E(ρ2) = E(ρ21
) ⊗ E(ρ22

) ⊗ · · · ⊗ E(ρ2n
)

︸ ︷︷ ︸

P2

... (12)

E(ρK∞

n
) = E(ρK∞

n1

) ⊗ E(ρK∞

n2

) ⊗ · · · ⊗ E(ρK∞

nn
)

︸ ︷︷ ︸

PK∞
n

são mutuamente ortogonais, em quePi denota o projetor sobre
o subespaço de Hilbert gerado pelos autovetores no suportede
E(ρi). É fácil verificar que estes estados são completamente
distingúıveis na sáıda do canal. Ainda, uma medição de von
Neumann permitindo a distinção é dada por

P = {P1, . . . , PK∞

n
, PK∞

n +1}, (13)

em quePK∞

n +1 = 1l −
∑K∞

n

i=1 Pi.

A diferença na definiç̃ao das capacidadesC(0)
∞ (E) eC(0)(E)

aparece de forma clara quando o conjunto de Eqs. (12)é
observado. Claramente vê-se que as medições que permitem
alcançar a capacidade devem ser definidas num espaço de
Hilbert de dimens̃ao dn. No caso do protocolo deC(0)(E)
descrito na Seç. II, as medições simult̂aneas emn estados de
sáıda est̃ao limitadas a

P
′ = P⊗n, (14)

em queP é um POVM cujos operadores pertencem a um
espaço de Hilbert de dimensão d.

O resultado a seguir permite verificar a desigualdade na
Eq. (10).

Proposiç̃ao 1 SejaS um subconjunto de estados quânticos de
entrada paraE e ρ̂i, ρ̂j ∈ S⊗n. Ent̃ao ρ̂i ±E ρ̂j se, e somente
se, existir pelo menos um1 ≤ k ≤ n tal queρik

±E ρjk
.

Demonstraç̃ao: A não-adjaĉenciaρ̂i ±E ρ̂j implica que

tr [E(ρ̂i)E(ρ̂j)] = tr

[(
n⊗

k=1

E(ρik
)

)(
n⊗

k=1

E(ρjk
)

)]

=
n∏

k=1

tr [E(ρik
)E(ρjk

)]

= 0 (15)

se, e somente se,ρik
±E ρjk

para ao menos um1 ≤ k ≤ n.
A prova do inversóe trivial.

O resultado da Prop. 1́e ilustrado na Fig. 2. Essencialmente,
a proposiç̃ao afirma que duas seqüências den produtos ten-
soriais emS são ñao-adjacentes (e portanto completamente
distingúıveis na sáıda do canal) se, e somente se, existir
pelo menos uma posição k nas seq̈uências tal que os esta-
dos ρik

, ρjk
∈ S são distingúıveis. Em outras palavras, a

distinguibilidade de quaisquer duas seqüências den produtos
tensoriais deS na sáıda do canal qûantico depende somente
das relaç̃oes de ñao-adjaĉencia dos estados quânticos emS.
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E(ρi) = E(ρi1) ⊗ · · · ⊗ E(ρik
) ⊗ · · · ⊗ E(ρin

)

E(ρj) = E(ρj1) ⊗ · · · ⊗ E(ρjk
) ⊗ · · · ⊗ E(ρjn

)

Fig. 2. Duas seq̈uências den produtos tensoriais de estados quânticosS
que s̃ao ñao-adjacentes.

Para provar a desigualdade na Eq. (10)é necesśario mostrar
queC(0)

∞ (E) nem sempre pode ser alcançada usando medições
individuais.

A distinguibilidade de estados quânticosé umaárea bastante
estudada em teoria da informação qûantica. Uma de suas
vertentes consiste na distinção de estados quânticos ortogonais
e multi-particionados (multipartite), em que cada parte do sis-
tema qûantico est́a fisicamente separada [17], [18]. Neste caso,
o problema consiste em decidir sobre a ortogonalidade dos
estados produtos tensoriais através da realizaç̃ao de mediç̃oes
locais e comunicaç̃ao cĺassica entre as partes. Este problema,
por sua vez, pode ser abordado de duas formas: os estados
multi-particionados s̃ao entrelaçados [18] ou são produtos
tensoriais como os estados da Eq. (12) [17]. Bennettet. al.[19]
mostraram a existência de um conjunto de estados quânticos
ortogonais, produtos tensoriais de duas partı́culas de tr̂es
estados, em que quaisquer dois estados do conjunto, embora
globalmente ortogonais,não podem ser distinguidos usando
pares de mediç̃oes individuais, mesmo se os observadores
são autorizados a realizar qualquer tipo de operação local e
comunicaç̃ao cĺassica.

Retornando ao problema de distinguir perfeitamente entre
as seq̈uências da Eq. (12), se medições individuais forem con-
sideradas, fica claro que o protocolo de medição empregadóe
um caso particular do protocolo do exemplo de Bennettet. al.,
em que aĺem da restriç̃ao de mediç̃oes individuais imp̃oe-se
ainda o fato de que estados do produto tensorial devem ser
medidos usando um mesmo POVMP. Isto deve-se ao fato de
que, embora quaisquer duas palavras-código na sáıda do canal,
digamosE(ρi) e E(ρj), sejam ortogonais, os estadosE(ρik′

) e
E(ρjk′

) não necessariamente os são, visto que a Prop. 1 obriga
a ortogonalidade em pelo menos uma posição k mas ñao em
todas.

Dessa forma, fica evidente que nem sempreé posśıvel
distinguir perfeitamente entre estados de um conjunto de
seq̈uências de estados quânticos ortogonais usando medições
individuais. Portanto, a capacidade erro-zero usando medições
coletivas pode ser maior do que a capacidade erro-zero como
definida na Ref. [5] e a Eq. (10)́e assim verificada.

V. CAPACIDADE ERRO-ZERO COM ESTADOS QÛANTICOS

NÃO-ORTOGONAIS

Seŕa discutido nesta seção um exemplo de um canal
quântico cuja capacidade erro-zero quântica é calculada de
maneira ñao trivial. O termo ñao trivial quer dizer que o
supremo na Eq. (3)́e alcançado paran > 1 e que subconjuntos
S que alcançam o supremo contenham estados quânticos ñao
ortogonais entre si. O canal quântico do exemplo a seguir
não possui interpretação f́ısica, embora ele corresponda a
algum processo fı́sico. Além da ñao trivialidade no ćalculo

da capacidade, este canal dá origem ao pentágono como grafo
caracteŕıstico para o subconjuntoS que atinge a capacidade.

Seja E o canal qûantico cujos operadores de Kraus
{E1, E2, E3} são dados por

E1 =

2

6

6

6

6

4

0.5 0 0 0

√
49902

620

0.5 −0.5 0 0 0

0 0.5 −0.5 0 0

0 0 0.5 −
√

457

50

√
457

50

0 0 0 −0.62 − 289

1550

3

7

7

7

7

5

,

E2 =

2

6

6

6

6

4

0.5 0 0 0 −
√

49902

620

0.5 0.5 0 0 0

0 0.5 0.5 0 0

0 0 0.5
√

457

50
−

√
457

50

0 0 0 0.5 0.5

3

7

7

7

7

5

, E3 = 0.3|4〉〈4|,

em que a base computacional para o espaço de Hilbert de
dimens̃ao5 é denotada porβ = {|0〉, . . . , |4〉}. É fácil verificar
que

∑3
a=1E

†
aEa = 1l, significando queE ≡ {Ea} é um

operador linear, positivo e que preserva o traço, de forma a
representar um determinado processo fı́sico.

O canalE foi obtido usando a ferramenta MATLAB, onde
foi a imposta a restriç̃ao de queE deveria possuirno ḿaximo
dois estados mutuamente não-adjacentes.

Neste caso, a capacidade erro-zero do canalé alcançada
pelo subconjunto

S =



|v1〉 = |0〉, |v2〉 = |1〉, |v3〉 = |2〉, |v4〉 = |3〉, |v5〉 =
|3〉 + |4〉√

2

ff

.

(16)

O conjuntoS alcança o supremo na Eq. (5) pelo seguinte
motivo. Dentre os grafos caracterı́sticos com at́e 5 v́ertices
e tendo ńumero de clique menor ou igual a dois, o grafo
que fornece a maior capacidadeé o pent́agono [6]. É fácil
verificar que o conjuntoS dá origem ao pentágono como grafo
de adjaĉencia. Para isso, basta explicitar as relações de ñao-
adjaĉencia entre os estados deS:

|v1〉 ±E |v3〉 |v1〉 ±E |v4〉 |v2〉 ±E |v4〉

|v2〉 ±E |v5〉 |v3〉 ±E |v5〉.

|v1〉

|v3〉

|v5〉|v2〉

|v4〉

|0〉

|2〉

|4〉|1〉

|3〉

(a) (b)

Fig. 3. (a) Grafo caracterı́stico G para o subconjuntoS que alcança a
capacidade erro-zero. (b) Grafo caracterı́stico para o caso em que o estado
|v5〉 ∈ S é substitúıdo pelo estado|4〉.

O grafo caracterı́stico é mostrado na Fig. 3(a). Note que
no caso em que as palavras-código s̃ao de comprimento um
só é posśıvel transmitir no ḿaximo duas mensagens clássicas
sem erro atrav́es do canal qûantico, por exemplo, escolhendo
|v1〉 e |v3〉 ou |v2〉 e |v4〉. Entretanto, seguindo a construção
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inicialmente feita por Shannon [6],́e posśıvel construir um
código contendo cinco palavras-código ñao adjacentes:

ρ1 = |v1〉|v1〉, ρ2 = |v2〉|v3〉, ρ3 = |v3〉|v5〉

ρ4 = |v4〉|v2〉, ρ5 = |v5〉|v4〉. (17)

A capacidade do pentágono foi determinada por Lovász [20],
e é alcançada quando o canalé usado duas ou mais vezes.
Logo, a capacidade erro-zero do canal quânticoE é dada por:

C(0)
∞ (pentagon) =

1

2
log 5 ≈ 1, 16 bits por uso.

Portanto,C(0)
∞ (pentagon) é a ḿaxima taxa em que informação

clássica pode ser transmitida através do canalE com uma
probabilidade de erro igual a zero.

É interessante notar que se ao invés deS fosse escolhida
a base computacional acima, então uma adjaĉencia entre os
|2〉 e |4〉 é verificada, de forma que o grafo caracterı́stico para
β é mostrado na Figura 3(b). Claramente este grafo possui
capacidade igual a um e portanto inferiorà capacidade do
pent́agono.

VI. CONCLUSÕES

Na forma em que foi inicialmente definida, a capacidade
erro-zero de canais quânticos previa o uso de medições indi-
viduais na sáıda do canal qûantico. Neste artigo foi verificado
o comportamento do valor da capacidade para o caso em
que mediç̃oes entrelaçadas entre várias sáıdas do canal s̃ao
permitidas. Foi mostrado que tais medições podem aumentar
a capacidade erro-zero dos canais quânticos. A raz̃ao para tal
reside no fato de que todas as palavras-código de um ćodigo
de bloco de erro-zero devem ser completamente distinguı́veis
na sáıda do canal, e esta distinguibilidade depende somente
da distinguibilidade dos estados quânticos do alfabeto do
código, como demonstrado na Prop. 1. Entretanto, Bennettet.
al. mostraram que nem sempreé posśıvel distinguir estados
produtos tensoriais de um conjunto de estados quânticos or-
togonais usando medições individuais. Foi observado também
que ñaoé necesśaria uma maximizaç̃ao sobre as medições para
o cálculo da capacidade com medições coletivas.

Finalmente, foi mostrado um exemplo de um canal quântico
cuja capacidadée ñao trivialmente calculada, ou seja, a
capacidadée alcançada por um conjunto de estados quânticos
não ortogonais e o canal requer duas ou mais utilizações para
que a capacidadeC(0)

∞ (E) seja atingida.
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