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Interpola@o Qubica Adaptativa

Eric Magalhaes Delgado

Resumo—Neste artigo, um algoritmo de interpolagio clbica, |2| > Q,, € 0 periodo de amostragem obedece a inequacgao
que adapta o filtro de reconstrugo atraves de propriedades T < 7/

locais da seq@ncia a ser interpolada, & proposto. A ieia & Sem perdas de generalidades, serdo considerados que a

minimizar uma medida de distor¢ao entre o filtro de reconstrug@o freqiidnci . d 60, — d/ iod
cabico e o filtro de reconstrugio ideal. Simulages em imagens 'eduéncia maxima de(s) & (2, = = rad/s e que o periodo

tipicas mostram um ganho quantitativo significativo do algritmo ~ de amostragem & T=1s.
adaptativo quando comparado com algoritmos @ssicos. A relacédo entre a fungdo continués) e suas amostras;,

Abstract—In this paper, an algorithm of cubic interpolation, e dada em (1).

that adapts the reconstruction filter through local properties

oo
of the sequence to be interpolated, is proposed. The .
idea is to minimize a measure of distortion between the (s) = Z [k]hr(s — k) 1)
cubic reconstruction filter and the ideal reconstruction filter. k=—o0

Simulations in typical images show a significant gquantitatre
gain of the adaptative algorithm when compared with classic
algorithms.

sendoh..(s) o filtro de reconstrucao.

Como caracteristica fundamental do processo de
reconstrucdo, os valores do singéls) nas posi¢des inteiras
devem coincidir com os valores das amostras da seqiiéncia
xy, isto &,x(s = k) = z[k]. Em consequéncia, o filtro de
. reconstrucao deve possuir(0) =1 e h,.(¢) =0 VL € Z*.

l. INTRODUCAO Observe que recontrucao € um processo associado a uma

Nas operacdes geométricas de mudanca de resomqgggplugéo infinita, uma vez que & obtido um sinal comtinu
rotagdo ou translacio de uma imagem & necessarioamplna saida. No entanto, na maioria das aplicagdes, o wbjeti
conceitos relacionados a reconstrucdo do sinal contfrara € aumentar a resolucado de uma sequéngigpor um fator
obtenc&o da imagem de saida. finito e inteiro L. Na Fig. 1, esta representado o processo de

A diferenca essencial entre os processos de reconstruttBerpolacao por um fator inteirb. Inicialmente sao inseridas
e interpolacio é que a resolucdo associada a reagaste (L — 1) amostras nulas entre cada amostrafleA sequéncia
infinita. Ja o processo de interpolacdo possui uma regolu resultanter. ;. € entéo filtrada para obtencao gle sequiencia
finita, 0 que viabiliza sua implementacio em sistemagadégi €sta associada a uma resolugaeezes superior a resolugao

Conforme sera descrito na Sec. II-B, o filtro de recongioucde .
cUbico &, na verdade, uma familia de filtros de reconatruc
em virtude da existéncia do grau de liberdade na sua d&dinic —>|T L |—>|H,-(Z)|—>

Neste artigo, & proposto um algoritmo de interpolacao Xk ek Vi
adaptativo que minimiza uma medida de distorcao entre o
filtro de interpolagéo ideal e o filtro de interpolagéofdmilia Fig. 1. Interpolagdo da seqiiéncia por um fator inteiroL.
clbica.

Para avaliar o desempenho do algoritmo adaptativo foramUma vez queX,.(e) = X(ei*L), a relagio entre as
realizados testes em imagens tipicas. Para esse casuiaartidensidades espectrais de poténcia das sequiéngiasz, j,
de implementagao, a imagem foi dividida em sequéncigsdada em (2).
unidimensionais de forma que cada sequéncia seja madelad
como resultado de um sistema Auto-Regressivo - AR #le 1

Palavras-Chave—Reconstrugao, Interpolacdo, Convolu@o
Cubica.

Sx (eij)

Sxe (ejw) = L

)

ordem. O filtro de interpola¢aoH;(z) & uma versdo discreta do
. filtro de reconstrucdo. Ou seja,
Il. RECONSTRUR\O
A. Descrigio hilk] = hy(s) 3

Reconstrugao & o0 processo inverso ao processo de .
L ~ - . com periodo de amostragem (I#L).
amostragem, ou seja, & o processo de obtencdo de un@ofung
continuaz(s) a partir de suas amostras.

A reconstrugdo perfeita de um sinals) s6 & possivel B. Filtro de Reconstruo Qubico
quando o mesmo & limitado em faixa, ou séfd;j<2) = 0para O filtro de reconstrucio ideal & um filtro passa-baixa com

anho DC unitario e freqiiéncia de co = 7 rad/s. A
Eric Magalhaes Delgado estava na Universidade Estadu@ladepinas - 9 ial do fil 9 d m%: ideal & dau
Unicamp. Agora esta na Agéncia Nacional de Telecomybesc Anatel. resposta espacial do filtro de reconstru¢ao ideal e ae
Email: eric.ndelgado@gmail.com 4).
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TABELA |
CONDIGOES PARA OBTENAO DOS COEFICIENTES DO FILTRO DE RECONSTRU® cUBICO.

Interpolador:
he (0)=1ehe (£)=0,VELEL* a0 = 1 (1)
aj otal1tor 2tal 3 = 0 (2)
a1,0+2aq,1+4aq 2+8a1 3 = 0 (3)
Ganho DC:
. ag.itor g
5%, _ oo ho(so+0)=1,VsgER 223:()(%) - 1 (4)
Continuidade CO:
lims—s _ he(s)=lims—s o ho(s)=hco(so). VsoER ag,0tao,1+a0,2+a0,3 =  ajotaritarstars  (5)
a1,0+2a1,1+H4aq 2+8a1 3 = 0 (6)
Continuidade C1:
lims—s h’c(s):limsﬂs0+ h (s)=h¢(sg) , VsoER ag,14+200,2+3a9,3 = a1,1+2012+301 3 (7)
ay1t4ag 2+12a13 = 0 (8)
sin (7s) 1 s
hp(s) = Ea seR 4)

Conforme (4),hp possui regiao de suporte infinita. Em
consequéncia, nao é realizavel. Uma aproximagamlugo
filtro de reconstrugao ideals € obtida a partir de polindmios =

clbicos no dominio (-2, 2). Ou seja, s}
@0,0+00,1|s|+a0,2]s>+a0,3]s]®  se|s| <1
hc(s) = 0117[)+Oz171‘Sl+0¢1y2‘8|2+061,3|5‘3 sel < |5‘ <2 (5)
0 sels| > 2
Para obtencdo dos coeficientes ke, supde-se quéic 0

o

P

€ uma funcado interpoladora, continua, poss$tiderivada
continua e ganho DC unitario. Veja a Tab. .

) Observe que sdo obtidas sete e~qua<;0es linearm €2. Resposta espectral dg: para diversos valores do parametrao
independentes, uma vez que as equacdes (3) e (6) da Talaminio f < 1 Hz.

sao iguais. Seja; 3 = a. Em consequéncia,

1—(a+3)|s|2+(a+2)|s|? se|s| <1

hc(s) = —4a+8als|—5als|*+als|® se1<|s|<2  (6) - Quandoa = 0, hc & associado a apenas dois pontos de
o sels| > 2 suporte, ou seja, cada valor do sinal reconstrui@ &
. . N funcdo de apenas duas amostras da sequénci®ara
Uma vez que o parametwé o grau de liberdade dec, qualquer outro valor do parametrg he & associado a
o filtro de reconstrucdo clubida- &, na verdade, uma familia quatro pontos de suporte.
de filtros de reconstrucao. o - Quandoa = —1/2, ho reconstroi os trés primeiros
A transformada de Fourier da familia ctbica & dada em (7). tarmos da expansdo em série de Taylor do sita) [2].
4 ' . - Quandoa = —3/4, h¢ possui2? derivada continua.
He(Q) =— o (4a + 3)Q2sin Q + a2 sin 2Q+ - Quanda: = —1, todos os coeficientes dg: s&0 niimeros
(7) inteiros. Alem dissojc possui taxa de decaimento em

=1 igual 3 fil A0 i i
+ 6(cosQ - 1) + 3a(cos 20 — 1) s igual a do filtro de reconstrucéo idefak

Na Fig. 2 sao mostradas as respostas espectrais de alguns
Apesar de ser funcao do parametyaa frequéncia de cortefiltros de reconstrugcao da familia cubica. Observe qoen
do filtro, H:(£2) independe de, assumindo o valor dé8/7* a diminuicdo do parametra no intervalo [-1,0], o filtro

(aproximadamente -6 dB). Veja a Fig. 2 . possui uma resposta espectral com energia mais concentrada
Diferentes conceitos sdo usados para determinacdo nés baixas freqiieéncias. Essa concentragao pode levsres
parametrau. shoot na faixa de passagem, mas proporciona uma melhor
- Quando-3 < a < 0, as concavidades de- ems =0 resposta espectral na faixa de rejeicao.
e s = 1 sao iguais as do filtro de reconstrucao idegl Para uma analise detalhada dos filtros de reconstrugdo ve

1. [3-7].
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[1l. I NTERPOLACAO CUBICA ADAPTATIVA i

Conforme mencionado na Sec. II-B, diferentes conceitos sa Pootaies ' yl,,::
usados para determinacao do parametta familia cUbica de X o . E
filtros de reconstrugao. Neste contexto, & proposto orvi k I Az)----- 1
parametraz que se adapta as caracteristicas da sequéncia i Y2k
de forma a minimizar uma medida de distor¢ao entre osfdiltro
de interpolacadic e hp.

Na Sec. llI-A, & definida a medida de distorcao Big. 3. Diagrama de blocos do processo de interpolag&o.
ser minimizada e, na Sec. llI-B, & descrita uma possivel
implementacdo do algoritmo que adapta o parametrda
familia clbica no processo de interpolacao de secjaén..

Neste caso, a seqiiénaia & modelada como resultado de um
sistema AR del? ordem.

Para uma analise de outros algoritmos adaptativos dex,
interpolacao cUbica ver [10-13].

Yk

A. Area de Distoréo

O filtro de interpolagadd;(z) pode ser modelado como a —99 66 =33 0 33 66 99

soma do filtro de interpolacao ide@lz(z) e de um filtro
diferencaA(z). Veja a Fig. 3.

O moédulo da resposta espectral do filtro diferenca & Fig. 4. Valor do parametra da familia clbica que minimiza a AD para um

fator de interpolacad. = 4.
|A(e7)| = [Hi(e?) — Hp(e™)] (8)
B. Algoritmo

Observe na Fig. 3 que a componenje;, de y» € a O algoritmo adaptativo implementado no processo de
sequencia desejada. Portantq, acompqn@mede Yx Pode interpolagio tem como objetivo explorar a redundancia
ser interpretada como o ruido associado ao processo ed@acial de uma seqiiéncia cuja energia & concentrada nas

interpolagao. . baixas frequiéncias, como &€ o caso da maioria das imagem
Em (9) & definida dArea de Distor¢do - AD. reais.
Regides de uma imagem cujas variacdes eibeels
A1 " JUNE: il vizinhos ocorrem de forma suave podem ser modeladas como
AD = f/w__ﬂ |A(e)]” Sa(eF)dw (9 saidas de sistemas AR dé ordem com coeficientes de

correlacaqy proximos a unidade [8]. No entanto, para regides
Observe que (9) corresponde & area da densidade espe@tfal Possuem variagdes abruptas eptrels vizinhos como,
de poténcia da componenge no dominio|w| < 7 rad. por exemplo, regides repletas de bordas, esse modelo nao
O algoritmo adaptativo usa o valor do paramewrque € adequado para estimar a densidade espectral de poténcia
minimiza a AD para um dado fator de interpolagho Ou Mas pode servir como indicativo de que a regiao possui um

seja, contetido em altas frequiéncias consideravel.
5AD Na Tab.ll, estao descritos os passos para adaptacao do
=0=a=d" 10 arametras do filtro de interpolacaq,—.- hc. E importante
B P polacag,—a-) p
a

observar que esse algoritmo corresponde a uma possivel

O filtro de interpolac&o que satisfaz (10) sera refemgwi IMPleMentacao de,—,-)hc para o caso em que a sequéncia
COMO (,—q+yho de entradar;, & modelada como resposta de um sistema AR
a=a* . .
Para exemplificar o uso da AD, considere que a sequén@fal” °"dem-
a ser interpoladagy, & resultado de um sistema AR dé

ordem, cuja a entrada & um ruido branco, e que a densidade IV. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

espectral de poténcia da seqiiéngiaé dada em (11). A. Metodologia
Com o objetivo de comparar os algoritmos de interpolacao
i 1—p2 ) guando aplicados a imagens reais, foram realizadas dois
S (e’) = 1— 2pcosw + p? Iy (11)  diferentes tipos de operacoes.
- Magnificacao: Neste experimento, uma imagem &
Na Fig. 4, estda o mapeamento entre o parametmue interpolada por um fatof.. Na auséncia de uma imagem
minimiza a AD e o coeficiente de correlagpodo sistema, ideal, uma vez que o filtro de reconstrucao ideal definido

obtidos a partir do fator de interpolacdo= 4. em (4) nao é realizavel, a imagem interpolada & entao
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TABELA Il
INTERPOLACAO ADAPTATIVA USANDO FILTROS CUBICOS.

Adaptagao do parametro a do filtro de interpolagao (,—,+ hc
- Parak = Lko, trunca-se a sequiéncig,, através de uma janela retangular de comprimento winfae, obter a seqiiéncia
ug. Ou seja,

[winSize/2 |
ulk] = > z[€ + kold[k — 4]
£=—|winSize/2 |

Subtrai-se entdo da sequéncia a sua média, de forma a obter uma seqgiiéncia com médiaisiale,
up = ug, — E{ug}

- Setodas as amostras da seqiiéngiasao nulas, entaa = —3/4.

- Caso contirio, considera-se que, & a saida de um sistema AR @& ordem com o ruido branco como entrada, ou
seja,
ulk] = pulk — 1] + w[k]
e estima-se o coeficiente de correlagao lgcatravés do Método de Burg, que minimiza a energia médsaedms direto
e reverso.

A partir de p, encontra-se o valor do parametro da familia clbica que minimiza a AD, ou seja, = a*, e,
consequentemente, o filto,, = (,—,+)hc Que sera usado para obtencdo dasmostras em torno do indickko
da seqguiéncia de saida.

Uma vez que para estimar o coeficiente de correlacdo Beacessario truncar a seqiliéneig atraves de uma janela
retangular de comprimento winSize, o algoritmo de intexpab que adapta o parametoda familia clbica sera
referenciado come, _, «) RSz

decimada pelo mesmo fatok. Portanto, o filtro de
decimagao &,(z) = H;(z)/L. Veja a Fig. 5. xA__’iT L HHI‘(Z)HHLI(Z)H‘L L ’_XAA' i
- Translacdo: Neste experimento, uma imagem &
translatada por um vetos; para um novo grid. Na >+ €k
auséncia de uma imagem ideal, a imagem translatada

entdo retranstalada pelo vetew;, retornando assim ao
grid inicial. No final, compara-se as imageng e Z. Fig. 5
O diagrama de blocos do experimento & representado >

Fig. 6. ——t pHHEGH L DH

Observe que nos experimentos descritos sao necessaX;
dois processos, o direto e o0 reverso, para obtencao daimmac
de saidai;. E que a imagem desejada & a imagem de entra I—DH DHH,(Z)H Z N HJ, DH -
x,. Essa metodologia possui a vantagem de amplificar Y
erro de reconstrucao inerente aos algoritmos. A medida - €
distorcao utilizada & o Erro Quadratico Médio (MSBlean g
Squared Erro}, sendo definida em (12).

Experimento de Magnificagéo por um fator

Fig. 6. Experimento de Translagao por um vefpr= %.

MSE= —— 3 (ax — i)’ (12)

B. Resultados

Para comparar a quallda}c(ije IV|sdual associada aosdflltros df"\la Fig. 7, estio as imagens monocromaticas que foram
reconstrucao, a imagem modulo do eefg representada nas, ijiz 4 qas para avaliar o comportamento dos diversos diltro

Figuras 5 e 6, & normalizada da seguinte formaiReISCOM g raconstrugio. As imagens possuem resolucad 2le 512
intensidade maior do que sao representados em preto; Ogjyqise g hits/pixel. Com o objetivo de eliminar os efeitos de
outros, em branco [6]. Veja (13). borda, apenas 0§72 x 472 pixels centrais sdo considerados
no calculo do MSE.
0 se|zp— 3k >¢& Nas Tabelas Ill e IV, estao os resultados associados aos
k= { 255 se |z — 3x| <& (13) experimentos de magnificagao por um falor 4 e translacao
por um vetors; = (.5,.75), respectivamente. Foram inseridos
onde 0 e 255 representanpixels preto e branco, nas Tabelas os resultados obtidos pelos filtros de recgastru
respectivamente, numa imagem monocromatica de d8 ordem zeroXy), ou Método do Vizinho Mais Frxximaq
bits/pixel. linear (»z) e quadratico Xg). Este Gltimo, proposto por
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Fig. 7. Imagens teste com resolucaoide x 512 pixelse 8 bits/pixel.

Dogdson em [9]. [5] E. H. W. Meijering, K. J. Zuiderveld e M. A. Viergever, "lage

Observe nas Tabelas Il e IV que dentre os algoritmos Reconstruction by Convolution with Symmetrical Piecewigh-Order
L. P ’ Polynomial Kernels”|EEE Transactions on Image Processingl. 8,
classicos da familia cbica, os melhores resultado®b#dos No. 2, February 1999.

guando o parametra assume os valores -3/4 e -1. Parg6] T. Lehmann, C. Gonner e K. Spitzer, "Survey: Interpiolat Methods

imagens repletas de bordas, como as imagens Barbara e Watch,i\r/‘olMigicﬁ'o'\gﬁqg:effl‘g;egssmg"fEE Transactions on Medical Imaging
a = —1 mostrou ser o valor mais adequado em virtude dg) p Thevenaz, T. Blu e M. Unser, "Interpolation Revidite IEEE

maior concentracao da energia em baixas freqiéndéagzarh Transactions on Medical Imaging000.

imagens repletas de regides de textara; —3/4 mostrou ser [8] N. S. Jayant e P. Noll, "Digital Coding of WaveformsPrentice-Hall
9 p 9 / . Signal Processing Serie€nglewood Cliffs, NJ, USA: Prentice-Hall
o valor mais adequado. No entanto, para todas as imagens, |nc. 19sa.

a adaptacao do parametiada familia cUbica apresentou um [9] N. A. Dogdson, "Quadratic Interpolation for Image Resgimg”, IEEE

anho significativo em relacdo aos algoritmos classicos Transactions on Image Processindl. 6, pp. 1322-1326, 1997.
9 .g ~ . & 9 . . [’10 R. Suntheralingam, "Adaptive Cubic Convolution of HigResolution
Na Fig 8, estdao as imagens erro associadas aos filtr0S remotely Sensed Image Datatsian Conference on Remote Sensing

de interpolagdq,—_s/1hc, (a=—1)hc € (a=a+)hy PaAra o 1995.

; ¥ =2 _ [11] J. Han e S. Baek, "Parametric Cubic Convolution ScaleiEhlargement
experimento de Magnlflcagao por-um fatbr= 4. Observe and Reduction of ImagelEEE Transactions on Consumer Eletronics

que, para§ = 10, a imagem erro do algoritmo adaptativo o, 46, No. 2, pp. 247-256, 2000.

possui baixa densidade ¢éxels pretos. [12] J. Han e H. Kim, "Modified Cubic Convolution Scaler withiimum
Loss of Information”, Society of Photo-Optical Instrumentation
Engineers 2001.
V. CONCLUSAO [13] S. E. Khamy, M. M. Hadhoud, M. |. Dessouky, B. M. Salem e

F. E. Samie, "An Adaptive Cubic Convolution Image Interpioia
Nos algoritmos classicos de interpolacdo, o valor do Approach”, Machine Graphics & Vision International JournaVol. 14,
parametra: da familia cUbica & constante. Com o objetivo de
minimizar o erro inerente a qualquer algoritmo de intergéta
realizavel, foi proposto um algoritmo que adapta o patéone
a de acordo com propriedades locais da sequéncia a ser
interpolada.
Uma possivel implementacao do algoritmo adaptativa par
a classe de seqiiéncias que resultam de um sistema AR de
ordem foi descrita. Simulagdes em imagens tipicas ramstr
um ganho quantitativo significativo do algoritmo adaptativ
guando comparado com algoritmos classicos.
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TABELA I
MSE DOS ALGORITMOS DE INTERPOLAGO ASSOCIADOSA OPERACAO DE MAGNIFICAGAO POR UM FATORL = 4.

Filtro de Imagem
Interpolagao Airplane | Baboon | Barbara Boat Bridge | Couple | Goldhill Lena | Peppers Watch
hn 16.37 80.67 65.11 22.58 49.95 26.77 18.75 21.25 14.37 166.09
hy, 8.64 80.87 60.79 14.45 43.46 20.09 14.92 12.42 10.09 161.05
hqg 4.17 43.01 31.69 7.22 23.06 10.18 7.80 6.36 5.61 85.61
(a:O)hC 6.00 56.99 42.83 10.02 30.69 13.94 10.44 8.78 7.29 113.52
(a:—1/2)hc 1.86 29.32 17.89 3.97 15.40 6.17 5.17 3.57 4.15 57.90
(a:,3/4)hc 1.29 20.97 9.75 2.63 11.16 4.39 3.73 2.60 3.35 41.16
(azfl)hc 2.31 19.87 8.00 3.18 11.20 4.95 3.74 3.49 3.45 38.27
(a:a*)hlcl 1.26 19.12 4.93 2.46 10.66 4.29 3.52 2.48 3.22 34.54
TABELA IV
MSE DOS ALGORITMOS DAFAMILIA CUBICA ASSOCIADOSA OPERAQ&O DE TRANSLAQ&O POR UM VETORU; = (.57 .75).
Filtro de Imagem
Interpolacao Airplane Baboon Barbara Boat Bridge Couple Goldhill Lena Peppers Watch
hn 137.73 818.08 258.55 120.92 422.82 195.10 139.09 108.16 100.25 1304.96
hr, 16.43 161.60 93.11 23.70 80.10 37.22 26.86 21.02 17.34 290.96
hqg 11.81 139.73 47.97 12.78 62.19 26.41 19.17 13.50 13.53 218.50
(a:U)hC 13.63 148.20 63.54 16.59 68.62 30.25 21.80 16.36 14.93 243.76
(a:—l/Q)hC 4.30 82.91 24.17 5.96 35.31 13.92 10.84 6.86 8.52 128.51
(a:,3/4)hc 3.07 62.96 12.48 4.03 26.48 10.21 8.02 5.14 6.96 94.41
(a:—l)hC 5.43 60.11 13.18 5.80 27.24 11.44 8.40 7.06 7.31 87.96
(a:a*)hlcl 3.01 57.11 8.64 3.84 25.71 10.07 7.59 4.89 6.79 80.15

Fig. 8. Imagens erro para o experimento de Magnificacaouporfator L = 4. Da esquerda para a direita, seguem as imagens erro obtjoagirados
filtros de interpolac@Qq—_3/4)hc, (a=—1)hC € (a:a*)hé} para¢ = 1, 5 e 10, respectivamente.



