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Densidade espectral de poténcia de sinais
transmitidos pelo CSK

Rafael Alves da Costa e Marcio Eisencraft

Resumo— Nesse artigo, deriva-se analiticamente expressoes
para a densidade espectral de poténcia de sinais transmitidos
pelo Chaos Shift Keying, uma modulacao digital que utiliza sinais
caoticos. Esses resultados sio importantes quando se pensa em
aplicacdes praticas desses sinais em sistemas de comunicacio e
processamento de sinais. Os resultados tedricos sao ilustrados
por meio de exemplos numéricos.

Palavras-Chave—sinais caéticos, sistemas nio lineares, densi-
dade espectral de poténcia, modulacoes digitais.

Abstract—1In this article, expressions for the power spectral
density of signals transmitted by Chaos Shift Keying (CSK)
are analytically derived. CSK is a digital modulation that uses
chaotic signals. These results are important when considering the
practical application of these signals in communication systems
and signal processing. Theoretical results are illustrated using
numerical examples.

Keywords— chaotic signals, non-linear systems, power spectral
density, digital modulations.

I. INTRODUCAO

Desde o trabalho pioneiro de Pecora e Carroll [1] em que
mostrou-se que dois sistemas cadticos poderiam sincronizar,
muitos trabalhos foram produzidos sobre sistemas de comuni-
cacdo baseado em caos (SCBC) [2]-[9].

Especificamente, em implementacdes digitais de SCBC, a
modulacdo por comutagdo cadtica (CSK - Chaos Shift Keying)
[10]-[13] € amplamente conhecida. Ela é uma modulagio
em que o simbolo a ser transmitido é codificado com os
coeficientes de uma combinag@o linear de sinais cadticos
gerados por um ou mais mapas, ou seja, sistemas dindmicos
de tempo discreto [14].

Para viabilizar aplica¢des praticas da modulagdo digital que
utiliza sinais cadticos € de fundamental importancia conhecer
e controlar precisamente a densidade espectral de poténcia
(DEP) dos sinais transmitidos.

Nesse artigo, deriva-se expressdes analiticas para a DEP
de versdes do CSK que utilizam mapas lineares por partes.
Explora-se aqui o fato de que recentemente foram obtidas
expressdes analiticas para a DEP de alguns geradores cadticos
lineares por partes [15]-[21].

O artigo € organizado da seguinte forma: na Segdo II
resume-se o funcionamento da modulagdo CSK que utiliza
mapas lineares por partes. Na Secdo III deduzem-se a sequén-
cia de autocorrelacdo (SAC) e a DEP dessa modulagdo.
Para alguns casos particulares sao mostradas simulagdes que
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validam os resultados tedricos na Secdo IV. Por fim, na Secdo
V tecem-se as conclusoes.

II. MODULACAO CSK

No CSK bindrio, para um tnico mapa, um sinal cadtico
x(n) é gerado pela equagdo de diferencas [10, Cap. 6],

z(n) = f(z(n - 1)) (1)

com n € N e z(0) uma condigdo inicial arbitrdria.

Nesse trabalho, toma-se uma parti¢do do intervalo [—1,1]
com r intervalos de extremidades —1 < a1 < ... < a1 <
a, = 1. A cada um desses segmentos associa-se um 3y €
{-1,1}, £=1,2,...,r.

Entdo, no intervalo ap_1 < 2 < o 0 mapa f(x) é definido
por

Fe) = e { @
Para facilitar a notagdo, define-se os vetores coluna r-
dimensional o = [e1 @2 . ar |7 e B =[p1 B2 .. 8,]7 [21].

Na Fig. 1(a) é mostrado um grafico de um caso particular
de f(-), para r = 6 com @ = [-0.3-0.10.30.50.8 1]T e
B =[1-1111-1]". Na Fig. 1(b) mostram-se dois trechos
de sinal desse mapa com condi¢des iniciais muito préximas,
2(0) = 0.6 e 2(0) = 0.600000001, deixando-se explicita a
dependéncia sensivel as condi¢des iniciais [14].

2z — (g + 1) }
ap— ap_q '
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Fig. 1. (a) O mapa f(-) com r = 6 e (b) duas 6rbitas com z(0) = 0.6
(linha continua) e z(0) = 0.600000001 (linha tracejada).

A mensagem m(n) a ser transmitida é dada por [22]

m(n) = Z a; 11 (n —iNy), 3)
i=0
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em que, a fungdo porta II (n) é definida por

. 1, 0<n< Ny
T (n) = {O, caso contririo

e faz-se a; = c para transmitir o bit 1 e a; = d para transmitir
o bit 0.

Para obter o sinal CSK, toma-se o produto de (3) por
um sinal cadtico z(n) gerado por f(-) de (1) com condigdo
inicial aleatéria uniformemente distribuida no dominio do
mapa resultando em [10]

“)

s(n) = z(n)m(n). %)

Na Fig. 2 tem-se exemplos dos sinais z(n), m(n) e s(n). Na
Fig. 2(a) mostra-se um sinal cadtico gerado pelo mapa (2) com
r=2 a0 =2aefB=[1 1]T e condicdo inicial aleatéria. Na
Fig. 2(b) apresenta-se um trecho da mensagem correspondente
a sequéncia de simbolos (1,—1,1,1,1,—1,1,—1) em que ¢ =
1 e d= —1 e na Fig. 2(c) o sinal CSK resultante.

m(n)

n

Fig. 2.  (a) Sinal cadtico gerado pelo mapa (2) com r = 2, a3 =
aeB = [11]F com a = 0.05, (b) mensagem para sequéncia
(1,-1,1,1,1,-1,1,—1) com N, = 20 e (c) o sinal CSK resultante.

Com relacao a demodulagdo, quando os dois possiveis sinais
transmitidos pelo CSK nfo possuem mesma energia, i.e., |c| #
|d| é possivel utilizar a demodulagdo ndo coerente em que
utiliza-se o fato de que as energias dos sinais transmitidos sdo
distintas e assim pode-se comparar as energias dos simbolos
recebidos no receptor com um limiar de modo a distinguir
o bit 0 e o bit 1 [10]. Caso contririo, sugere-se o uso da
demodulacdo coerente em que pode-se utilizar técnicas de
sincronizag@o no receptor e recuperar a mensagem transmitida
[10].

Um caso particular do CSK é a modulagdo por comutagdo
liga-desliga caédtica (COOK - Chaos On-Off Keying) para a
qual ¢ =1 e d =0 [10]. Um exemplo de modulagio COOK
€ mostrada na Fig. 3.

Na préxima sessao deriva-se expressdes analiticas para DEP
da modulacido CSK.

10 80 120 160 200 240 280 320

40 30 120 160 200 2210 ZSU 320
n

Fig. 3. (a) Sinal cadtico gerado pelo mapa (2) comr =2, a1 2 ae 8 =
[11 }T com o = 0.35, (b) mensagem para sequéncia (1,0,1,1,1,0,1,0)
com Ny =40 e (c) o sinal COOK resultante.

III. DENSIDADE ESPECTRAL POTENCIA DO CSK

Para calcular a DEP do CSK, primeiramente, calcula-se a
SAC de s(n). Usando-se (5),

Ry(k) = E[s(n)s(n + b)]
=E[z(n)z(n+ k)m(n)m(n + k)]
— Ez(n)a(n + W] E [n(n)m(n + k)

em que E[] é o operador valor esperado e utilizou-se a
independéncia dos processos que caracterizam a mensagem
m(n) e o sinal cadtico z(n).

A SAC de z(n) é obtida por meio de uma férmula recursiva
para n-ésima iteracdo do mapa linear por partes e resulta em
[21]

Ry (k) = %w"“' (7
com .
1
w=1;w (o = ag1)”. ®)

Sua DEP X(w) é dada pela transformada de Fourier de tempo
discreto (TFTD) de (7),

1 -2
3 (1 —2cos(w)p +12)°

Na Fig. 4 tem-se alguns exemplos de X’ (w) para o mapa f(-)
com pardmetros a; = a, 8= [1 -1 ]T e diferentes valores .
Esse mapa é conhecido como tenda inclinada [16]. Nota-se que
o pardmetro o do mapa controla a forma como a poténcia é
distribuida. A poténcia pode concentrar-se nas altas, nas baixas
frequéncias ou possuir caracteristica de banda larga.

Pode se mostrar [22], que a SAC da mensagem m(n), des-
crita em (3), formada por uma sequéncia bindria equiprovével
a;, resulta em

Y L] 2
R, (k)=X (1 Nb)—i—,u,

X(w) = )

(10)

com

(1)
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X(w)

Fig. 4. DEP dos sinais caéticos para diferentes valores de « [16].

e valor médio

c+d
p=—g (12)

Para obter a DEP de (10) calcula-se a TFTD de R,,(k),
resultando em

A2 | sin (“’szb) 5

Na Fig. 5 tem-se alguns exemplos de M (w) para diferentes
valores N, com A=1e p=0.

2

M (w) =

10%

i k
10°

—N, =1
—N,=2
—]V]7 =4
—N, =10
—N, =20

2 107!
N

1072,

10 31

104

0 0.1 0.2 03 04 05 0.6 07 08 09
w/m

Fig. 5. DEP de m(n) para diferentes valores de Np.

Substituindo-se (7) e (10) em (6), obtém-se

1 ||
- )\2 1— 20 2
-5+

Finalmente, toma-se a TFTD de (14) para obter a DEP do

Ry(k) = }ww (14)

CSK

= > Ry(k)e "

k=—o00

Np—1

_ Z 1 \2 1_& 4| eI
3 Ny
k=—(Np—1)

(A2+M +Ni:1 { < N%) -Hf} o (e—jwk+ejwk)
-2 i [ (1_ ﬁ) +,ﬁ} W cos(kw) — M (15)

Nota-se que esta expressdo € geral e possibilita uma diversi-
dade de espectros alcancdveis para modulacdo CSK utilizando-
se de geradores de sinais cadticos lineares por partes [15]-[21].

Na proxima secdo, exemplifica-se numericamente a expres-
sao geral (15) para alguns casos particulares.

IV. EXEMPLOS NUMERICOS

Nesta secdo analisa-se alguns casos particulares da expres-
sdo geral da DEP para modulacdo CSK (15). Investigam-se
os casos N, = 1, N, = 4, N, — oo e o COOK. Nos casos
particulares, considera-se o mapa f(-) com parimetros r = 2,
arZaefB =1 —1]T, ou seja, o mapa tenda inclinada [16].

De (8), obtém-se

2
1
Y= > Be(ar — ap1)?
r=1
1
=1 (51 (1 — a0)® + B (g — 041)2)
1 2
Z«a+D u—a))_a. (16)
Substituindo-se (16) em (15) tem-se
2 ! k
S(w) = 3 Z (1 - Nb) oF cos(kw) — = (17)
k=0
Na Fig. 6 ilustra-se (17) com o = —0.5 para alguns valores

de N,. Nota-se que para esse valor de pardmetro, a DEP da
modulacdo CSK aproxima-se da DEP de (9) conforme N,
cresce. Quando N, = 1, o espectro é plano. Claramente, a
DEP concentra-se nas altas frequéncias para valores de N, #
1. Ja na Fig. 7, com a = 0.5, a DEP concentra-se nas baixas
frequéncias apresentando simetria em relacdo a Fig. 6.

A. Caso: CSK com Ny =1

Nesse caso a somatéria (15) apresenta apenas uma parcela
e
S(w) =

(N +12)/3. (18)

Nota-se que independente dos parametros escolhidos para o
mapa f(-) a DEP da modula¢do CSK resulta em um espectro
plano. De (18), obtém-se S (w) = 1/3, ou seja, o sinal
transmitido comporta-se em termos espectrais como um ruido
branco.
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W0 =8 =1

S(w)

Fig. 6. S(w) para diferentes valores de N, com o« = —0.5. Em linha
continua estdo as curvas obtidas via simulagdo numérica e curvas analiticas
em linha tracejada.

0 05 1
w/m

Fig. 7. S(w) para diferentes valores de N com o = 0.5. Em linha continua
estdo as curvas obtidas via simulagdo numérica e curvas analiticas em linha
tracejada.

B. Caso: CSK com N, =4
De (17), para N = 4 tem-se

R 1
=3 Z (1 - ) o cos(kw) — 3
1 2
"3

+0( ) cos(w) + <C;> cos(2w)
+ <O§> cos(3w).

Nas Fig. 8 & apresentado a DEP de (19) para alguns
valores de «. Quando o pardmetro a € positivo, a poténcia
concentra-se nas baixas frequéncias. Quando « € negativo
a DEP concentra-se nas altas frequéncias. Nota-se que esse
resultado é parecido com o exemplo da Fig. 4, entretanto,
S(w) possui uma largura de banda maior e uma tendéncia de

sua DEP aproximar-se de M (w) quando o pardmetro || — 1.

19)

10!

a=0.9
a=0.5

1m:f§é5<;:f““\\:>\ """
3 z
%)

1072 w

0 0.5 1
w/m

Fig. 8. DEP do CSK com N = 4 para diferentes valores de c.

C. Caso: CSK com Ny — oo
Neste caso, utilizando-se (15)

S(w)—fzwkcos kw)—1

3
:Zé ( jwk+ejwk:)7§
k=0
— % [(Z wk jwk) (i d)kejwk) - 1]
k=0
1 1
] |:1—1/)6]“’ * 1 — e v _1]
1 1—?
C 31—y (eI eiv) 4y
1—?

T 3(1— 2¢ cos(w) + 92) 20)

Comparando-se com (9), nota-se que obtém-se novamente
a DEP do sinal caético puro, como esperado. Além disso,
utilizando-se (16) obtém-se a DEP do mapa tenda inclinada
[16].

D. COOK

Outro caso particular de (15) é quando o sinal digital possui
¢ =1 e d = 0. Nesse caso, utilizando-se (10)-(12) a SAC do
sinal digital da modulagdo COOK resulta em

ma = (12 5) + 5

Consequentemente, usando-se (21) em (15) tem-se

N},*l
2 1 k 1 1
== S (AT P R )
S(w) 3 g@ [4< Nb>+4]w cos(kw) G (22)
Nota-se que de (18), a primeira parcela em (22) é dada por
S(w) =1/6.
Substituindo-se (16) em (22), obtém-se
Nb—l

&w)§§:i{<1ﬁj+1]aC%uw)é

k=0

2y

(23)
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Na Fig. 9 ilustra-se (23) com o = —0.5. Nota-se que a DEP
dos sinais modulados COOK sao idénticas as da modulacio
CSK concentrando-se nas altas frequéncias, havendo apenas
atenuagdo de 1/2. J4 na Fig. 10, com « = 0.5, a DEP
concentra-se nas baixas frequéncias novamente apresentando
simetria em relagdo a Fig. 9.

3
%
0 015 1
w/T
Fig. 9. S(w) para diferentes valores de N com o = —0.5. Em linha

continua estdo as curvas obtidas via simulagdo numérica e curvas analiticas
em linha tracejada.

100 F=~

Fig. 10. S(w) para diferentes valores de N, com o = 0.5. Em linha
continua estdo as curvas obtidas via simulagdo numérica e curvas analiticas
em linha tracejada.

V. CONCLUSOES

Quando se pensa na aplicacdo pratica da modulagao CSK,
na drea de Telecomunicacdes, ¢ de fundamental importancia
conhecer e controlar as caracteristicas espectrais dos sinais
gerados por ela. Nesse artigo, deduziu-se a SAC e a DEP da
modulagdo CSK que utiliza-se de geradores cadticos lineares
por partes. Em particular, foram analisados, tedrica e nume-
ricamente, alguns casos particulares dessa modulacdo. Esses
resultados podem ser tteis em projetos de SCBC.

Como continuacdo desse trabalho pretende-se estender o
estudo para outras modulacdes digitais que utilizam sinais

cadticos, como por exemplo, a comutacdo cadtica diferencial
(DCSK - Differential Chaos Shift Keying) [10]. Além disso,
pretende-se utilizar Universal Software Radio Peripherical
(USRP) para desenvolver testes experimentais de SCBC [23].
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