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Decomposição de Matrizes Antiautossimilares em
Matrizes de Posto-1 e Aplicações em

Processamento de Sinais
H. B. A. Barbosa, L. B. da Silva, e R. M. Campello de Souza .

Resumo— Este trabalho define uma nova espécie de simetria
em matrizes, através do conceito de matrizes antiautossimilares.
Além disso, é proposta uma forma sistemática de expressar uma
matriz antiautossimilar como combinação linear de matrizes de
posto-1. Através da decomposição obtida, algoritmos rápidos
para a multiplicação de quatérnios e octônios são mostrados,
ilustrando o método proposto.

Palavras-Chave— Matrizes antiautossimilares, algoritmos rá-
pidos, decomposição de matrizes, matrizes de posto-1, complexi-
dade multiplicativa, números hipercomplexos.

Abstract— This work defines a new kind of matrix symmetry,
through the concept of anti-self-similar matrices. A method of
expanding an arbitrary anti-self-similar matrix as a linear combi-
nation of rank-one matrices is presented. As an illustration of the
proposed techniques, fast algorithms for computing quaternion
and octonion multiplications are shown.

Keywords— Anti-self-Similar matrices, fast algorithms, rank-
one matrices, multiplicative complexity, hypercomplex numbers.

I. INTRODUÇÃO

Algoritmos rápidos são fundamentais para implementação
eficiente de ferramentas importantes em engenharia, tais como
transformadas discretas e filtros digitais. Classes de algorit-
mos rápidos muito utilizados como as FFTs (Fast Fourier
Transforms) de base 2 buscam explorar simetrias matriciais e
utilizam a estratégia de dividir para conquistar, que consiste em
dividir problemas maiores em vários subproblemas menores
do mesmo tipo, resolver os problemas simplificados e reunir
as soluções obtidas. Nesse contexto, é interessante identificar
e propor novas formas de simetria em matrizes para obtenção
de algoritmos de baixa complexidade.

Lafon [1] mostrou que a computação de baixa complexidade
multiplicativa de formas bilineares está intimamente ligada
ao posto tensorial das matrizes associadas a essas formas
e pode ser implementada por meio da decomposição dessas
matrizes em matrizes de posto-1. Em [2], foi mostrado como
se obter um algoritmo rápido para qualquer transformada
discreta linear a partir da decomposição formada pelo menor
número de matrizes de posto-1 para um dado conjunto finito
de matrizes racionais.

H. B. A. Barbosa, e-mail: helder.alves@ufpe.br; L. B. da Silva, De-
partamento de Eletrônica e Sistemas, Universidade Federal de Pernambuco
/ UNIFBV - Centro Universitário Boa Viagem, Recife - PE, e-mail: lu-
ciano.lucianobarboza@gmail.com; R. M. Campello de Souza, e-mail: ri-
cardo.csouza@ufpe.br, Departamento de Eletrônica e Sistemas, Universidade
Federal de Pernambuco, Recife - PE.

Neste artigo, é apresentada uma nova espécie de simetria
matricial, através do conceito de matrizes antiautossimilares.
Além disso, através da estratégia de dividir para conquistar, é
obtido um procedimento sistemático para a decomposição de
matrizes antiautossimilares em matrizes de posto-1. A Seção
II conceitua matrizes antiautossimilares, enquanto a Seção
III mostra como decompor uma matriz antiautossimilar em
matrizes de posto-1. Na Seção IV, são apresentados cenários
possíveis de aplicação e são obtidos algoritmos rápidos utili-
zando a metodologia exposta. Na Seção V são apresentadas
as conclusões do artigo.

II. MATRIZES ANTIAUTOSSIMILARES

Definição 1: Uma matriz A de ordem 2 é antiautossimilar
se apresenta a seguinte forma:[

z1 z2
−z2 −z1

]
.

Em geral uma matriz de ordem 2n é denominada antiautossi-
milar se tem a forma[

A11 A12

−A12 −A11

]
,

em que A11 e A12 são antiautossimilares de ordem 2n−1.
Uma matriz antiautossimilar de ordem 2n é denominada aqui
por AA2n .

Exemplo 1: A matriz M4
−b1 −b2 | b3 b4
b2 b1 | −b4 −b3
−− −− | −− −−
−b3 −b4 | b1 b2
b4 b3 | −b2 −b1

 ,
é uma matriz AA4.

Exemplo 2: A matriz M8

−b1 −b2 | b3 b4 | b5 b6 | b7 b8
b2 b1 | −b4 −b3 | −b6 −b5 | −b8 −b7
−− −− | −− −− | −− −− | −− −−
−b3 −b4 | b1 b2 | −b7 −b8 | −b5 −b6
b4 b3 | −b2 −b1 | b8 b7 | b6 b5
−− −− | −− −− | −− −− | −− −−
−b5 −b6 | −b7 −b8 | b1 b2 | −b3 −b4
b6 b5 | b8 b7 | −b2 −b1 | b4 b3
−− −− | −− −− | −− −− | −− −−
b7 b8 | b5 b6 | b3 b4 | −b1 −b2
−b8 −b7 | −b6 −b5 | −b4 −b3 | b2 b1


.

é uma matriz AA8.

SBrT 2021 1570726966
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III. RESULTADOS IMPORTANTES SOBRE AS MATRIZES
ANTIAUTOSSIMILARES

Teorema 1: Seja A uma matriz AA2n . Então existe um
conjunto B2n = {B1,B2, . . . ,B2n} em que cada Bj é uma
matriz de posto unitário, j = 1, 2, . . . , 2n, de modo que

A =
2n∑
j=1

βj(A)Bj ,

em que Bj = b′j ⊗ b′′Tj , b′j = [b′i]2n×1, b′′j =
[b′′i ]2n×1, b′i ∈ {−1,+1}, b′′i ∈ {−1,+1} βj(A) =
1

2n
[ z1 z2 . . . z2n ] · b′′j , [ z1 z2 . . . z2n ] é a

primeira linha da matriz A, · indica o produto interno e ⊗
indica o produto de Kronecker.

Demonstração: Por indução em n.
1) Para n = 1 considere A uma matriz AA2 dada por

A =

[
z1 z2
−z2 −z1

]
.

Pode-se escrever A da seguinte forma:

A = z1

[
1 0
0 −1

]
+ z2

[
0 1
−1 0

]
=

1

2
z1

[
1 + 1 1− 1
−1 + 1 −1− 1

]
+
1

2
z2

[
1− 1 1 + 1
−1− 1 −1 + 1

]
.

Logo, tem-se

A = β0(A)B0 + β1(A)B1, (1)

em que

β0(A) =
1

2
[z1 + z2] , β1(A) =

1

2
[z1 − z2] ,

B0 =

[
1 1
−1 −1

]
e B1 =

[
1 −1
1 −1

]
.

Observe que B0 = b′0 ⊗ b′′T0 =

[
1
−1

]
⊗ [ 1 1 ],

B1 = b′1 ⊗ b′′T1 =

[
1
1

]
⊗ [ 1 −1 ],

β0(A) =
1

2
[ z1 z2 ] ·b′′0 e β1(A) =

1

2
[ z1 z2 ] ·b′′1 .

Note adicionalmente que o conjunto B = {B0,B1} é
composto apenas por matrizes de posto unitário.

2) Hipótese de Indução
Seja A uma matriz AA2k e seja o conjunto B2k =
{B1,B2, . . . ,B2k}, em que Bj , j = 1, 2, . . . , 2k, é uma
matriz de posto unitário. Considere que

A =
2k∑
j=1

βj(A)Bj , (2)

em que Bj = b′j ⊗ b′′Tj , b′j = [b′i]2k×1, b′′j =
[b′′i ]2k×1, b′i ∈ {−1,+1}, b′′i ∈ {−1,+1} βj(A) =
1

2k
[ z1 z2 . . . z2k ] · b′′j e [ z1 z2 . . . z2k ] é

a primeira linha da matriz A.

Para n = 2k+1, seja A uma matriz AA2k+1 . Pela
Definição 1,

A =

[
A11 A12

−A12 −A11

]
,

em que A11 é AA2k , com a primeira linha dada por
{z1, z2, . . . , z2k} e A12 é AA2k , com a primeira linha
dada por {z2k+1, z2k+2, . . . , z2k+1}. Assim pode-se es-
crever

A =

[
A11 0
0 −A11

]
+

[
0 A12

−A12 0

]
e, pela hipótese de indução em (2) e pela Definição 1,

A =
2k∑
j=1

(
βj(A11)

[
Bj 0
0 −Bj

])

+
2k∑
j=1

(
βj(A12)

[
0 Bj

−Bj 0

])

=
1

2

2k∑
j=1

(βj(A11) + βj(A12))

[
Bj Bj

−Bj −Bj

]

+
1

2

2k∑
j=1

(βj(A11)− βj(A12))

[
Bj −Bj

Bj −Bj

]
.

Considere βj0(A) ,
1

2
[βj(A11) + βj(A12)]

=
1

2k+1

[
[ z1 z2 . . . z2k ] · b′′j

+ [ z2k+1 z2k+2 . . . z2k+1 ] · b′′j
]

=
1

2k+1
[ z1 z2 . . . z2k+1 ] · [ bj′′T bj′′T ]T

e βj1(A) ,
1

2
[βj(A11)− βj(A12)]

=
1

2k+1

[
[ z1 z2 . . . z2k ] · b′′j

− [ z2k+1 z2k+2 . . . z2k+1 ] · b′′j
]

=
1

2k+1
[ z1 z2 . . . z2k+1 ] · [ bj′′T −bj′′T ]T .

Sejam

Bj0 =

[
Bj Bj

−Bj −Bj

]
e Bj1 =

[
Bj −Bj

Bj −Bj

]
. (3)

Como Bj = b′j ⊗ b′′Tj , pode-se escrever

Bj0 = b′j0 ⊗ b′′Tj0 e Bj1 = b′j1 ⊗ b′′Tj1 ,

em que

b′j0 =

[
b′j
−b′j

]
, b′′j0 =

[
b′′j
b′′j

]
,

b′j1 =

[
b′j
b′j

]
e b′′j1 =

[
b′′j
−b′′j

]
.

Assim,
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A =
2k+1∑
r=1

βr(A)Br, (4)

em que, dado z = [ z1 z2 . . . z2k+1 ],

βr(A) =

{
z · b′′r0, 1 ≤ r ≤ 2k,
z · b′′r1, 2k + 1 ≤ r ≤ 2k+1

e
Br =

{
Br0, 1 ≤ r ≤ 2k,
Br1, 2k + 1 ≤ r ≤ 2k+1.

Definição 2: Sejam B1 = {B11,B12, . . . ,B1m} e B2 =
{B21,B22, . . . ,B2n} dois conjuntos de matrizes. Define-se o
Produto de Kronecker desses dois conjuntos como sendo

B1 ⊗ B2 = ∪mi=1 ∪nj=1 {B1i ⊗B2j}.
Posta esta definição, pode-se estabelecer o seguinte proce-
dimento para a geração do conjunto B2n das matrizes de
posto unitário, utilizadas no Teorema 1, na decomposição das
matrizes AA2n :

Teorema 2: Seja B2n um conjunto de matrizes de posto
unitário para decompor uma matriz AA2n , conforme Teorema
1. Para n ≥ 2 tem-se B2n = B2 ⊗ B2n−1 .

Demonstração: Pela Expressão (1) as matrizes AA2

podem ser decompostas utilizando-se o conjunto de matrizes
de posto unitário

B2 = {B0,B1},

em que B0 =

[
1 1
−1 −1

]
e B1 =

[
1 −1
1 −1

]
.

Seja A uma matriz AA2n . Pelo Teorema 1 pode-se escrever

A =

2n∑
r=1

βr(A)Br,

em que Br ∈ B2n . Mas, por (3), cada matriz Br pode ser
escrita de uma das seguintes formas:

Br =

[
Bj Bj

−Bj −Bj

]
= B0 ⊗Bj (5)

ou
Br =

[
Bj −Bj

Bj −Bj

]
= B1 ⊗Bj , (6)

em que Bj ∈ B2n−1 . Assim B2n = B2 ⊗ B2n−1 .

IV. APLICAÇÕES EM PROCESSAMENTO DE SINAIS

O tipo de simetria encontrado nas matrizes antiautossimila-
res pode ser utilizada para a obtenção de algoritmos rápidos.
A ideia geral consiste em, dado um produto X = Mx, em
que M é uma matriz 2n × 2n e x um vetor 2n × 1, expressar
a matriz M como a soma de uma matriz antiautossimilar e
eventuais fatores de ajuste. Como existe uma forma sistemática
de decompor uma matriz antiautossimilar em matrizes de
posto-1, é possível obter algoritmos rápidos para alguns casos
especiais de matrizes M. Nesta seção, como exemplos, são
mostrados algoritmos rápidos para a computação da multipli-
cação de dois quatérnios e de dois octônios, que consistem em
números hipercomplexos que têm sido recentemente estudados
no contexto de processamento de sinais [3], [4], [5], [6] e [7].

A. Quatérnios

Um quatérnio sobre o corpo R é um número da forma

a = a1e1 + a2e2 + a3e3 + a4e4,

em que aj ∈ R, j = 1, 2, 3, 4, e1 = 1 e ej , j = 2, 3, 4, são
unidades imaginárias com multiplicações definidas segundo a
Tabela I.

TABELA I
TABELA DE MULTIPLICAÇÃO DAS UNIDADES IMAGINÁRIAS DE UM

QUATÉRNIO.

× e1 e2 e3 e4

e1 e1 e2 e3 e4
e2 e2 −e1 e4 −e3
e3 e3 −e4 −e1 e2
e4 e4 e3 −e2 −e1

Por essa definição, o produto ab de dois quatérnios, em que

a = a1e1 + a2e2 + a3e3 + a4e4,

b = b1e1 + b2e2 + b3e3 + b4e4,

pode ser representado como o produto matricial

Y = Q4X,

em que
Y = [−y1, y2, y3, y4]T ,

X = [a1, a2, a3, a4]
T

e

Q4 =


−b1 b2 | b3 b4
b2 b1 | b4 −b3
−− −− | −− −−
b3 −b4 | b1 b2
b4 b3 | −b2 b1

 ,
X representando o quatérnio a e Q4 representando o quatérnio
b.

Observa-se que, através do método direto, o produto de dois
quatérnios pode ser computado utilizando-se 16 multiplicações
e 12 adições.

A estratégia para obter um algoritmo rápido para multipli-
cação de quatérnios consiste em expressar Q4 numa soma de
uma matriz antiautossimilar e fatores de ajuste, da seguinte
forma:

Q4 = M4 + 2F4, (7)

em que

F4 = b1F4(4, 4) + b2F4(1, 2) + b3F4(3, 1) + b4F4(2, 3),
(8)

F4(r, s) = [fij ], com

fij =

{
1, se i = r e j = s, r, s ∈ {1, 2, . . . , 4},
0, caso contrário

e M4 está definida no Exemplo 1.
Note que a matriz composta por fatores de ajuste pode ser

escrita como uma soma de 4 matrizes de posto unitário.
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Como M4 é AA4, utiliza-se o Teorema 2 para gerar as
matrizes utilizadas na decomposição de posto-1. Verifica-se
primeiramente que

B2 = {B0,B1},

em que

B0 =

[
1 1
−1 −1

]
e B1 =

[
1 −1
1 −1

]
.

Assim, pelo Teorema 2,

B4 = B2 ⊗ B2 = {B00,B01,B10,B11},

em que

B00 =


1 1 1 1
−1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 −1
1 1 1 1

 ,

B01 =


1 −1 1 −1
1 −1 1 −1
−1 1 −1 1
−1 1 −1 1

 ,

B10 =


1 1 −1 −1
−1 −1 1 1
1 1 −1 −1
−1 −1 1 1

 ,

B11 =


1 −1 −1 1
1 −1 −1 1
1 −1 −1 1
1 −1 −1 1

 .
De modo geral, ainda pode-se escrever

Bij = Bi ⊗Bj = b′ij ⊗ b′′Tij , i, j,∈ {0, 1},

b′T00 = [ 1 −1 −1 1 ], b′′T00 = [ 1 1 1 1 ],

b′T01 = [ 1 1 −1 −1 ], b′′T01 = [ 1 −1 1 −1 ],

b′T10 = [ 1 −1 1 −1 ], b′′T10 = [ 1 1 −1 −1 ],

b′T11 = [ 1 1 1 1 ], b′′T11 = [ 1 −1 −1 1 ].

Pela Expressão (7) pode-se escrever o produto de dois
quatérnios como

Y = Q4X = M4X+ 2F4X, (9)

em que M4 é AA4 e, como se pode observar em (8), F4 é
uma soma de matrizes de posto unitário, de modo que F4X
consiste em 4 termos de ajuste, em que cada termo de ajuste
contribui com uma multiplicação na execução do algoritmo.

Portanto, a complexidade multiplicativa do algoritmo pro-
posto é de oito multiplicações: quatro delas se referem à
expansão da matriz antiautossimilar em matrizes de posto-1 e
as quatro restantes resultam dos fatores de ajuste necessários
para expressar a matriz Q4 por meio de uma matriz antiau-
tossimilar. O algoritmo proposto tem a mínima complexidade
multiplicativa conhecida na literatura [8] e está próximo do
limite mínimo teórico de 7 multiplicações descoberto por
Fiduccia [9].

B. Octônios

De acordo com [10] um octônio sobre o corpo R é um
número da forma

a = a1e1+a2e2+a3e3+a4e4+a5e5+a6e6+a7e7+a8e8,

em que aj ∈ R, j = 1, 2, . . . , 8, e1 = 1 e ej , j = 2, . . . , 8,
são unidades imaginárias com multiplicação definida segundo
a Tabela II.

TABELA II
TABELA DE MULTIPLICAÇÃO DAS UNIDADES IMAGINÁRIAS DE UM

OCTÔNIO.

× e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7 e8

e1 e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7 e8
e2 e2 −e1 e4 −e3 e6 −e5 −e8 e7
e3 e3 −e4 −e1 e2 e7 e8 −e5 −e6
e4 e4 e3 −e2 −e1 e8 −e7 e6 −e5
e5 e5 −e6 −e7 −e8 −e1 e2 e3 e4
e6 e6 e5 −e8 e7 −e2 −e1 −e4 e3
e7 e7 e8 e5 −e6 −e3 e4 −e1 −e2
e8 e8 −e7 e6 e5 −e4 −e3 e2 −e1

Por essa definição o produto ab, de dois octônios, em que

a = a1e1+a2e2+a3e3+a4e4+a5e5+a6e6+a7e7+a8e8,

b = b1e1 + b2e2 + b3e3 + b4e4 + b5e5 + b6e6 + b7e7 + b8e8,

pode ser representado como o produto matricial

Y = O8X

em que
Y = [−y1, y2, y3, y4, y5, y6, y7, y8]T ,

X = [a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8]
T ,

e

O8 =



−b1 b2 b3 b4 b5 b6 b7 b8
b2 b1 b4 −b3 b6 −b5 −b8 b7
b3 −b4 b1 b2 b7 b8 −b5 −b6
b4 b3 −b2 b1 b8 −b7 b6 −b5
b5 −b6 −b7 −b8 b1 b2 b3 b4
b6 b5 −b8 b7 −b2 b1 −b4 b3
b7 b8 b5 −b6 −b3 b4 b1 −b2
b8 −b7 b6 b5 −b4 −b3 b2 b1


,

X representando o octônio a e O8 representando o octônio b.
Observa-se que, por meio do método direto, o produto de

dois octônios pode ser computado utilizando-se 64 multipli-
cações e 56 adições.

A estratégia para obter um algoritmo rápido para multipli-
cação de octônios é análoga à utilizada na multiplicação de
quatérnios e consiste em expressar O8 numa soma de uma
matriz antiautossimilar e uma matriz composta por fatores de
ajuste, da seguinte forma:

O8 = M8 + 2F8, (10)

em que
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F8 = b2F8(1, 2) + b4F8(2, 3) + b6F8(2, 5) + b7F8(2, 8)

+ b3F8(3, 1) + b7F8(3, 5) + b8F8(3, 6) + b1F8(4, 4)

− b7F8(4, 6)− b5F8(4, 8) + b5F8(5, 1) + b3F8(5, 7)

+ b4F8(5, 8)− b8F8(6, 3) + b1F8(6, 6)− b4F8(6, 7)

− b6F8(7, 4)− b3F8(7, 5) + b1F8(7, 7) + b8F8(8, 1)

+ b6F8(8, 3) + b5F8(8, 4),
(11)

o elemento fij da matriz F8(r, s) é definido como

fij =

{
1, se i = r e j = s, r, s ∈ {1, 2, . . . , 8},
0, caso contrário

e M8 está definida no Exemplo 2. Note que a matriz composta
por fatores de ajuste pode ser escrita como uma soma de 22
matrizes de posto unitário.

Como M8 é uma matriz AA8, utiliza-se o Teorema 2
para gerar as matrizes utilizadas na decomposição de posto-1.
Assim,

B8 = B2 ⊗ B4 = B2 ⊗ B2 ⊗ B2

= {B000,B001,B010,B011,B100,B101,B110,B111} ,
em que

Bijk = Bi ⊗Bj ⊗Bk = b′
ijk ⊗ b′′T

ijk, i, j, k ∈ {0, 1},

B0 =

[
1 1
−1 −1

]
, B1 =

[
1 −1
1 −1

]
,

b′T
000 = [ 1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 ],

b′′T
000 = [ 1 1 1 1 1 1 1 1 ],

b′T
001 = [ 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 ],

b′′T
001 = [ 1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 ],

b′T
010 = [ 1 −1 1 −1 −1 1 −1 −1 ],

b′′T
010 = [ 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 ],

b′T
011 = [ 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 ],

b′′T
011 = [ 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 ],

b′T
100 = [ 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 ],

b′′T
100 = [ 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 ],

b′T
101 = [ 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 ],

b′′T
101 = [ 1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 ],

b′T
110 = [ 1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 ],

b′′T
110 = [ 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 ],

b′T
111 = [ 1 −1 −1 1 1 −1 1 −1 ],

b′′T
111 = [ 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 ].

Pela Expressão (10) pode-se escrever o produto de dois
octônios como

Y = O8X = M8X+ 2F8X, (12)

em que M8 é AA8 e, como se pode observar em (11), F8 é
uma soma de matrizes de posto unitário, de modo que F8X
consiste em 22 termos de ajuste, em que cada termo de ajuste
contribui com uma multiplicação na execução do algoritmo.

Portanto, a complexidade multiplicativa do algoritmo pro-
posto é de 30 multiplicações reais: oito delas se referem a
expansão da matriz antiautossimilar em matrizes de posto-
1 e as vinte e duas restantes resultam dos fatores de ajuste
necessários para expressar a matriz O8 por meio de uma
matriz antiautossimilar. O algoritmo obtido possui a mínima
complexidade multiplicativa observada na literatura [11].

V. CONCLUSÕES

Neste trabalho, foi introduzida uma nova forma de simetria
matricial, através do conceito de matrizes antiautossimilares,
Além disso, foi apresentado um procedimento sistemático
para decompor uma matriz antiautossimilar em matrizes de
posto unitário, no intuito de construir algoritmos rápidos em
processamento digital de sinais. Como ilustração da técnica,
foram propostos algoritmos rápidos para multiplicação de dois
quatérnios e de dois octônios. A complexidade multiplicativa
de ambos algoritmos obtidos é a mínima conhecida na litera-
tura, mostrando a utilidade dos conceitos introduzidos.
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