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Decomposicao de Matrizes Antiautossimilares em
Matrizes de Posto-1 e Aplicacoes em
Processamento de Sinais

H. B. A. Barbosa, L. B. da Silva, e R. M. Campello de Souza .

Resumo— Este trabalho define uma nova espécie de simetria
em matrizes, através do conceito de matrizes antiautossimilares.
Além disso, é proposta uma forma sistematica de expressar uma
matriz antiautossimilar como combinacfo linear de matrizes de
posto-1. Através da decomposicio obtida, algoritmos rapidos
para a multiplicacio de quatérnios e octonios sdo mostrados,
ilustrando o método proposto.

Palavras-Chave— Matrizes antiautossimilares, algoritmos ra-
pidos, decomposi¢cio de matrizes, matrizes de posto-1, complexi-
dade multiplicativa, niimeros hipercomplexos.

Abstract— This work defines a new kind of matrix symmetry,
through the concept of anti-self-similar matrices. A method of
expanding an arbitrary anti-self-similar matrix as a linear combi-
nation of rank-one matrices is presented. As an illustration of the
proposed techniques, fast algorithms for computing quaternion
and octonion multiplications are shown.

Keywords— Anti-self-Similar matrices, fast algorithms, rank-
one matrices, multiplicative complexity, hypercomplex numbers.

I. INTRODUCAO

Algoritmos rapidos sdo fundamentais para implementacio
eficiente de ferramentas importantes em engenharia, tais como
transformadas discretas e filtros digitais. Classes de algorit-
mos rdpidos muito utilizados como as FFTs (Fast Fourier
Transforms) de base 2 buscam explorar simetrias matriciais e
utilizam a estratégia de dividir para conquistar, que consiste em
dividir problemas maiores em vdrios subproblemas menores
do mesmo tipo, resolver os problemas simplificados e reunir
as solucdes obtidas. Nesse contexto, é interessante identificar
e propor novas formas de simetria em matrizes para obtencio
de algoritmos de baixa complexidade.

Lafon [1] mostrou que a computagio de baixa complexidade
multiplicativa de formas bilineares estd intimamente ligada
ao posto tensorial das matrizes associadas a essas formas
e pode ser implementada por meio da decomposicao dessas
matrizes em matrizes de posto-1. Em [2], foi mostrado como
se obter um algoritmo rdpido para qualquer transformada
discreta linear a partir da decomposicdo formada pelo menor
nimero de matrizes de posto-1 para um dado conjunto finito
de matrizes racionais.
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partamento de Eletronica e Sistemas, Universidade Federal de Pernambuco
/ UNIFBV - Centro Universitirio Boa Viagem, Recife - PE, e-mail: lu-
ciano.lucianobarboza@gmail.com; R. M. Campello de Souza, e-mail: ri-
cardo.csouza@ufpe.br, Departamento de Eletronica e Sistemas, Universidade
Federal de Pernambuco, Recife - PE.

Neste artigo, € apresentada uma nova espécie de simetria
matricial, através do conceito de matrizes antiautossimilares.
Além disso, através da estratégia de dividir para conquistar, é
obtido um procedimento sistematico para a decomposicio de
matrizes antiautossimilares em matrizes de posto-1. A Secdo
IT conceitua matrizes antiautossimilares, enquanto a Secdo
IIT mostra como decompor uma matriz antiautossimilar em
matrizes de posto-1. Na Se¢do IV, sdo apresentados cendrios
possiveis de aplicacdo e sdo obtidos algoritmos rdpidos utili-
zando a metodologia exposta. Na Secdo V s@o apresentadas
as conclusdes do artigo.

II. MATRIZES ANTIAUTOSSIMILARES

Definicdo 1: Uma matriz A de ordem 2 € antiautossimilar
se apresenta a seguinte forma:

21 22

—z2 —21 |
Em geral uma matriz de ordem 2" ¢ denominada antiautossi-
milar se tem a forma

[ An

A12
_A12 ’

_All

em que Aj; e Ao sdo antiautossimilares de ordem on—1,
Uma matriz antiautossimilar de ordem 2™ é denominada aqui

por AAgn.
Exemplo 1: A matriz My
—br —by | b3 by
by b1 | —by —b3
— = — =,
—bs —by | b1 bo
by by | —ba by
é uma matriz AA,.
Exemplo 2: A matriz Mg
T —by by | by bs bs b | by bs T
ba b1 | —bs —b3 —bs —bs —bg  —br
— = | == = __ __
—bs  —bs b1 b2 —by  —bs —bs —bs
by bs —bs —b1 bs b7 be bs
—bs —bs —by —bs b1 ba —bs —bs
be b5 bs b —b2 —b1 b4 b3
b7 bs bs be bs by —b1  —ba
L —bs —br —bs —bs —bs  —bs ba bi |

é uma matriz AAg.
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III. RESULTADOS IMPORTANTES SOBRE AS MATRIZES
ANTIAUTOSSIMILARES

Teorema 1: Seja A uma matriz AAs». Entdo existe um
conjunto By = {B1,By,...,Bax} em que cada B, é uma
matriz de posto unitdrio, 7 = 1,2,...,2", de modo que

on

A= Z&-(A)Bj

em que B; = b} @ b/T, b = [bfanxi, b =
[blﬂgnxl, b, e {-1,+1}, b/ e {-1,4+1} B;(A) =
7[ zZ1 22 A ] . b;’ . [ zZ1 22 zZon ] é a

primeira linha da matriz A, - indica o produto interno e ®
indica o produto de Kronecker.
Demonstragdo: Por inducdo em n.

1) Para n = 1 considere A uma matriz AA, dada por

A|: z1 Z9 :|
—&2 —Z1

Pode-se escrever A da seguinte forma:
1 0 0 1
asalo S5 0)

2 -1+1 —-1-1 -1-1 —-1+1

Logo, tem-se

2

A = Bo(A)Bo + S1(A)By, (1

em que

5 [2’1 - 22],

1
BO(A):i['Zl‘i‘ZQ]a Bl(A):2
1 1 1 -1
Bo-| Y L] em=]]
ObservequeBO:b6®bgT:[_11]@)[1 1],
Bsb&@b&”z[}]@[l -1,

Bo(A)==[ 21 22 ] by e pi(A) = 2[ 21 22 |-bf.
Note adicionalmente que o conjunto B = {Bg,B;} ¢
composto apenas por matrizes de posto unitério.

2) Hipétese de Inducdo
Seja A uma matriz AAyx e seja o conjunto By =

{B1,Ba,...,By:}, em que B;, j =1,2,...,2% ¢ uma
matriz de posto unitdrio. Considere que
2

A=Y 5i(A)B;y, 2
em que B; = b @ bIT, b = [b]oy, b =
b ]ar 1. b; € {=1,+1}, b € {-1,+1} B;(A) =
1
27[ 21 22 ... oz |obJ ez za oo oz | €

a primeira linha da matriz A.

1 |: 1+1 1-1 :| 1 |: 1-1 1+1 :|
= =21 +—=29 .

Para n = 2F*! seja A uma matriz AA,+r. Pela
Definigdo 1,
A Ap
A= ,
[ -A, Ay

em que Aj; é AA,., com a primeira linha dada por
{z1,22,..., 200} € Ajs é AAgr, com a primeira linha
dada por {zgx 1,29k yo,...,2ok+1}. Assim pode-se es-
crever

. A11 0 0 A12
A{ 0 —A11]+{—A12 0}

e, pela hipétese de indugdo em (2) e pela Definigdo 1,

)

3 (oan] 3, %)

J

2 B, B,
2; (B (A11) + Bj(A12)) [ —]?j)j —P];j ]

2k

N |

n B; Bj].

(s(An) - (A | 5 B

Jj=1

Considere (jo(A) £ % [Bi(A11) + B (A12)]

1

C el m e ]

+ [ zorq1 Zoryo Zokt1 ].b;/]

= 2T1+1[ 21 2y ... Zowsr | o[ b7 by T
e Bj1(A) = % [B;(A11) — B;(A12)]

1

= oo [ 21 2 P

— [ Zokq1 Zokya ... Zownr |- DY

— 2T1+1[ z21 2o zgrrn |- [ BT —bj"T ]T'
Sejam

_| By By . _| B —Bj
BJO = [ *B]' *Bj :| € B]1 = [ B]' *Bj . (3)

Como B, = b} ® bC’ T pode-se escrever

Bjo=bly @bl e Bj=bj; @b,

b//
b;'/O = |: b// :| ’

b b/
bgl—[b;_] c b;q—{_g,_,]
J J

em que

Assim,
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2k+1
A=Y B(AB,, )
r=1
em que, dado z =[ 21 2o Zokt1 |,
z - bl, 1<r <2k
BT(A)_{ z'b/r/b 2k+1§7“§2k+1
e
g —{ B, 1<r <2k
T Bpi, 2F41< <2k

|

Deﬁnigdo 2: Sejam Bl = {Bll,Blg, ‘e ;Blm} € BQ =

{B21,Ba2,...,By,} dois conjuntos de matrizes. Define-se o
Produto de Kronecker desses dois conjuntos como sendo

By @ By = ULy Uj_; {B1; @ By}
Posta esta definicdo, pode-se estabelecer o seguinte proce-
dimento para a geragdo do conjunto Ba» das matrizes de
posto unitario, utilizadas no Teorema 1, na decomposicio das
matrizes AAgn:

Teorema 2: Seja Bon um conjunto de matrizes de posto
unitario para decompor uma matriz AAs~, conforme Teorema
1. Para n > 2 tem-se Bon = By @ Bon—1.

Demonstragcdo: Pela Expressdo (1) as matrizes AAs
podem ser decompostas utilizando-se o conjunto de matrizes

de posto unitdrio
By = {Bo, B1},

1 1 1 -1
RS

em que By = [ 1 1
Seja A uma matriz AAsn. Pelo Teorema 1 pode-se escrever

o
A=) B.(A)B,,
r=1

em que B, € Byn. Mas, por (3), cada matriz B,. pode ser
escrita de uma das seguintes formas:

B, B;
B, —| B B ] — By ® B, )
[ -B; -B; 0
ou B B
_ e B .
B, — [ B B ] =B, ®B;, 6)
em que B; € Byn—1. Assim Bon = By ® Ban-1. [ |

IV. APLICACOES EM PROCESSAMENTO DE SINAIS

O tipo de simetria encontrado nas matrizes antiautossimila-
res pode ser utilizada para a obtencdo de algoritmos rdpidos.
A ideia geral consiste em, dado um produto X = Mx, em
que M € uma matriz 2" x 2" e x um vetor 2" X 1, expressar
a matriz M como a soma de uma matriz antiautossimilar e
eventuais fatores de ajuste. Como existe uma forma sistemaética
de decompor uma matriz antiautossimilar em matrizes de
posto-1, € possivel obter algoritmos rdpidos para alguns casos
especiais de matrizes M. Nesta se¢do, como exemplos, sdo
mostrados algoritmos rapidos para a computagdo da multipli-
cacdo de dois quatérnios e de dois octdnios, que consistem em
nimeros hipercomplexos que tém sido recentemente estudados
no contexto de processamento de sinais [3], [4], [5], [6] e [7].

A. Quatérnios
Um quatérnio sobre o corpo R é um nimero da forma
a = aje; + azez + azes + asey,

emque a; €R, j =1,2,3,4, e =1ee;, j=23,4, sio
unidades imagindrias com multiplica¢des definidas segundo a
Tabela I.

TABELA 1
TABELA DE MULTIPLICACAO DAS UNIDADES IMAGINARIAS DE UM

QUATERNIO.

X [en] e2 [ es [ ea |

el el e €3 €4

€2 e2 | —e1 €4 —e3

e3 e3 —eq —€1 €2

eq eq es —e9 —eq

Por essa definicdo, o produto ab de dois quatérnios, em que
a = aie; + azes + azes + asey,
b= bie1 + baes + bzes + byey,

pode ser representado como o produto matricial

Y = Q4Xa
em que
Y = [_yla Y2,Y3, y4]Ta
X = [alv az, az, a’4]T
€
—by by | b3 b4
by b1 | by b3
Q=|— — | — — |,
b3 —b4 | bl b2
by by | —b2y by

X representando o quatérnio a e Q4 representando o quatérnio
b.

Observa-se que, através do método direto, o produto de dois
quatérnios pode ser computado utilizando-se 16 multiplicacdes
e 12 adigoes.

A estratégia para obter um algoritmo rapido para multipli-
cacdo de quatérnios consiste em expressar Q4 numa soma de
uma matriz antiautossimilar e fatores de ajuste, da seguinte
forma:

Q4 = My + 2Fy, (7N

em que

F,= b1F4(4, 4) + b2F4(17 2) + b3F4(3, 1) + b4F4(2, 3),
(3)

Fy(r,s) = [fi;], com

1
rm={ o

e M, estd definida no Exemplo 1.
Note que a matriz composta por fatores de ajuste pode ser
escrita como uma soma de 4 matrizes de posto unitério.

sei=rej=s, nrsec{l,2 ... 4},
caso contrario
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Como M, é AAy, utiliza-se o Teorema 2 para gerar as
matrizes utilizadas na decomposi¢do de posto-1. Verifica-se
primeiramente que

By = {By,B},

1 1 1 -1

Assim, pelo Teorema 2,

By = By ® By = {Bgo, Bo1, B1o, B11},

em que

em que
1 1 1 1
-1 -1 -1 -1
Bo=1| 1 41 1 1]
|1 1 1 1]
1 -1 1 -1
1 -1 1 -1
Bo=1 1 1 1 1 |
-1 1 -1 1 |
[ 1 1 -1 —1]
-1 -1 1 1
Bo=1 1 1 1 1|
-1 -1 1 1]
1 -1 -1 1
1 -1 -1 1
Bu=11 1 11
1 -1 -1 1
De modo geral, ainda pode-se escrever
B;;=B;®B; =bj; @b}/, i,j {01},
bOO - [ I -1 -1 1 ]a 6/(? - [ 1111 ]7
bOl - [ 11 -1 -1 ]a bgif - [ I -1 1 -1 ]7
blO - [ -1 1 -1 ]a b/llg - [ I -1 -1 ]7

bi=[1 11 1] bf=[1 -1 -1 1].

Pela Expressdo (7) pode-se escrever o produto de dois
quatérnios como

Y = Q4 X = My X 4 2F4X, ©)]

em que My é AA, e, como se pode observar em (8), Fy é
uma soma de matrizes de posto unitdrio, de modo que F;4X
consiste em 4 termos de ajuste, em que cada termo de ajuste
contribui com uma multiplicacdo na execugdo do algoritmo.

Portanto, a complexidade multiplicativa do algoritmo pro-
posto é de oito multiplicagdes: quatro delas se referem a
expansdo da matriz antiautossimilar em matrizes de posto-1 e
as quatro restantes resultam dos fatores de ajuste necessirios
para expressar a matriz Q4 por meio de uma matriz antiau-
tossimilar. O algoritmo proposto tem a minima complexidade
multiplicativa conhecida na literatura [8] e estd proximo do
limite minimo tedrico de 7 multiplicacdes descoberto por
Fiduccia [9].

B. Octoénios
De acordo com [10] um octénio sobre o corpo R é um
numero da forma

a = aje; +azez +azes +aseq +ases + agee + arey + ages,

emquea; €ER, j=1,2,...,8, et =1lee;,j=2...8,
sdo unidades imagindrias com multiplicacdo definida segundo
a Tabela II.

TABELA 11
TABELA DE MULTIPLICACAO DAS UNIDADES IMAGINARIAS DE UM
OCTONIO.
X H el [ e [ es [ e4 [ es [ €6 [ er7 [ €g
el el e es eq es €6 e7 €8
(D) () —e1 eq —es3 €6 —es5 —es er
€3 €3 —€4 —€1 €2 er €s —€5 —€6
eq eq es —e2 —e1 e —e7 €6 —€5
es es —eg6 —er —eg —e1 €2 €3 €4
e e es —es er —€2 —€1 —€4 €3
er er es es —e6 —e3 eq —e1 —e2
es es —er €6 es —eq —e3 (D) —e1

Por essa defini¢do o produto ab, de dois octdnios, em que
a = aje; +azez +azes +aseq +ases + agep + arer + ages,
b= bire1 + baey + bzes + byeq + bses + bgeg + brer + bges,

pode ser representado como o produto matricial

Y = 05X
em que
- [_yly Y2,Y3,Y4, Y5, Y6, Y7, y8]Ta
X = [ala az, as, a4, as, ag, Az, aS}Tv
€
i —b1 b2 bg b4 bs b6 b7 b8 T
b2 bl b4 *b3 b6 *bs *bS b7
b3 —b4 bl bg b7 bs —b5 _bG
O _ b4 b3 7b2 b1 bg *b7 b6 *bS
8 — b5 —bs —b7 —bg bl bz b3 b4 ’
be bs —bs br —bx b1 —bs b3
b7 bg b5 —b6 —bs b4 bl _b2
L bs *b7 b@ b5 *b4 *b3 b2 bl .

X representando o octoénio a e Og representando o octonio b.

Observa-se que, por meio do método direto, o produto de
dois octonios pode ser computado utilizando-se 64 multipli-
cacdes e 56 adigdes.

A estratégia para obter um algoritmo rdpido para multipli-
cacdo de octonios é andloga a utilizada na multiplicagcdo de
quatérnios e consiste em expressar Og numa soma de uma
matriz antiautossimilar e uma matriz composta por fatores de
ajuste, da seguinte forma:

Os = Mg + 2F3, (10)

em que
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Fs = byFs(1,2) + b4Fs(2,3) + bsFs(2,5) + b7Fs(2,8)

— b7Fg
+ byFg
— bgF'g
+ bgFg

—bsFg
— bsFg
— b3Fyg
+ b5Fg

8) + bsFs(5,1) (
6,3) + b1 Fs(6,6) — bsFs(
7,5) + 01 Fs(7,7) (
8,4)

7

5,8
7,4
8,3

b

(4
(
(
(

vv\_/v

(
(
(
(

b ) )

o elemento f;; da matriz Fg(r, s) é definido como

1’ '78’
{4 J

e Mg esté definida no Exemplo 2. Note que a matriz composta
por fatores de ajuste pode ser escrita como uma soma de 22
matrizes de posto unitdrio.

Como Mg é uma matriz AAg, utiliza-se o Teorema 2
para gerar as matrizes utilizadas na decomposi¢do de posto-1.
Assim,

sei=rej=s, rsc{l,2
caso contrario

Bs =By @ By = By ® By ® Ba

= {Booo, Boo1,Bo10;Bo11,B100,; B1o1, B110, B111},

em que

Bk =B; @ B; @ B, = bj;, @ bik, 1,5,k € {0,1},
N R N
bopo=[1 -1 -1 1 -1 1 1 —1],

bjoo=[1 1 1 1 1 1 1 1],
bppp=[1 1 -1 -1 -1 -1 1 1],
bjn=[1 -1 1 -1 1 -1 1 —1],
bio=[1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1],
byio=[1 1 -1 -1 1 1 -1 —1],
bpn=[1 1 1 1 -1 -1 -1 -1],
byh=[1 -1 -1 1 1 -1 -1 1],
bio=[1 -1 -1 1 1 -1 -1 1],
blpo=[1 1 1 1 -1 -1 -1 -1],
b, =[1 1 -1 -1 1 1 -1 -1],
by =[1 -1 1 -1 -1 1 -1 1],
blo=[1 -1 1 -1 1 -1 1 -1],
bilo=[1 1 -1 -1 -1 -1 1 1],
bi,=[1 -1 -1 1 1 -1 1 —1],

bihi=[11 -1 -1 -1 -1 1 1],

Pela Expressdo (10) pode-se escrever o produto de dois
octdnios como

Y = 03X = MgX + 2FgX, (12)

em que Mg é AAg e, como se pode observar em (11), Fg é
uma soma de matrizes de posto unitdrio, de modo que FgX
consiste em 22 termos de ajuste, em que cada termo de ajuste
contribui com uma multiplica¢do na execugdo do algoritmo.
Portanto, a complexidade multiplicativa do algoritmo pro-
posto € de 30 multiplicagdes reais: oito delas se referem a
expansdo da matriz antiautossimilar em matrizes de posto-
1 e as vinte e duas restantes resultam dos fatores de ajuste
necessdrios para expressar a matriz Og por meio de uma
matriz antiautossimilar. O algoritmo obtido possui a minima
complexidade multiplicativa observada na literatura [11].

V. CONCLUSOES

Neste trabalho, foi introduzida uma nova forma de simetria
matricial, através do conceito de matrizes antiautossimilares,
Além disso, foi apresentado um procedimento sistematico
para decompor uma matriz antiautossimilar em matrizes de
posto unitdrio, no intuito de construir algoritmos rapidos em
processamento digital de sinais. Como ilustracdo da técnica,
foram propostos algoritmos rdpidos para multiplicacao de dois
quatérnios e de dois octdnios. A complexidade multiplicativa
de ambos algoritmos obtidos é a minima conhecida na litera-
tura, mostrando a utilidade dos conceitos introduzidos.
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