OO U WD =

e

SBrT 2021 1570724236

XXXIX SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICACOES E PROCESSAMENTO DE SINAIS - SBrT 2021, 26-29 DE SETEMBRO DE 2021, FORTALEZA, CE

Uma Solucdao Exata Mais Eficiente para a Soma de
Varidveis Aleatorias Nakagami-m e Aplicagdes

Fernando Dario Almeida Garcia, Francisco Raimundo Albuquerque Parente, Nathaly Orozco Garzén,
Henry Ramiro Carvajal Mora e José Candido Silveira Santos Filho

Resumo— Somas de variaveis aleatorias (VAs) desempenham
um papel fundamental na analise de desempenho de sistemas
de comunicacdo. Em particular, somas de VAs Nakagami-m
permitem caracterizar e avaliar o desempenho de receptores
com combinacdo por ganho igual (EGC, do inglés equal-gain
combining), uma técnica classica de diversidade que tem sido
explorada em redes moveis de quinta geracdo. Como a caracte-
rizagiio estatistica de somas de varidveis — em termos da funcdo
densidade de probabilidade (PDF, do inglés probability density
function) ou da funcdo de distribuicio acumulada (CDF, do
inglés cumulative distribution function) — envolve um tratamento
matematico bastante intrincado, as solucdes exatas existentes
para a soma de VAs Nakagami-m sao lentas, limitadas, ou mesmo
inviaveis a medida que o nimero de VAs na soma aumenta.
Neste trabalho, obtemos novas expressoes exatas para a PDF e
a CDF da soma de variaveis Nakagami-m, na forma de uma
série infinita. Em comparacio com o estado da arte, as novas
expressoes reduzem o custo computacional (ou, equivalentemente,
o tempo de computacio) em mais de 95%. Para mostrar a
aplicabilidade dessas expressoes, analisamos a probabilidade
de outage em receptores EGC. Simulacoes de Monte Carlo
corroboram nossos resultados analiticos.

Palavras-Chave— Combinacao por ganho igual, distribuicao
Nakagami-m, funcio densidade de probabilidade, funcio de
distribuicio acumulada, somas de variaveis aleatorias.

Abstract— Sums of random variables (RVs) play a key role in
the performance analysis of communication systems. In particu-
lar, sums of Nakagami-m RVs allow the performance characteri-
zation and evaluation of equal-gain combining (EGC) receivers,
a classical diversity technique that has been explored in fifth-
generation mobile networks. As the statistical characterization of
sums of variables — in terms of the probability density function
(PDF) or the cumulative distribution function (CDF) — involves
an intricate mathematical treatment, the exact solutions available
for the sum of Nakagami-m RVs are time-consuming, limited,
or even unfeasible as the number of RVs in the sum increases.
In this work, we obtain novel exact expressions for the PDF and
CDF of the sum of Nakagami-m variates, in terms of infinite
series. Compared with the state of the art, the new expressions
reduce the computational cost (or, equivalently, the computation
time) by more than 95%. To show the applicability of these
expressions, we analyze the outage probability in EGC receivers.
Monte-Carlo simulations corroborate our analytical results.
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I. INTRODUCAO

A andlise de desempenho de vérios sistemas de comunica-
¢do depende da caracterizagdo estatistica de somas de varidveis
aleatérias (VAs). Por exemplo, somas de VAs aparecem em
deteccdo de sinais, equalizagdo, combinacdo de diversidade,
e fenomenos de interferéncia [1]-[5]. Em particular, a soma
de varidveis Nakagami-m tem se mostrado adequada para
modelar o desvanecimento do canal em sistemas de ondas
milimétricas' que utilizam combinagio por ganho igual (EGC,
do inglés equal-gain combining) [6]-[8], uma técnica cldssica
de diversidade amplamente explorada para melhorar o desem-
penho de redes convencionais e de quinta geracdo [9]-[11].
Nesses cendrios, a andlise de desempenho do sistema requer
o conhecimento das estatisticas da soma, isto é, da funcdo
densidade de probabilidade (PDF, do inglés probability density
function) ou, equivalentemente, da funcdo de distribuicio
acumulada (CDF, do inglés cumulative distribution function).
Todavia, o cdlculo exato dessas funcdes para a soma de VAs
Nakagami-m € uma tarefa complicada, o que tem motivado a
busca por solugdes aproximadas.

Vérios trabalhos propuseram solugdes aproximadas para
a soma de VAs Nakagami-m. De fato, foi o préprio Na-
kagami quem primeiro propds aproximar a soma de varid-
veis Nakagami-m independentes e identicamente distribuidas
(i.i.d.) por outra varidvel Nakagami-m [12]. Com base nessa
abordagem, uma distribuicdo aproximada para a soma de duas
VAs Nakagami-m correlacionadas e identicamente distribuidas
foi proposta em [13]. As aproximacdes de [12] e [13] foram
posteriormente estendidas em [14] para a soma de varidveis
Nakagami-m independentes, mas ndo necessariamente iden-
ticamente distribuidas (i.n.i.d.). Em [15], uma aproximacio
mais precisa para a PDF dessa soma foi obtida por meio de
estimadores baseados em momentos da distribuicao a-u [16].
Mais recentemente, com base em uma técnica denominada ca-
samento de assintotas, aproximagdes assintoticamente Gtimas
para a soma de VAs independentes e correlacionadas foram
obtidas em [17] e [18], respectivamente.

Outros trabalhos recorreram a uma abordagem exata para
fornecer solugdes para a soma de VAs. Por exemplo, a PDF da
soma exata de duas VAs Rayleigh independentes foi fornecida

'Ondas milimétricas referem-se a sinais de alta frequéncia usados na
implementacao de redes méveis de quinta geracdo (5G) [6].
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em [19]. Em [20], uma representagdo em série infinita para
essa mesma soma foi apresentada, mas, segundo os autores,
problemas de convergéncia podem acontecer. Note que a PDF
da soma de VAs Rayleigh é contemplada como caso particular
neste trabalho, uma vez que a distribui¢do Rayleigh é uma
condigdo especial da distribuicdo Nakagami-m. Com base nos
resultados de [19], uma representagdo em termos de uma
integral multipla foi proposta em [21] para a soma de VAs
Nakagami-m i.n.i.d. No entanto, a solucdo em [21] requer
um custo computacional muito elevado. Em [22], os autores
apresentaram uma solu¢do em forma fechada para a PDF da
soma de duas VAs i.i.d. do tipo Nakagami-m. Essa solucdo
foi estendida em [23] para um ndmero arbitrario de VAs
Nakagami-m i.i.d., com a PDF da soma obtida na forma de
séries infinitas aninhadas, cujo célculo se torna dificil de tratar
quando o nimero de varidveis excede, digamos, cinco ou seis.
Uma solugdo em forma fechada para a PDF da soma de um
nimero arbitrario de VAs Nakagami-m, mas dessa vez i.n.i.d.,
foi apresentada em [24] em termos da funcdo hipergeométrica
multivariada de Lauricella [25]. Infelizmente, essa funcdo
ndo se encontra implementada em pacotes computacionais
de uso comercial. Além disso, uma vez que a definicdo
padrdo da funcdo hipergeométrica multivariada de Lauricella
depende de séries infinitas aninhadas [25, App. (A.20)], sua
implementagdo estd sujeita a um elevado custo computacional
e a problemas de mé convergéncia e instabilidade conforme o
nimero de VAs na soma aumenta.

Neste trabalho, obtemos novas expressdes exatas para a
PDF e a CDF da soma de VAs Nakagami-m i.i.d., na forma
de série infinita. Além disso, como exemplo de aplicagdo,
analisamos o desempenho de receptores EGC, obtendo novas
expressOes exatas e assintOticas para a probabilidade de outage
(OP, do inglés outage probability). Simulacdes de Monte Carlo
corroboram a validade desses resultados. Nossas expressdes
fornecem uma solu¢do mais tratdvel e computacionalmente
mais barata que o estado da arte [24], reduzindo o tempo de
célculo em mais de 95%. Além disso, ao contrario de solug¢des
anteriores, a complexidade matemdtica das expressdes propos-
tas ndo aumenta com o nimero de VAs na soma.

O restante do artigo estd organizado como segue. A Secido II
apresenta a formulagdo do problema. A Secdo III apresenta a
PDF e a CDF da soma de VAs i.i.d. Nakagami-m. A Secdo IV
analisa o desempenho de receptores EGC. A Secdo V discute
resultados numéricos. Finalmente, a Secdo VI apresenta as
principais conclusdes do trabalho.

II. FORMULACAO DO PROBLEMA
Seja Z a soma de N VAs X, i.i.d. do tipo Nakagami-m:

N
7 = ZXn. )
n=1

Cada somante X,, tem PDF fx (-) e CDF Fx, (-) dadas,
respectivamente, por

222 Im™ ma?,

proton 2y o (-5 @
T m, mz%

Fx, (w) =(F(m§’>, &)

em que m > 1/2 é um pardmetro de forma, z, > 0,
Q2 E[X?] Vn, E[] denota valor esperado, I'(-) ¢ a fungdo
gama [26, eq. (5.2.1)], e T'(+,-) é fung¢do gama incompleta
superior [26, eq. (8.2.2)].

Nosso principal objetivo € obter a PDF e a CDF da soma
em (1) de forma exata, tratdvel, e computacionalmente barata.

Esse objetivo é cumprido na préxima segao.

IT1I. ESTATiSTICAS DA SOMA

Nesta secdo, deduzimos novas representacdes em termos de
séries para a PDF e a CDF da soma de VAs i.i.d. do tipo
Nakagami-m. As representacdes obtidas sdo mais simples e
convergem mais rapidamente que as solucdes disponiveis na
literatura. A abordagem estd baseada no célculo de residuos e
na transformada de Laplace, como detalhado a seguir.

A. A PDF da Soma

Com o intuito de obter a PDF da soma Z em (1), inicial-
mente aplicamos a transformada de Laplace a PDF marginal
de cada X,,, ou seja,

LU )= [ exp(-se)fx(onden @
0
em que s € C.

Substituindo-se (2) em (4), e depois de manipulagdes algé-
bricas, (4) reduz-se a

L{fx,}(s) :%(m)/o a3 exp(—swn)

2
xG?:é{ 0 ’—mm"]dwm ®)
em que G99 denota a fungio G de Meijer [26, eq.

(16.17.1)].
Aplicando [27, eq. (07.34.02.0001.01)] junto com simplifi-
cacdes matemadticas, podemos expressar (5) como

1) O =g (55) [ ew (s

2 —Ss1
xf T (s1)ay" ! (’%’”) dsidz,,  (6)
L"s,l

em que j = v/—1, 51 é uma varidvel complexa de integragio,
e Ls1 € um contorno de integracdo que come¢a no ponto
—00 + j1¥; e termina no ponto —oo + jihe (—o0 < Yy <
1 < 4o00) de forma que Ls; circunde todos os pélos de
T(s1) [25].

Como [ |exp(—sy) fx, (¥,)| dzn, < oo, podemos in-
vocar o teorema de Fubini [28] para inverter a ordem de
integracdo em (6). Dessa forma, depois de se avaliar a integral
interna, obtém-se

Lot = (L) 7{ P (2m - 261)

xT(s1) () dsa, )

em que ﬁ;l € um novo contorno de integragcdo, uma vez que
a integracdo em x, mudou o nicleo da integracdo em sj.
Especificamente, £Z,1 € um contorno que comega no ponto & —
joo e vai até £+joo (€ € (0,00)) de forma que todos os pdlos
de I'(s1) estejam separados daqueles de I" (2m — 2s1) [25].
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Utilizando o teorema do residuo de Cauchy, podemos ex-
pressar (7) como segue [29]:

2 —2m X
L{fx.}(s) = g;;If 2 ResfEr ()i f = i}l ®)
em que Res[Z (s1);{s1 = —i}] denota o residuo da funcéo
Z1(s1) = T'(2m —251)T (s1) (&) "' avaliada nos pélos
S1 = —1.

Depois de aplicar a operacdo de residuo [29, eq. (16.3.3)],
obtemos

LA{fxn}(s) =

2m™ 52 i L2 +m)) (—25)"

Qmr (m) ! '
Para o caso de VAs independentes, a PDF da soma é dada

pela convolugdo das PDFs marginais dos somantes, isto &,

f2(2) = fxi(z1) * fx, (w2) *

Podemos ent@o aplicar a transformada de Laplace em ambos
os lados de (10) e usar o fato de que as VAs {X,,}N_; sdo
identicamente distribuidas. Isso conduz a

L{fz}(s) = (L{fx,} (). (11)

Para obter a PDF soma em (1), precisamos agora calcular a
transformada de Laplace inversa de (11), definida em termos
da integral de Fourier-Mellin como [30, eq. (4.3)]

f2(2) = (i> ?’; exp (s2) £ {f2} (s)ds,

27y

o fx oy (TN). (10)

12)

em que Lso ¢ o contorno de Bromwich.
Substituindo (9) em (11), e a expressdo resultante em (12),
obtemos

fz(z) = (%) ; (%) f“ 572V oy (s2)

ai N

o (=B)' T 2(i+m))
ZS &) il

ds.  (13)

Em (13), para facilitar a inversao de Laplace, interessa obter
uma equivaléncia do tipo

oo N e}
z : —24 z : —24
S Q; = S Ci.

i=0 =0

(14)

Ao derivarmos (14) com relagio a s~2, notamos que oOs

coeficientes ¢; podem ser obtidos recursivamente por

co =I(2m)™ (15a)
1 (N =i+ ) (-2)' T2+ m)
Cz_if(2m)z I - (150)

=1

Finalmente, substituindo (14) e (15) em (13), e apds uma
inversdo termo a termo com a ajuda de [30, Appendix A],
obtemos uma representacdo em série para a PDF da soma:

= (g2 )'S

Pode-se facilmente provar que devido ao fator " (2 (i + Nm)),
(16) converge absolutamente. Assim, (16) converge V(m, Q).

2(i+N —1
ci 2 (i+Nm)

T (2(i+Nm))

(16)

B. A CDF da Soma
A CDF da soma Z pode ser obtida de (16) via defini¢ao:

2) & / fz(u)du
0
omm™ Nz o© ; 2(i+Nm)—1
_(2mT / S Ev T g
Q™I (m) o = T'(2(i+Nm))
Intercambiando a ordem da integracio e do somatdrio, e
avaliando a integral resultante, finalmente obtemos

Fa(2) = (er )Zr

O intercAmbio na ordem das operagdes € justificado pela
convergéncia absoluta de (18). Pode-se provar que devido ao
fator T' (2 (¢ + Nm) + 1), (18) converge absolutamente.

As expressdes (16) e (18) sdo as principais contribui¢des
analiticas deste trabalho.

a7

2(2+Nm)

z—|—Nm)+1)'

(18)

IV. APLICACAO A0 EGC

Em um sistema EGC pré-deteccdo de N ramos de diversi-
dade e com niveis de ruido iguais em cada ramo, a relacdo
sinal-ruido (SNR) instantinea é dada por [31]

N 2
ES Es 2
P = X, | = 7z,
v (X)) -
em que {X,}N_, sdo as envoltérias dos ramos (VAs
Nakagami-m i.i.d., por hipétese) FE, é a energia média re-
cebida por simbolo, Ny é a densidade espectral da poténcia

de ruido unilateral, e E;/Ny é a SNR média por simbolo.

Antes de prosseguir com a andlise de OP para o EGC, é
conveniente deduzir a PDF e a CDF da SNR instantianea (P).
A partir de (16), a PDF de ® pode ser obtida por meio de
uma transformacgdo simples de varidveis, como

19)

i+mN—1
fa(gy =MD (2m \TR (“) 20)
P TR, \ I (m)Qm T (2i+ 2Nm)

=0

Além disso, de (20), a CDF de ® pode ser obtida como

o2 [
= (vt

A OP de um sistema de comunicag¢do é definida como a
probabilidade de a SNR instantdnea se encontrar abaixo de
um certo limiar (digamos, 7). Portanto, para o EGC, a OP
pode ser obtida diretamente de (21):

omm™ N o ¢ (WmJEVNn)ierN
T (m)Qm

em que Pr[-] denota probabilidade. Em particular, uma condi-
¢do de grande interesse pratico € a de alta SNR média, na qual
os sistemas operam de forma mais confidvel. Nessa regido,
como de praxe, podemos considerar E/Ny — oo, de modo
que a OP assintdtica correspondente pode ser obtida a partir
do primeiro termo (¢ = 0) na soma em (22) [32], ou seja,

1 —mN
P Q [Tm)NT@2mN +1)]1"~ E, 23)
out mN’Y[h N bl

(¢NNO)'L+mN

) Zr @itaNmr1) 2V

Pou ZPr[® < yu] = T (2i+2Nm+ 1)
=Pr[® < ) ( — T (2 +2Nm + 1)’

(22)

CoQN
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Fig. 1. PDF de Z para m = 0.5, Q2 = 1 e diferentes valores de N.
1.0 _ Anali?ica, eq. (1§)
10_1 [ * Anali:lica, [24, etiq. (4)]
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Fig. 2. PDF de Z para Q = 1, N = 3 e diferentes valores de m.

em que o simbolo ~ denota equivaléncia assintdtica (para
E, /Ny — o0). Portanto, o ganho de codificagio O, e o ganho

de diversidade Oy de Py ~ (O.E; /No)_od sdo dados por

_1_
Q  [Tm)NrEemnN +1)]1m~
C()2N

O, = (24a)

MmN

Oq = mN. (24b)

As expressdes (20)—(24) sdo contribui¢des originais.

V. RESULTADOS NUMERICOS E DISCUSSOES

Nesta secdo, validamos nossas expressdes via simulacdes
de Monte Carlo. O nimero de realizacdes foi fixado em 107,
Além disso, ilustramos a eficiéncia de (16) em comparacio
com o estado da arte [24, eq. (4)], considerando a economia
de tempo obtida pela nossa proposta. Vale lembrar que a PDF
em [24, eq. (4)] é dada em termos da fungdo hipergeométrica
multivariada de Lauricella, indisponivel de forma nativa em
pacotes de computacdo comerciais, tendo portanto que ser
implementada via séries infinitas aninhadas [25, App. (A.20)].

As Figs. 1 e 2 mostram as PDFs f(-) analitica e simulada.
Na Fig. 1, consideramos m = 0.5, 2 = 1, e diferentes valores
de N, enquanto que na Fig. 2 consideramos 2 = 1, N = 3,
e diferentes valores de m. Um tanto quanto arbitrariamente,
usamos 115 termos em (16). Em ambas as figuras, observe
a concordancia perfeita entre a solu¢do exata em (16) e os
resultados de simulag@o.

10711

1072

—_
2
ES

—
<

Probabilidade de Outage
3
w

—_
9
(2]

5 0 5 10 15 20 25 30
EJ/N, [dB]

Fig. 3. OP em receptores EGC para m = 0.5, Q@ = 1, v, = 0 dB e
diferentes valores de V.

1.0 ‘
o R
210 NN ‘ : !
5 N m=0.5,0.7,0.9,1.1,1.3,1.5,1.7
O 102 N ‘ ‘ |
q) N <Y
© N
$ 108
®© N R
S RN
5 107 : B\
S — Analitica, eq. (22) &
O 1n-5 | ‘ \
DL_ 107> Analitica, eq. (28)
10—6 O Simuljagéo \ : { :
-5 0 5 10 15 20 25 30

Es/N, [dB]

Fig. 4. OP em receptores EGC para N = 3, Q2 = 1, vy, = 0 dB e diferentes
valores de m.

As Figs. 3 e 4 mostram a OP para receptores EGC em
fun¢do da SNR média por simbolo. Na Fig. 3, consideramos
m=20.5 Q = 1, 2 = 0 dB, e diferentes valores de N,
enquanto que na Fig. 4 consideramos N =3, Q2 =1, v, =0
dB, e diferentes valores de m. Novamente, veja como a solu-
¢do exata em (22) estd em pleno acordo com as simulagdes.
Além disso, veja como a solucdo assintdtica em (23), além
de muito simples, fornece uma excelente aproximagdo para
valores médios a altos de SNR.

Para ilustrar a eficiéncia de (16), selecionamos diferentes
cendrios, mostrados na Tabela I. Cada linha apresenta (i) o
valor de referéncia de fz(z), calculado via convolugdo nu-
mérica na plataforma Mathematica; (ii) o nimero minimo de
termos em (16) para garantir um erro relativo menor que 10~°;
(iii) o tempo de computacdo para (16) com esse nimero
de termos; (iv) o tempo de computagcdo para [24, eq. (4)]
com termos suficientes para garantir um erro relativo também
menor que 107°; e (v) a economia de tempo de (16) em
relacdo a [24, eq. (4)]. Note que nenhum cendrio exigiu mais
que 25 termos em (16). Além disso, note que o tempo de
computagdo de [24, eq. (4)] cresce a medida que o nimero N
de somantes aumenta, enquanto que o tempo de computacdo
de (16) pouco varia com N. Por fim, e ndo menos importante,
note que, em relacdo a [24, eq. (4)], (16) traz uma economia
de tempo de computagdo superior a 95%.
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TABELA 1
EFICIENCIA DE (16) COMPARADA A DE [24, EQ. (4)] (ERRO RELATIVO < 10~5)

Configuracio de pardmetros F2(2) Nimero de termos ~ Tempo de computagdo ~ Tempo de computagio Economia
para (16) para (16) [s] para [24, eq. (4)] [s] de tempo [%]

m=0.5 Q=1 N=4,2=3 0.3315 17 0.0014 0.0273 95.2016
m=0.5 Q=1 N=52=3 0.2604 17 0.0013 0.1594 99.1764
m=1.0 Q=1 N=52=3 0.1620 19 0.0018 0.8471 99.7855
m=15 Q=1 N=52=3 0.0804 25 0.0035 2.7922 99.8738
m=0.50=1 N=6,z=3 0.1516 16 0.0011 1.1596 99.9011
m=10, Q=1 N=6,z=3 0.0376 19 0.0015 13.425 99.9883
m=15 Q=1 N=6,z=3 0.0073 20 0.0027 39.744 99.9932
m=05 Q=1 N=7,2=3 0.0701 16 0.0011 9.8613 99.9883
m=10 Q=1 N=7,2=3 0.0056 16 0.0013 165.241 99.9992
m=15 Q=1 N=7,2=3 0.0003 16 0.0081 158.015 99.9948

VI. CONCLUSOES

Neste artigo, obtivemos novas expressoes exatas para a PDF
e a CDF da soma de VAs Nakagami-m i.i.d. Além de compac-
tas, as novas expressoes exigem um esforco computacional sig-
nificativamente menor que o das solugdes disponiveis. Como
aplicacdo, obtivemos novas expressdes exatas e assintéticas,
também compactas e eficientes, para a OP de receptores EGC
operando em ambiente Nakagami-m.
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