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Uma abordagem unificada para as condi¢des de
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Resumo— O principal objetivo do presente trabalho é prover
uma visao unificada das condicoes de equalizacao de canais SISO,
SIMO e MIMO num contexto nao-supervisionado. Com este fim,
reinem-se alguns resultados um tanto dispersos na literatura,
completando-os e provendo-lhes a devida fundamentacio teérica.
A abordagem se baseia no estudo do que denominamos como
as duas limitacoes inerente ao problema de equalizacio cega: o
estrutural e o de critério. Novos resultados sdo também obtidos
no que diz respeito as relacoes entre equalizacdo e predicao, e ao
uso de filtros de erro de predicao para equalizacao de sistemas
SIMO que nao atendem a igualdade de Bezout.
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Predicao linear, Estatisticas de ordem 2.

Abstract— The main objective of the present work is to provide
an unified vision of equalization conditions for SISO, SIMO and
MIMO channels in an unsupervised context. To this end, some
results rather disperse in the literature are gathered, providing a
correct theoretical foundation. This approach is based on the
study of what we call two inherent limitations in the blind
equalization problem: the structural and the one due to the
criterion. News results are also obtained about the relationships
between equalization and prediction, and on the use of the
prediction-error filters for equalization of SIMO systems that
do not attend Bezout’s equality.
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I. INTRODUCAO

Um objetivo bdsico de qualquer sistema de comunicagdo
¢é prover a recuperagdo do sinal transmitido da maneira mais
fiel possivel para que a informagao recebida seja confidvel. Em
comunicagdes digitais, a interferéncia intersimbolica (IIS) e o
ruido sdo as principais causas de degradac¢do de sinal e um
dispositivo usual de contramedida é o equalizador, nas suas
diversas formas de implementacdo [1].

Em caso de auséncia de ruido, o equalizador &timo é
aquele que inverte perfeitamente o canal, atingindo a chamada
condi¢do de Zero-Forcing (ZF) [2], que pode ser expressa por:

w(z)h(z) = 27, (1

onde w(z) e h(z) sdo as fungdes de transferéncia do equali-
zador e do canal, respectivamente. E importante notar que a
condicao admite a recuperacdo de uma versao do sinal original
com atraso d.

Conforme as informagdes disponiveis no processo de
otimizag¢do do equalizador, as técnicas utilizadas classificam-
se em supervisionadas, ou treinadas, e ndo-supervisionadas,
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ou cegas. Os métodos de equaliza¢do cega ndo requerem uma
seqiiéncia de treinamento no processo de comunicagdo € nem
um conhecimento a priori do canal. Ao invés disso, utilizam
apenas o sinal recebido e alguma informacao estatistica sobre
o sinal transmitido [3].

Duas dificuldades inerentes ao problema de equalizagdo
cega serdo abordadas neste trabalho. A primeira pode ser
classificada de estrutural, e refere-se a impossibilidade de
inversdo perfeita quando tanto canal como equalizador sdo
filtros com resposta ao impulso finita (FIR - finite impulse
response), ou seja, w(z) e h(z) sdo polindmios em z, supondo-
se assim um sistema a uma entrada e uma saida (SISO - Single
Input Single Output).

A segunda dificuldade pode ser classificada como do
critério de otimizacdo e estd mais especificamente ligada
as caracteristicas do processamento ndo-supervisionado, cuja
base tedrica reside, sobretudo, nos teoremas de Benveniste-
Goussat-Rouget [4] e, posteriormente, de Shalvi-Wenstein
(SW) [5]. Considerando que tanto o canal quanto o equalizador
sao filtros lineares e que as amostras do sinal transmitido sdo
independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.), o teorema
SW garante equalizagdo desde que o segundo momento e um
momento de ordem superior a dois dos sinais transmitido e
recuperado sejam idénticos. Os diversos métodos existentes
passam entdo pelo uso, explicito ou implicito, de estatisticas
de ordem superior (EOS).

A partir do inicio da década de 90, vdarios trabalhos
propuseram-se a superar esses dois problemas pela introdugdo
de métodos de equalizacdo voltados para sistemas SIMO
(Single Input Multiple Output) e MIMO (Multiple Input Mul-
tiple Output) [6], [7], [8]. A diversidade inerente a esses
esquemas permite flexibilizar a limitacdo estrutural, obtendo-
se, em alguns casos, condi¢cdo ZF mesmo apenas com sistemas
FIR. Permite ainda chegar a solu¢des Otimas fazendo uso
apenas de estatisticas de ordem dois (EO2), superando assim
a segunda limitacdo do processamento cego.

Convém observar que, além do aspecto tedrico comentado
acima, as estruturas SIMO e MIMO apresentam um interesse
pratico crescente e possuem diversas vantagens sist€émicas. A
diversidade pode ser introduzida tanto no dominio temporal,
pelo processo de superamostragem, como espacial, por meio
do uso de multiplas antenas. Ambos 0s casos recaem numa
mesma modelagem matematica que serd vista mais adiante.

O principal objetivo deste trabalho é prover uma visdo
unificada das condi¢des de equalizagdo de canais SISO,
SIMO e MIMO, num contexto nao-supervisionado, abordando
as duas dificuldades mencionadas acima. Novos resultados
sdo também obtidos no que diz respeito as relagdes entre
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Fig. 1. Diagrama do sistema de comunicagido SISO.

equalizacdo e predicdo, e ao uso de filtros de erro de predicao
para equalizacdo de sistemas SIMO que nao atendem a igual-
dade de Bezout.

Assim, o trabalho foi estruturado da seguinte forma. Na
Secdo II sdo apresentados os resultados relativos a sistemas
SISO. Nas Sec¢des III e IV novos conceitos sdo introduzidos na
extensao do problema aos casos de sistemas SIMO e MIMO.
Finalmente, na Secdo V algumas conclusdes e perspectivas
para trabalhos futuros sdo discutidas.

II. EQUALIZACAO DE SISTEMAS SISO

O caso mais simples a ser abordado neste trabalho consiste
em canais com apenas uma entrada e uma saida, ilustrado na
figura 1. Assume-se que o canal pode ser modelado como
um sistema linear definido por h(z), o sinal transmitido é
composto por amostras i.i.d. e, para efeito de andlise, o ruido
¢é desprezivel.

Um primeiro ponto a ser discutido diz respeito as limitacdes
estruturais do problema de equalizacdo. O estudo de tais
limitagdes envolve os conceitos de zeros e pélos do canal,
que podem ser definidos de forma imediata a partir das raizes
do numerador e denominador de h(z) [9], [10]. Dessa forma,
podemos dizer que € possivel atingir a condi¢do ZF nas
seguintes situagdes:

¢ O canal é composto apenas por pélos, e o equalizador é

uma estrutura FIR;

e O canal € um sistema de fase minima (todos seus zeros

e poélos se encontram dentro da circunferéncia de raio
unitdrio), e o equalizador é uma estrutura IIR;

Convém notar que o modelo mais usual em equalizacio
linear assume canais FIR, que correspondem por exemplo a
canais com propagagdo por multiplos percursos, e equaliza-
dores também FIR, por simplicidade de implementacdo. Com
essas restricdes estruturais ndo € possivel atingir a condicao
ZF.

Ainda assim, é necessdrio ressaltar que, mesmo na impos-
sibilidade de inversdo perfeita do canal, é possivel recuperar
a informacdo transmitida por meio de equalizadores com um
ndmero suficiente de zeros de modo a aproximar a condi¢io
ZF.

Uma vez definida a estrutura do equalizador, a busca de seus
parametros 6timos se d4 conforme algum critério. No contexto
nao-supervisionado, este critério utiliza necessariamente, de
forma implicita ou explicita, estatisticas de ordem superior.
Ha de fato um estreita relag@o entre a necessidade de se fazer
uso de estatisticas de ordem superior no critério de otimizacio
e a possivel caracteristica de fase ndo-minima do sinal. Esta
relacdo se torna mais clara ao considerarmos as similaridades
entre as operacdes de desconvolugdo, da qual a equalizagdo é
um caso particular, e de predigdo.

Matematicamente, um filtro de erro de predi¢io (FEP)'é
aquele que fornece em sua saida o sinal de erro de predicao
dado por:

eprea(k) = x(k) — &(k), 2)

onde Z(k) representa a saida de um preditor linear que usa
amostras passadas x(k — 1),xz(k — 2),...,z(k — N), para
estimar o valor de z(k). Seus parimetros sdo calculados
de maneira a minimizar o erro quadritico médio (EQM)
E {ezred
exclusivamente em EO2 [3]. Além de sua simplicidade, o FEP

apresenta as seguintes caracteristicas:

}, ou seja, um critério de otimizacdo que se baseia

e O FEP, desde que dotado de um nimero suficiente de
pardmetros, age como um filtro branqueador, ou seja,
fornece em sua saida um sinal com amostras descorrela-
cionadas entre si;

e O FEP € um filtro de fase minima.

A razdo para se considerar o uso de um FEP no problema de
equalizacdo se relaciona diretamente com estas propriedades.
Como o sinal transmitido é, por hipétese, composto por
amostras i.i.d., e portanto, descorrelacionado, o sinal a ser
recuperado pelo equalizador também deverd apresentar esta
mesma caracteristica. Dessa forma, o equalizador deve, a
principio, ser uma estrutura que produza uma saida descor-
relacionada, o que ocorre para um filtro de erro de predigdo
de comprimento adequado.

No entanto, recuperar um sinal descorrelacionado nio im-
plica a recuperacdo do sinal transmitido, a menos em dois
casos especificos: 1-) O canal é composto apenas por pdlos,
situacdo na qual o sinal recebido é um processo autoregressivo,
e, dessa forma, o filtro de erro de predi¢do serd capaz de
identificar perfeitamente os parametros do canal; 2-) O canal
¢ um sistema de fase minima, uma vez que o préprio FEP serd
um sistema de fase minima.

Vale ressaltar que o sinal recuperado pelo filtro de erro de
predicdo tenderd a ser igual ao sinal transmitido, a menos
de uma ponderacdo dada pelo primeiro coeficiente hy do
canal [11].

III. EQUALIZACAO DE SISTEMAS SIMO

O modelo de canal SIMO surge naturalmente como uma
extensdo do caso SISO quando se considera que o sinal
recebido é amostrado com uma taxa P vezes superior a taxa
de simbolo. Nesta situagdo, o sinal recebido pode ser encarado
como um conjunto de P seqiiéncias amostradas a taxa de
simbolo, cada uma delas associada a um subcanal h,(z),
conforme ilustra a figura 2.

O mesmo modelo também se aplica a cendrios de
comunicagdo sem fio, com uma antena de transmissdo e
multiplas antenas na recepcdo [7]. Neste caso o conjunto
de polinémios h,(z) modelam os efeitos de propagacdo dos
canais ligando a antena transmissora a cada uma das antenas
na recepg¢ao.

Pode-se dizer que grande parte do interesse no modelo
SIMO se deve ao fato de que a inversao do sistema FIR

'Neste trabalho, o termo filtro de erro de predi¢io se refere apenas a
estruturas com preditores progressivos.
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Fig. 2. Modelo SIMO, com m subcanais e equalizadores.

por outras estruturas de mesma natureza passa a ser possivel.
O resultado fundamental que garante a inversibilidade de
sistemas SIMO-FIR € conhecido como identidade de Bezout,
e € enunciado na forma do seguinte teorema [12].

Teorema 1 (Identidade de Bezout): Sejam h,(z), p =
0,...,P — 1 polindbmios que ndo possuam raizes em comum.
Entdo, existem polinémios w,,(z) tais que

P-1
> wy(2)hy(2) = 27 3)
p=0

Dessa forma, de acordo com o Teorema 1, € possivel obter
uma solu¢do ZF com equalizadores FIR, em claro contraste
com o caso SISO. No entanto, a inversdo perfeita do canal fica
restrita a casos nos quais os subcanais nfo apresentam zeros
em comum.

E interessante notar que a condi¢io de zeros distintos se
assemelha ao caso SISO quando o sinal recebido é, essenci-
almente, um processo autoregressivo [13]. Assim, de maneira
andloga, o filtro de erro de predi¢do também deve ser capaz de
prover uma solucdo para o problema de equalizacdo cega de
canais SIMO [6]. Neste caso, o FEP é projetado de maneira
a minimizar o traco da seguinte matriz de covariancia do erro
de predigdo

E{eprea(k)epcq(k)} “)

e o vetor de erro de predicio serd igual a hgs(k),
onde h, representa um vetor composto pelos coeficientes
ho(0), ..., hm—1(0). Novamente, como no caso SISO, o sinal
transmitido serd recuperado sem atraso de equalizag@o.

Embora grande parte dos trabalhos que exploram exclusiva-
mente EO2 considere que a solugdo ZF € atingivel, é possivel
que a abordagem utilizando FEP seja efetiva mesmo que a
condicdo de Bezout ndo seja satisfeita, a exemplo do que
ocorre no caso de sistemas SISO de fase minima. Portanto, é
interessante dispor de uma defini¢do para o conceito de zeros
de um sistema SIMO (e MIMO), e assim verificar se a mesma
idéia € valida para canais SIMO de fase minima.

Para tal, convém dispor do seguinte teorema, que ajuda a
definir os conceitos de zeros e poélos de um sistema SIMO e
MIMO:

Teorema 2 (Forma de Smith): Para qualquer matriz polino-
mial H(z) com m linhas e n colunas, onde cada elemento da
matriz representa um polinémio em z, existem matrizes Q(z)

m x m) e P(z) (n x n) unimodulares2, tais que:
( ) q

Q(2)H(2)P(z) = I'(z), 5)
onde
" 7o (2) 0 0 0 --- 01
0 v (z) 0 0 --- 0
0 0o . 0 : :
T'(z) = 0 v-1(2) 0 --- 0
0 0 0 0 0
0 0 ... 0 0 - 0

(©)
€ uma matriz diagonal composta por polindmios monicos, p é
o posto normal de colunas de H(z) 3. Entdo, I'(z) é chamada
de forma de Smith de H(z).

Para ilustrar o teorema 2, considere um canal MIMO com
2 entradas e 2 saidas cuja func¢do de transferéncia é dada por:

—2t 223 4 22
2 4 23 — 322 ’

224328 -2
H(z) = [ —24 =223 4322422

Para este caso, definindo:

Q&){j:; zil}

| z+1 z
P(Z)_{z—&—Q z—&-l}’
observa-se que:

z 0
arEPe = 5|
onde p =2, v(z) = z e 11(2) = 2%
Note que, no caso de sistema SIMO (n = 1), a matriz P(z)
torna-se uma constante que pode ser englobada pela matriz
Q(z), e a forma de Smith pode ser expressa por:

Q(z)h(z) = ) : (7)

onde ~y(z) serd um polindmio cujas raizes correspondem
exatamente aos zeros em comum dos subcanais do sistema.
Dessa forma, € possivel definir o que vem a ser os zeros do
sistema SIMO:

Defini¢do 1 (Zeros de transmissdo): As raizes de y(z) sdo
chamadas de zeros de transmissdo de h(z) [13], [14].

Assim, um sistema SIMO definido pelo vetor de polindmios
h(z) é dito de fase minima se todos as raizes de ~(z)
estiverem localizadas no interior da circunferéncia de raio

2Define-se matriz unimodular como aquela que possui determinante igual
a uma constante nio nula.

3Define-se posto normal de colunas como o maior valor de rank (H(z))
para algum z.



XXVI SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICACOES - SBrT’08, 02-05 DE SETEMBRO DE 2008, RIO DE JANEIRO, RJ

0.2

0.15|

EQM

01

0.05,

a4 6
L k [x104]

Fig. 3. Canal SIMO de fase minima - Varia¢do do erro quadratico médio
entre a saida do FEP e o sinal desejado em fun¢do da ordem L do FEP, e o
sinal recuperado quando L = 10.

unitirio (CRU). E importante notar que um sistema SIMO
de fase minima pode, a principio, apresentar subcanais com
zeros fora da CRU, desde que os zeros em comum estejam
dentro da CRU.

A partir desta definicdo, pode-se ampliar as condi¢des nas
quais a equalizacdo ZF de um canal SIMO ¢ viavel [13]:

Teorema 3 (Equalizabilidade de sistemas SIMO): Se um
sistema SIMO tem m saidas com funcdo de transferéncia
polinomial h(z) e tendo a forma dada por (7), entdo:

o A funcdo de transferéncia h(z) é perfeitamente equa-
lizdvel se e somente se h(z) for de fase minima, i.e.,
os zeros de 7(z) se encontram dentro da CRU;

o A funcdo de transferéncia h(z) é perfeitamente equa-
lizdvel por meio de estruturas FIR se e somente se
v(z) = 274 para algum d > 0, i. e., as fungdes h,(2)
possuem zeros em comum apenas no infinito.

Portanto, de acordo com o Teorema 3, se o canal possuir
zeros em comum, este s serd equalizdvel se os zeros em
comum estiverem localizados dentro da CRU. Mesmo assim,
a equalizacdo perfeita somente serd obtida se o equalizador
apresentar uma estrutura IIR, condicdo similar a encontrada
no caso SISO. Assim, de maneira andloga aos canais SISO de
fase minima, ainda sera possivel recuperar o sinal transmitido
mesmo que ndo se obtenha a condi¢do ZF.

A fim de ilustrar a possibilidade de equaliza¢do, mesmo que
ndo perfeita, de canais com zeros em comum, apresentamos
nas figuras 3 e 4 resultados obtidos utilizando o filtro de erro
de predicio em duas situacdes distintas: um canal de fase
minima e um de fase maxima.

No primeiro caso, o sistema SIMO é composto por 2
subcanais, cada um com 2 zeros, sendo um zero em comum em
—0,9. Na figura 3 € tracado o erro quadratico médio (EQM)
entre o sinal na saida do FEP e a resposta desejada, i.e., o sinal
transmitido, em fun¢do do comprimento do FEP. Conforme
pode-se observar, o erro decai com o aumento na ordem do
preditor, tendendo a zero para ordens acima de 20. E mostrado
também a saida do FEP para L = 10, mostrando que o sinal
recuperado assemelha-se a um sinal BPSK (41, —1).

No segundo caso, o sistema apresenta zeros em comum
em —1,3, e observa-se que o aumento na ordem do FEP
ndo faz o erro quadritico médio tender a zero. Isto mostra
que o FEP ndo serd capaz de equalizar o sistema de fase
nao minima, evidenciando uma limita¢do inerente ao uso de
critérios baseados exclusivamente em EO2.

EQM

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2
L

a4 6
k [x10%)

Fig. 4. Canal SIMO de fase mixima - Variacdo do erro quadratico médio
entre a saida do FEP e o sinal desejado em func¢do da ordem L do FEP, e o
sinal recuperado quando L = 10.

Em seqiiéncia, estendemos nossa andlise a um modelo com
multiplas entradas e madltiplas saidas (MIMO), no qual os
sinais transmitido e recebido serdo tratados como vetores da
mesma forma como as func¢des de transferéncia do canal e
filtro serdo tratadas como matrizes polinomiais.

IV. EQUALIZACAO DE SISTEMAS MIMO

A figura 5 ilustra o problema de equalizacio MIMO,
ressaltando as dimensdes das matrizes envolvidas. Considera-
se que o numero de sinais transmitidos n é menor ou igual
que o numero de sensores m.

mel (k )

Ynx1 (k )

Swa (F)
anm(z) —

—» H,.w(2)

Fig. 5. Modelo MIMO, com n fontes e m sensores.

Enquanto que nos casos SISO e SIMO procura-se recuperar
um unico sinal de interesse, no caso MIMO, o objetivo do
equalizador € recuperar a informagao proveniente de diferentes
fontes. Dessa forma, o proprio conceito de condicdo ZF deve
ser revisto.

De maneira geral, pode-se dizer que um canal MIMO H(z)
foi perfeitamente equalizado por um filtro W(z) se

W (z)H(z) = DPA(z), (8)

onde D e P representam, respectivamente, uma matriz dia-
gonal ndo-nula e uma matriz de permutacdo, e A(z) denota
uma matriz diagonal composta por mondmios monicos z'. Em
outras palavras, diz-se que a condi¢do ZF foi atingida se os
sinais na saida do equalizador representarem uma cépia dos
sinais transmitidos, a menos de um possivel atraso, um fator
de escala e uma possivel permuta¢do na ordem na qual os
sinais sao recuperados.

A existéncia de tais equalizadores, a exemplo do que ocorre
no caso SIMO, depende das caracteristicas do canal. Para
sistemas MIMO, uma condi¢do que garante a inversibilidade
do canal é dada pelo seguinte teorema [15]:

Teorema 4 (Extensdo da Identidade de Bezout): Uma
condicdo necessdria e suficiente para que um sistema definido
pela matriz polinomial H(z) seja perfeitamente inversivel
por estruturas FIR é que o maior divisor comum de todos os
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menores n X n de H(z) seja dado por um mondmio néo nulo
Ap(z) = 279, para d > 0. Esta condi¢io é equivalente a ter
o posto segundo colunas de H(z) completo, i.e., igual a n,
para todo z € C néo nulo.

Note que a condi¢do expressa no teorema 4 equivale a
condi¢do enunciada na identidade de Bezout (teorema 1) para
o caso SIMO, onde n = 1.

De maneira similar ao caso SIMO, € possivel ampliar o
nimero de canais para os quais o equalizador ZF ¢é factivel
caso estruturas IIR sejam consideradas para o projeto do
filtro. Neste contexto, podemos enunciar o teorema sobre a
equalizabilidade de estruturas MIMO [13]:

Teorema 5 (Equalizabilidade de sistemas MIMO):
Considere um sistema MIMO m X n com fungdo de
transferéncia polinomial H(z). Considerando a forma de
Smith associada a matriz H(z) dada por (6), temos que:

o a fungio de transferéncia H(z) é perfeitamente equa-
lizdvel se e somente se H(z) for de fase minima, ou
seja, todas raizes de v;(z) se encontram dentro da CRU;

o H(z) é perfeitamente equalizdvel por uma estrutura FIR
se e somente se v;(z) = z~% para algum d; > 0.

O teorema garante que nestas condi¢cdes existe um sistema
FIR que inverte perfeitamente o canal, mas ndo menciona nada
a respeito de como obté-lo, tampouco se o filtro de erro de
predicdo seria efetivo neste caso. No entanto, é de se esperar
que o uso de um FEP sofra de limitagdes adicionais, uma vez
que o equalizador deve recuperar ndo mais um sinal, mas um
conjunto de sinais.

De fato, o uso de FEP permite, na melhor das hipdteses,
recuperar um vetor de sinais que serd dado por

y (k) = H(0)s(k). ©

Isto indica que o vetor de sinais recuperado serd, na melhor
das hipéteses, uma mistura linear das fontes, e a separacdo
completa dos sinais dependerd, necessariamente*, do uso de
EOS.

Note, porém, que o vetor de sinais y(k) contém apenas
amostras das fontes no instante k, indicando o equalizador
baseado no FEP tende a recuperar os sinais sem atraso de
equalizagdo. Por outro lado, o teorema 4 garante a existéncia
de um equalizador ZF FIR, ndo necessariamente uma solucio
ZF com atraso de equaliza¢do nulo. Portanto, fica claro que
a abordagem utilizando FEP serd valida somente se o canal
admitir uma solu¢do ZF com atraso nulo, o que ocorre para
canais ditos irredutiveis:

Definicdo 2 (Sistema irredutivel): A funcao de
transferéncia H;(z) é dita irredutivel se o posto segundo
colunas de Hy(\) é igual a n para todo A € C. Em outras
palavras, ~;(z) = constante para todo i.

Para estes canais, o erro de predicdo tenderd a ser igual
a (9). Nos demais casos, a limitacio do uso de FEP ¢é

#Visto que as fontes sio i.i.d. Caso as fontes possuam espectro distintos, ou
sejam processos ndo estaciondrios, é possivel derivar métodos de separacdo
baseados exclusivamente em EO2.

melhor compreendida considerando-se o teorema de fatoracdo
irredutivel-paraunitdria [15]:

Teorema 6 (Fatorizacdo Paraunitdria-Irredutivel): Seja
qualquer sistema perfeitamente equalizdvel H(z) com m > n,
e seja Ay (z) = 27!, onde Ag(z) é maior divisor comum
monico de todos n x n menores de H(z). Entdo, H(z) pode
ser fatorado da seguinte forma:

H(z) = H;(2)Hp(2), (10)

onde H;(z) é um fator irredutivel de H(z) e Hp(z) é um
fator paraunitdrio de H(z), i.e.:

Hp(e 7)YHE (e77v) =1, (11)

para todo w .

Dessa forma, qualquer sistema FIR perfeitamente equa-
lizavel pode ser decomposto em um fator irredutivel e outro
paraunitdrio. Assim, de maneira geral, pode-se dizer que, para
todo canal perfeitamente equalizavel, o FEP € capaz de reduzir
o sistema a um filtro paraunitdrio. Note que um FEP W (z)
age como um filtro branqueador, ou seja

W(2)H(z) = DHp(2), (12)

onde D é uma matriz diagonal ndo-singular (n x n) e Hp(z)
é uma matriz paraunitdria.

Pode-se concluir entdo que para recuperar os sinais transmi-
tidos de um canal MIMO se faz necessario o uso de EOS do
sinal observado na saida do canal, diferentemente como nos
casos SISO e SIMO, onde as EO2 proporcionam informacao
suficiente para se equalizar canais em algumas situagdes. O
fato crucial que diferencia as abordagens é a existéncia de
mais do que um sinal fonte a ser recuperado.

V. CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Neste trabalho foram analisadas as condi¢des necessdrias
e suficientes de equalizacdo para sistemas SISO, SIMO e
MIMO, bem como as limitagdes do uso de EO2 na solugio
dos problemas. Para tal se fez uso do teorema de Bezout, e,
a fim de estender os conceitos de zeros e sistemas de fase
minima a sistemas SIMO e MIMO, da forma de Smith de
matrizes polinomiais.

Para sistemas SISO, o canal sé serd perfeitamente equa-
lizavel se o mesmo for composto apenas por pélos ou for
um canal de fase minima. Neste segundo caso o equalizador
deverd, necessariamente, apresentar uma estrutura IIR. No
entanto, vimos que mesmo na impossibilidade de equalizacao
ZF, é possivel recuperar a informag@o transmitida utilizando-
se equalizadores que aproximam a solugdo ZF. Neste contexto,
o filtro de erro de predicdo representa uma possivel solucdo,
desde que o canal seja de fase minima.

No caso dos sistemas SIMO e MIMO, o canal s serda
equalizdvel perfeitamente se a fungdo de transferéncia do canal
possuir zeros no infinito ou o sistema apresentar a carac-
teristica de fase minima. Se nos restringirmos a equalizadores
com estrutura FIR, somente canais com zeros no infinito serao
perfeitamente equalizdveis. Porém, no caso SIMO, a exemplo
do que ocorre em sistemas SISO, mesmo quando o sistema
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ndo for perfeitamente inversivel, ainda € possivel utilizar FEP
para recuperar a informagao transmitida.

J4 no caso de sistemas MIMO, a informagdo contida nas
EO2 ndo serd, em geral, suficiente para atingir a solucdo
ZF. Neste caso, o FEP pode servir como uma etapa de
pré-processamento dos dados, reduzindo o problema a um
equivalente, no qual o canal € um sistema paraunitirio. Apds
esta etapa, EOS serdo necessdrias para se atingir a solucdo
final do problema.

Esta dltima observagdo nos leva a conceber, como uma
proposta interessante e imediata de trabalho futuro, a extensio
da idéia da cascata entre equalizadores cegos de amplitude
e de fase aplicados ao caso SISO em [16] ao caso MIMO.
De fato, no caso MIMO trata-se de recuperar os sinais num
contexto de mistura convolutiva, o que poderia ser obtido por
uma associag@o entre a matriz FEP e uma matriz paraunitaria.
A busca de métodos de otimizacdo dos pardmetros dessas
matrizes, seja num contexto adaptativo ou por blocos de dados,
abre interessantes perspectivas de investigacao
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