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Estudo de Estimadores de Impulsividade em
Amostras de Sinais de Comunicacoes

E. Ferraz e R. Coelho

Resumo— Nota-se cada vez mais a presenca de fendmenoD método demonstrou resultados melhores do que os classicos
impulsivos ou de cauda-pesada em diferentes areas, o que et® para distribuicdes genéricas. Os estimadores foram ajplica
que estes ndo possam ser mais modelados como se fossegl, seqijancias amostrais obtidas de comunicacdes méveis e

Gaussianos. Ao mesmo tempo, a modelagem destes processqQs . ~ L
como n&o-Gaussianos motiva a necessidade de uma melho?ambern de geracdo de amostras com distribuicGes Pareto e

caracterizacdo dos parametros que os definem. Neste trabalh -€staveis.
foram estudados e avaliados os métodos de McCulloch e o O restante deste trabalho esta organizado da seguinte:forma

QQ plot que estimam impulsividade e indice de cauda. Além g sec&o Il mostra as definicdes e fornece uma breve explicagéo

disso, foi proposto um método que transpbe as restricoes dosgopre jmpulsividade e cauda-pesada; os estimadores estdo

dois primeiros. Os estimadores foram aplicados em sequéas d it detalh 50 IlI- 50 IV itad
amostrais obtidas de comunicagdes mdéveis e também de geraca escritos em aetaines na se¢ao lil; na secao 1V, 0s ressitado

de amostras com distribuicies Pareto e-estaveis. sdo apresentados; e a se¢ao V conclui o trabalho.
Palavras-Chave— Processos de cauda-pesada, processos

estaveis, impulsividade, método de McCulloch, QQ plot. Il. ESTABILIDADE, IMPULSIVIDADE E CAUDA-PESADA:
Abstract— Heavy-tailed or impulsive phenomena are often no- DEFINICOES

ted in different areas, suggesting that a non-Gaussian assiption . o < <
may be the most appropriate model for them. This motivates A propriedade da estabilidade e responsavel por grande

a better characterization of the parameters which define thee Parte da motivacao de se modelar sinais com o uso de fungoes
phenomena. In this work, it was studied and evaluated the «-estaveis e € enunciada como [2]:

McCulloch method and the QQ plot which estimate impulsivity Teorema 1:Uma variavel aleatdria (V.AX € a-estavel se,

and tail index. Besides, it was proposed a new method which ¢ somente se, para duas V.A.s independeite® X, com

overruns some restrictions of the two first ones. The estimats o . .
were applied on both, sample sequences obtained from mobilea mesma distribuicdo d&', e para quaisquet; e a reais,

communications and generated samples distributed as Paetand  €Xistema e b tais que

«-stable. J
X Xo~aX +Db 1
Keywords— Heavy-tail processes,a-stable processes, impulsi- d . __al 1tazia~a +_ o } (?
veness, McCullch method, QQ plot. onde ~ significa semelhanca em distribuicdo. Além disso,
se X € estavel, entdo sua funcdo caracteristica é definida
I. INTRODUCAO por quatro pardmetros. O pardmetiodefine a localiza¢éo

da distribuicdo. Tem-se que representa a dispersdo da

T . SO . . > distribuicdo. O parametrgy mede o nivel de simetria da
sinais, fendmenos e aplicagbes oriundas de diferentes,ar ?stribui(;éo Por fim,a é o parametro que caracteriza a

tals como comunicagoes, hidrologia, economia e geo'log.+a, .ﬁnpulsividade da distribuigcdo. A fungéo caracteristicatde
gere que estes ndo possam ser representados por distebui milia de distribuices é dada por:

Gaussianas [1]. As distribuicdes ndo-Gaussianas, estavel

também designadas como cauda-peshdavy-tai), permitem o(t) = exp{jat — y[t|[1 + jBsign(t)w(t, )]}

a caracterizacdo destes fenémenos impulsivos. A promgteeda

da estabilidade, o Teorema do Limite Central Generalizatio P"9€

(TLCG) e a Distribuicdo Generalizada de Pareto [3] (DGP) (t,a) = { tan(aw/2) parac # 1

possibilitam avaliar estas caracteristicas em casoselémit ’ 2/mloglt| paraa =1,
Neste trabalho, foram estudados e avaliados dois métodos

A crescente identificagdo de caracteristicas impulsivas

de estimagdo, um cuja impulsividade é estimada a partir 1 parat < 0
de distribuicbesn-estaveis ¢-stablg a partir do método de sign)=1¢{ 0 parat = 0
McCulloch [4] e outro onde se considera o indice da cauda- —1 parat <0,

pesada na obtencdo da impulsividade, atravé@@alot [5].
Um novo método de estimacédo, denominado método Ga
Soma Convergente, também é proposto neste artigo. Este _ o « ¢ < 00,7>0,0<a<2,-1<3<1.
método propbe-se a estimar o grau de impulsividade, ap6és o .
tratamento, em amostras com caracteristicas de cauddapesa Sinais ou amostras com caracteristicas impulsivas possuem
funcdo densidade de probabilidade (fdp) com caudas mais

E. Ferraz e R. C_oelho, Institut_o Militar de I_Engenharia, Depaento pesadas que uma distribuigéo Exponencial [1], [2] Como
de Engenharia Elétrica, Laboratério de Comunicacdes erSat Opticos

(LaRSO), Emails:{ferraz,coelho}@ime.eb.br. Este triiafoi parcialmente exemplos de amostfas impulsivas, pode-se citar a distébui
apoiado pela FAPERJ. de Pareto ou a-estavel.
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TABELA |

Uma V.A. X possui distribuicdo cauda-pesadaedvy-tail INTERVALOS POSSIVEIS DE ESTIMACAO SEGUNDT]

distribution, ou HTD) se obedece a condi¢éo

L(x) Name « Jé] ¥ a
P(X|>z)~ — @) McCulloch || 0,6, 2)* | (-1,1)* | (0,00)* | (—o0,00)*

x Kogon (0,2 | (L1)* (@) (0)

onde L(z) é tal quelim, ., L(rz)/L(t) = 1. Nota-se que Ma || 0.2 ] (0 | (000" ©)
Tsihrintzis 0, 2)* 0) (0,00) | (—o0,00)*

uma constante qualquerobedece a esta propriedade, 0 que
permite escrever que V.A.s distribuidas como Pareto, com

P(X|>z) = — «) [7]: McCulloch, Kogon, Ma e Tsihrintzis. Cada método
z° compreende diferentes intervalos de valores para os para-
sdo HTDs. Isso motiva 0 uso do seguinte teorema [3]: metros de amostras com supostas distribuicdes estaveis. A
Teorema 2:Sejamu e c constantes reais positivals, (z) = Tab. | apresenta estes intervalos, com marcagdo de * onde
PX—-—u<zlX>u)e os valores podem ser de fato estimados. Portanto, notaese qu
\-1/¢ 0 Unico estimador capaz de estimar os quatro parametros é o
G(z) = 1- (1 + %) se{ #0 ©) McCulloch, sendo, desta forma, o estimador mais abrangente
1— e /B se& =0 de todos. A precisdo de todos os estimadores de impulsiidad
~ é discutida em [7].
Entao
ullnéo F.(z) = G(x) A. Método de McCulloch
Para valores de muito grandes, tem-se que pdrax = £ # 0 O método de McCulloch [4] € um aprimoramento do
T T método proposto por Fama e Roll [6], e se baseia em carac-
1+ m ~ @ teristicas dos quantiles. Fama e Roll notaram que poderiam
obter os parametros de dispersé@ de posicam, indepen-
e sec = (af)™: dentemente dos outros parédmetros, pois certas combinacdes
P(X —u> X >u) ~ % (4) de quantiles se alteravam muito pouco (no maximo 4%) para

x variacdo dos valores dee 3. McCulloch estendeu essa idéia,
Portanto, quandg > 0, G(z) toma a forma de uma determinando os parametrose 3 sem depender dos outros
distribuicdo de Pareto. Assim, percebe-se que o valor deis parametros, assim como determinou os parameteos
¢ permite também modelar um conjunto de momentos g8em o tendenciamento resultante no método predescessor. Se
sejam infinitos. Por exemplo, s¢ = 0,25, entdo o quarto , € 0 quantileg da distribuicdo &, e 5 sdo fungbes dos
momento, ou qualquer momento superior, ndo ird converdgitantiles para a determinacgéo dee 3 definidas como:
De forma semelhante, a variancia diverge¢se 0,5. Com

X — X
isso, pode-se aproximar as distribuicbes ou, a0 menos part Vo = %
delas, por distribuicdes de Pareto. Assim, a impulsividade o5 N 005 N 205
de processos de cauda-pesada e de processos estiveis esta vg = —— — :
relacionada através de 70,95 — 0,05
1 Essas relagBes sdo biunivocas e funcionam sem tendencia-
o= E mento na faixa indicada pela Tab. I, de forma que conhecendo

3 ) o .. . _Uq e g determina-se unicameni e (§ para quaisquety

ondea = 2 € o valor da impulsividade de uma distribuicaq, , A dificuldade computacional deste método resume-se a
Gaussiana ou cauda exponencial. Amostras @M< 2 rdenar as amostras para determinar os quantiles desejados
apresentam variancias infinitas. Diferentemente dos métodos que avaliam momentos fraciona-
. rios e pesos das caudas, por depender de apenas 5 quantiles,

Ill. ESTIMADORES DEIMPULSIVIDADE E INDICE DE este método tanto pode estimar impulsividade em amostras

CAUDA ndo impulsivas, quanto pode ndo detectar impulsividade em

Os métodos de estimagdo do grau de impulsividade @eostras impulsivas (como nas Figs. 1 e 2). Desta forma,
processos cauda-pesada dividem-se em quatro categorias© método pode falhar completamente para amostras que nao

« aqueles que usam fractiles de amostras de dados emSfidma-estaveis.

cos [6] [4];
« aqueles que geram a funcéo caracteristica e fazem ajugiedviétodo QQ plot
a partir da definicdo da distribuicéo estavel; O métodoQQ plot permite inferir o peso da cauda. Esta
« aqueles que utilizam momentos fracionais de baixa &-uma ferramenta visual onde os quantiles da distribuicéo
dem; empirica sdo plotados sobre uma distribuicdo hipotétiea. S
« aqueles que verificam a taxa de decaimento das distribgiamostra provém desta distribuicdo ou de uma transformacao
coes. linear desta, dQQ plot é linear. Para verificar-se o peso da

Nesta secdo serdo apresentados os quatro principais rmétedoda, considera-se um valor qualquer para compara-se
disponiveis para a estimagdo da impulsividade (paramet@m a distribuicdo obtida diretamente pela amostra. Se esta
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Probabilidade o- estavel 1000

P(X>x) ) N
B dist. qualquel

Quantiles exponenciais
o
=)
o
T
L

X .
200 | .0 i
Fig. 1. Exemplo de uma distribuicdo n&o impulsiva estimaataMcCulloch .
R B 100 1
como impulsiva / 1,5-estavel  +
Cauda 1,5 -
Probabi"dade . -50 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450
P(X>X) GaUSSIana Dados ordenados
B dist. qualquel
1 Fig. 3. Uso doQQ plot para comparar duas caudasel,5, que deveriam
ser iguais

A Para dar base a tal método, sera considerado o conhecido
teorema que, por si s6, define as funcdesstaveis:

Teorema 3:(Teorema do Limite Central Generalizado) Se-
jam X1, X,,..., X,, independentes e identicamente distribuidas
X coma, — oo. DefinindoS,, como

Fig. 2.  Exemplo de uma distribuicdo impulsiva estimada p@CMloch _ _
como nao impulsiva Sp= (X1 +Xo+ ...+ Xp)/an — by (5)

X é a-estavel se e somente 3= lim,,_,oc Sy,.

Gltima é concava, entdo a cauda é mais pesada do que qual§9éie-se usar o TLCG para provar a seguinte proposicao:

uma que possua = 1/¢, enquanto que se ela é convexa, a Proposicéo 1:SejamXi, X»,....X,, variaveis aleatérias in-

cauda é mais leve de qué¢. Procura-se, entdo, por tentativélependentes e identicamente distribuidas, tais que pguenal

e erro, um valor d& que faca as caudas das duas distribuicd8s< o < 2:

(a experimental e a tedrica) coincidirem (ou ao menos serem

paralelas, pois o fatgf de G(x) é capaz de corrigir isso). E[[X1[’] = o0, sep>a (6)
Este método, entretanto, possui a desvantagem da andlise E[[X1]P] < o0, se0<p<a« @

por inspecao visual. Certos tipos de amostras sdo difieeis d

serem analisadas pela iregularidade da cauda. Além digspido seX = lim i, X, X é a-estavel. Sex > 2, a

€ comum n&o encontrar um valor exato, mas um valondedistribuicdo deX sera Gaussiana.

razoavel para uma faixa de valores. A figura 3 mostra amostras DemonstraA§8A£o: Sejam R e S variaveis aleatérias

a-estaveis geradas com caudade: 1,5 e a comparagéo com identicamente distribuidas com fdpg e ps, respectivamente,

uma cauda distribuida com@(xz) com 0 mesmax. tais queE[|R|?] e E[|S|P] convirjam apenas pam< « < 2.

SejaT = R+ S com fdppr. Desta forma:
C. Método da Soma Convergente (SC)

o0
Como visto anteriormente, mesmo os métodos classicos pr(z) :/ PrR(A)ps(z — A)dA
apresentam problemas para estimar a impulsividade dessinai -
com distribuicdes desconhecidas. Nesta se¢éo, propdersepfimeiramente é provado QUE|T’|?] converge se e somente

meétodo mais genérico para tal estimacao que use como Unigas < . O p-ésimo momento d& é dado por:
hip6teses amostras independentes e identicamente uligagh N

SejamX1, X,,....X,, as amostras independentes e identica-
mente distribuidas de uma distribuicdo qualquer. Geraxsme
um processo a partir deste dado pela somafdg amostras
em seqiiénciaf( < (0, 1)), originando um processo cohd/f | Tro.canglo a ordem de integracdo e fazendo a substituicdo de
amostras Y1,Yz,...Y|1,s|)- Este procedimento serd chamadyariaveisu =z — A, obtém-se:
de soma por grupasNeste caso, nota-se que

ilfn) E[|T"] = / N Pr(N) / N (u+ \)Pps(u)dud)

Y; = > X B -

i=(j—1) [ fn]+1 Para provar a ida, considera-se o caso em gue a. Se

E[T] = /jo aP /fo pr(N)ps(x — N)dA\dx
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u S )\: 250
A A
(u+A)Pps(u)du < / (2u)Pps(u)du = 200 | ]
—00 \ —00 ,
2”/ uPpg(u)du < 2PE[|S|?] 3| . |
E seu >\ Q . i
/ (u+ \Pps(w)du < / (2\)Pps (u)du = | ]
A A o -
(2A)P / ps(u)du < (2\)? *r /f ]
A
DefinindoC' como ) J ‘ | 60) com aiphaclysl
C = / pR()\)(2pE[|S|p] + (2/\)p)d/\ _ Dados ordenados
- Fig. 4. Estimacdo da cauda da seqiiéncia 1 a partir do de @ —
27 (1 + E[|RIE[|SI7]) e ¢ ‘ partr do QQ v

tem-se queC' converge. Coma” > EJ[|T|?], entdoE[|T|?]
também deve convergir, o que prova a ida. Considerando agora
p > «a, € verdade que

/ (u+ A)Pps(u)du > / (u? + NP)ps(u)du =
Como o termo direito da Eq. 8 diverge, o termo esquerdd ,,, | . i
também deve divergir, e por consequénd®,S|?] = oo. %
Invocando o TLCG, sabe-se que a soma de infinitas variaveis J

aleatérias com mesma distribuicdo deve ser uma variavel *°
aleatOria a-estavel. Como foi mostrado que os momentos
fracionarios da soma s6 convergem par& «, entdoX sO ; ‘
pode sera-estavel. Parax > 2 aplica-se o Teorema Central 0 500 oo 2500 3000
do Limite. g

Portanto, sen — oo, de acordo com a Proposicdo 1Fig. 5. Estimacdo da cauda da seqiiéncia 2 a partir do QQ pide @ =
havera uma seqiiéncia de/f| amostras com distribuigdo 84
a-estavel, ou sev € um numero grande, havera ao menos

uma distribuicdo proxima a esta. A partir deste ponto, psele- omo a-estavel a partir do método descrito em [10] com

usar o método de McCulloch para estimar a impulsividade §8 .
processo mesmo nimero de amostraé e mesma cauda. Com essas

duas séries geradas, foram novamente estimados a cauda e
a impulsividade pelos mesmos métodos aplicados nas séries
IV. RESULTADOS originais. Os resultados sdo 0s que se seguem.
Para a avaliagdo dos métodos de estimagéo, foi considerado
um conjunto de 346 seqiiéncias amostrais, com aprOXimaﬂ".’"Método QQ plot

mente 9000 amostras em cada, obtidas de medidaz§ de

uma rede sem fio baseado no padréo IEEE802.11 [8],[9]. Conf*S Figs- 4 a 8 apresentam as estimacdes das caudas das
0 QQ plot, investigou-se algumas distribuicBes mais concava&ico sequéncias escolhidas a partir do us@@plot Pode-

do que a fungéo do tip6:(z) descrita na Eq. 3 com> 0,5%  S€ perceber a dificuldade de se escolher um possivel melhor
A partir deste conjunto, verificou-se o valor aproximadgde Valor paraa, ja que o metodo € visual e € dificil perceber o
conseqiientemente da cauda: 1/¢ < 2. Foram escolhidas 5 PONtO exato onde a cauda comeca. Nota-se que, exceto pela
seqUiéncias amostrais dentre as iniciais para as estim&ges 119- 5 @ reta foi escolhida descartando-se os ultimos pontos
cada uma destas, foi estimada a impulsividade pelo métdg6lui-los resultaria tracar a reta para os dois Ultimostpen

de McCulloch e pelo método proposto cofm — 50 e © due descartaria todos 0s outros. Ao mesmo tempo, foram

fn = 100. Além disso, para cada uma dessas sequéncid§ados apenas 3 pontos para se escoliedas figs. 5 e 6.

foram geradas mais duas, uma distribuida como Pareto e outra

B. Comparacéo dos Diferentes Estimadores

1A escolha de¢ > 0,5 foi feita pois, de acordo com a Proposi¢do 1, A Tab. Il d d A
¢ < 0,5 faria 0 método da SC gerar uma Gaussiana, estimando imiplalges ab. Il mostra, para cada uma das sequencias amos-

2. trais, o nimero de amostras, o0 valor estimado pelQ

Sequencia 1 +
G(x) com alpha=1,84

N
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Fig. 8.
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E
Sequencia 3 +
L G(x) com alpha=1,43 -

500 1000 1500 2000 2500
Dados ordenados

Estimagdo da cauda da sequiéncia 3 a partir do QQ pide @ =

+

oy

Sequencia 2+
G(x) com alpha=1,49 —

100 200 300 400 500 600 700 800

Dados ordenados

Estimagdo da cauda da seqliéncia 4 a partir do QQ plde ® =

*+

Sequencia 5 +
G(x) com alpha=1,75 -

L
200 400 600 800 1000
Dados ordenados

Estimagdo da cauda da sequéncia 5 a partir do QQ pide @ =

TABELA Il
VALORES DE« ESTIMADOS A PARTIR DAS SEQUENCIAS AMOSTRAIS
ORIGINAIS POR DIFERENTES METODOS

Originais
McCulloch
Seq.| N QQ plot | Original | grupos de 50] grupos de 100
1 8621 1,81 2,00 1,90 1,57
2 8620 1,84 2,00 1,78 1,59
3 8622 1,43 2,00 1,64 1,52
4 8622 1,49 2,00 2,00 1,50
5 8622 1,75 2,00 1,76 1,89

plot (supostamente o valor correto para o peso da cauda),
o valor estimado por McCulloch diretamente na seqiéncia e
o valor estimado para o método proposto cgm= 0,02 e

f = 0,01, ou seja, com a soma por 50 e 100 grupos de
amostras, respectivamente. O valor@Q plotfoi considerado

0 mais consistente porque, como ja visto, McCulloch pode
perceber impulsividade em sequéncias amostrais quaisquer
nao impulsivas, da mesma forma que pode néo perceber essa
propriedade mesmo ela estando presente, ou seja, mesmo com
toda a imprecisdo dQQ plot ele ainda serve como um bom
indicativo para se perceber a presenca de impulsividade. A
primeira nota a se destacar € que o valor da impulsividade
estimado por McCulloch, em todas as amostras, foi igual
a 2, o que mostra que McCulloch ndo conseguiu perceber
impulsividade em nenhuma das seqiiéncias de cauda-pesada.
A Unica informacao que se pode extrair disso é que as amostras
ndo possuem distribuicda-estavel. Além disso, devido a
soma por grupos das amostras como no método proposto, o
método de McCulloch passa a estimar impulsividade diferent
de 2. Entretanto, este valor pode variar muito para difesent
nameros de grupos. Isso porque o pequeno numero inicial
de amostras € ainda mais reduzido por este método, o que
resultaria em uma estimagdo deimprecisa. Mesmo assim,
percebe-se que se alguma das 3 colunas de estimagéo chegava
perto do valor original, isso acontecia depois do tratament
pelo método proposto.

A Tab. Ill apresenta o comportamento dos estimadores
qguanto as distribuicbes de Pareto. Foram escolhidaskdistri
¢bes com mesma cauda e mesmo ndmero de amostras que as
sequéncias originais. Neste caso, ha um certo padrédo: McCul
loch subestima as impulsividades e este valor tende a aament
a medida que se aumenta a quantidade de amostras por grupo.
Lida-se, portanto, com a relagdo entre nimero de amostras e
namero de grupos: enquanto aumentar o nimero de grupos faz
a amostra aproximar-se de umeestavel, ha uma diminuicéo
no namero de amostras e, portanto, maior imprecisdo para
estimar com McCulloch. Além disso, para diminuir a depen-
déncia temporal, o0 método usado para a geracado de grupos
escolhia aleatoriamente as amostras formadoras dos gaypos
seja, 0 método usado ndo é deterministico, pois sua apicaca
repetida gera resultados diferentes em uma mesma amostra,
0 que pode ser facilmente contornado escolhendo um método
de escolha das amostras formadoras dos grupos. Esses dois
fatores (a troca entre um bom nimero de amostras por um bom
namero de grupos e o0 método usado para a escolha dos grupos)
explicam a variagéo dos resultados, onde séo obtidas neslhor
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TABELA Il

VALORES DE« ESTIMADOS A PARTIR DE SEQUENCIAS AMOSTRAIS
DISTRIBUIDAS COMOPARETO POR DIFERENTES METODOS

Pareto
McCulloch
«a gerado | QQ plot [ Original | grupos de 50] grupos de 100
1,81 1,81 1,17 1,70 1,62
1,84 1,67 1,11 1,36 1,87
1,43 1,45 0,96 1,11 1,43
1,49 1,53 1,08 1,34 1,25
1,75 1,67 1,10 1,37 1,75
TABELA IV

VALORES DE« ESTIMADOS A PARTIR DE SEQUENCIAS AMOSTRAIS
DISTRIBUIDAS COMO-ESTAVEL POR DIFERENTES METODOS

a-estavel
McCulloch
« gerado | QQ plot [ Original | grupos de 50] grupos de 100
1,82 2,00 1,81 1,64 1,66
1,84 2,00 1,83 1,47 1,72
1,43 1,82 1,42 1,75 1,70
1,49 1,67 1,46 1,63 1,67
1,75 2,00 1,75 1,78 1,64

Entretanto, este estimador ainda apresenta alguns pralem
relevantes: ele foi feito baseado em um processo pseudo-
aleat6rio (e portanto pode, para uma mesma amostra, estimar
valores diferentes) e diminui o numero de amostras dada
uma seqiéncia amostral. A primeira desvantagem pode ser
facilmente vencida adotando um algoritmo fixo de escolha de
elementos para realizar a soma. Para contornar-se o segundo
problema, estd em estudo um estimador de cauda, baseado
neste trabalho, que passe a trabalhar ndo mais com as asnostra
mas com a distribuicdo empirica gerada por elas. Isso poderi
impedir a redu¢cdo do numero de amostras, permitindo a
aplicacdo deste método com mais precisdo onde ele é mais
falho: em pequenas seqiiéncias amostrais.
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