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Esquemas de Modulacdo Nao-Lineares Associade
a Superficies Minimas

Rodrigo Gusmao Cavalcante e Reginaldo Palazzo Jr.

Resumo— Neste trabalho usamos uma interpretacdo geomé-
trica que associa esquemas de modulagBes nao-lineares a su-
perficies no espacgo Euclidiano para construir e analisar n@s M Transmissor
modulagdes ndo-lineares. Para tanto, uma expressédo apramxada
para o erro quadratico médio foi derivada e aplicada a espag Fig 1. Exemplo de um diagrama de blocos de sistema de coauiis
de curvatura seccional constante, indicando 0 uso de esSpaco para a transmissdo de um vetor de variaveis aleatériasncanti
hiperbdlicos para o projeto de modulagdes. Além disso, mo-
dulagBes ndo-lineares associadas a superficies minimagafo
relacionadas a minimizagdo do erro quadratico médio e uma
modulagdo associada a superficie minima helicéide foi pragta. ondeyp;(t), i =1,..., N, € um conjunto de sinais ortogonais

Por fim, determinamos uma condic&o entre a energia media do de energia unitaria. Geometricamente, esses sinais poglem s
ruido e os valores das curvaturas média e Gaussiana com O;

e A o 2 interpretados como um conjunto de vetores ortonornzgjs
objetivo de diminuir a ocorréncia de erro de limiar. .
_ _ _ i = 1,...,N, gerando uma base de vetores para o espaco
Palavras-Chave—Modulagdo néo-linear, superficies minimas, Eyclidiano N-dimensional. Com isso, o sinal modulado (1a)

curvatura Gaussgna, erro quadratico médio. o . pode ser representado vetorialmente por
Abstract— In this paper we use a geometrical interpretation

that associates twisted modulation schemes to surfaces iruéi-
dian space to design and analyze new non-linear modulations . 1b
Thus, an approximate expression for the mean-square error as = [s1(m), s2(m), ..., sy (m)]. (1b)

derived and applied to spaces of constant sectional curvate, N b . 1b
indicating the use of hyperbolic space for the project of modila- este caso, observe que geometricamente (1b) representa

tions. Moreover, non-linear modulations associated with rimimal ~ uma imers&o d&"/ noR", veja [5], podendo ser interpretada

surfaces were related the minimization of the mean-squarersor ~ como uma parametrizagao de uma superfitfe£ 2, N = 3),

and a modulation associated with the helicoide minimal sudce yma hipersuperficieN > M > 2) ou uma curva {/ =

was proposed. Finally, we determine a condition ]nvoIV|ng he 1) no RY, como previsto em [3]. Com isso, as técnicas

noise average energy and the mean and Gaussian curvatures ~ . . .

with the objective of to minimize the threshold error. de modulaga_o podem ser aSS_OCIadaS a espacos mais gerais
qgue o Euclidiano, e suas analises de desempenho devem ser

realizadas com o auxilio da geometria diferencial [4], ousma

geralmente, com o auxilio da geometria Riemanniana [5].

I. INTRODUCAO Neste trabalho, o parametro considerado para medir o

- ~ . desempenho dos sistemas de comunicacfes considerados é c
. Em (3], [6], [.8] e em [9)] as tecnicas de modulagGes Na%ro quadratico médio, definido como
lineares foram interpretadas geometricamente como corvas

p

Receptor

sm = s1(m)p; + s2(m)py + -+ + sy (m)py

Keywords— Twisted modulation, minimal surface, Gaussian
curvature, mean-square error.

superficies no espago Euclidiano. Nestes trabalhos, o com- 24 iE [lm — @|?] = Lm @)
primento da curva e a métrica da superficie foram utilizados M M ’

para obter uma expresséo aproximada para o erro quadradicde|-| é a norma de um vetor g B é o operador esperanga,
de sistemas de comunicacdes. medido conjuntamente para todasmasentradas permitidas e

Neste trabalho faremos uso dessa interpretagcéio geométiitias as possiveis estimativéas determinadas pelo receptor
em um sistema de comunicagdes como o apresentadoapés a acéo do ruido.
Figural. Neste caso, consideramos que este sistema ttansmialém disso, para um melhor entendimento dos resultados
um vetor de variaveis aleatorias = [mi,mo,....,mu]|, descritos neste trabalho, os desempenhos das modulacées
m; € (—1,1), usando uma modulagdo ndo-linear através %?opostas serdo apresentados em funcédo de graficos darelaca
um canal sujeito a acdo de um ruido Gaussiano aditivo brangfs| ruido do canal de transmissio (CSN#jsusa relacido

(AWGN). sinal ruido na saida do receptor (SNR), definidos como
Além disso, consideramos um esquema de modulagdo que _ —

transmita o vetom, pelo seguinte sinal modulado CSNR4 Em e SNR2 ™C A3)
N 2’

sm(t) = si(m)e1(t) +--- +sy(m)en(t),  (1a) — _
onde m? é o valor esperado da norma quadrada (energia
Rodrigo Gusmao Cavalcante e Reginaldo Palazzo Jr, Depama mgédia) do vetor de variaveis aleatérimsde médias nulasy’
de Telematica (DT), Faculdade de Engenharia Elétrica e dmpG@m- . sdia d id ld L
cdo (FEEC), Universidade Estadual de Campinas (UNICAMRails: € @ €nergia media de ruido presente no canal de transmissao e

rgc@dt.fee.unicamp.br e palazzo@dt.fee.unicamp.br. E,, é a energia média de transmissdo do sipglt), definida
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como - m. O que implica quan € obtido quand@ — sz, € normal a
_ Sm, Veja ilustracdo na Figura?2.
B2 Ellsnf] =E | [ shat|. (4) ja TSt ’

onde o operador esperanca, neste caso, € medido para todos
0s possiveis valores da.

Neste trabalho, as curvas de desempenho (CSBiRus
SNR) dos sistemas propostos foram comparadas com a curva
de um sistema 6timo, denotada pela sigla OPTA e definida em
[1] pela seguinte relacdo

SNR= (1 4+ CSNR™'M | (5)

Vetor normal

Superficie Plano tangente em mg

Sm

onde(N/M) é arazdo entre as dimensdes dos sinais modulddn 2. Exemplo de recepgéo por méaxima verossimilhanca desigrema
e ndo modulado, respectivamente. Por exemplo, para o Cg%aomunicag()es usando modulacéo néo-linear associada auperficie.
particular de modulacdes associadas a superficies essa raz

i N=3 M=2
va:Ee ?/Qt pg)llshnes'[f, Casém C(EIR q € m_EtRf ' Na S Uﬁ:na, de maneira que o sinal recehidesteja na vizinhanga
ste trabalho esta organizado da seguinte forma. iNa egaéﬁ,sinal enviadasg, entdo o sinaky, pode ser localmente

Quando a energia média de ruido for suficientemente pe-

apresentamos uma expressao aproximada para o erro qu fximado por
tico médio e aplicamos essa expressao a espacos de curvatura
seccional constante. Nas Seceslll e IV modulacdes ndo- Sm ~ So + (m —myg) - J,flo, @)

lineares associadas a superficies minimas foram relacisna . . . .

minimizacgao do erro quadratico médio. Na SecédoV determings® Figura.2 para me_lhor entendlment_o. l:leste caso patjcul

mos uma condicdo entre a energia média do ruido e os valo?aggerve ques;, € obtido por uma proje¢ao deno espago

das curvaturas média e Gaussiana com o objetivo de diminui gente de, em Mo. . ~ .
sando a aproximacdo (7) no sistema de equacdes (6) é

a ocorréncia de erro de limiar. Na SecdoVI construimgs ~~, ) ) - L
: ~ P9 sivel determinar uma aproximacao para o erro quadrético
e analisamos o desempenho de uma modulacdo associa 8 ; L2 =
. L : ~ medio dos sistemas de comunica¢des que usam a modulacao
a superficie de uma helicéide. Finalmente na Secédo VIl ag

o ~ nao-linear (1b). Neste caso, comly, = Jm, devido a
conclusbes sdo apresentadas. . ~ . ~ ; N .
aproximacéo realizada, entédo a estimativgpode ser obtida

1. UMA APROXIMAGAO PARA O ERRO QUADRATICO MEDIO da seguinte maneira

Neste momento, considere que o sistema de comunicacdes [r—so— (h—mg)  JL ] Jme =0
esteja sujeito a agdo de um ruido AWGN, representado pelo = (r—s0)  Jm, = (h —myg) - G,
; o 5 .
vetor n, de energia médiaV/, sendoc? = Nj/2 a energia = m=mo+ (r—50) Jme Gy (8)

média de ruido por dimenséo.
Além disso, considere que quando um receptor de maximadeGm, = J, - Jm, € @ matriz métrica ou o tensor métrica

verossimilhanca é usado, entéo a estimafivé obtida como Riemanniana ds,, emmg, dado por

sendo o valor den que minimizalr — s,,|, isto é, o receptor

estima pelo sinaé;, mais proximo der. Matematicamente, a gL g1z M
. NN . . . ~ g21 g22 9gom
estimativamn deve satisfazer o seguinte sistema de equacdes G = ,
0Sm )
(r—sm)- o, =0 gM1 gm2  cc gMM
m=m
m = min|r —sm| = : ondegij:gji,:_ %;%2, paraz‘,j:l,..,.,M.
Os Com o auxilio da Figura2, note que o ruido do canal de
m g q
(r—sm)- - =0 transmissao é dado par= r — sq. Neste caso, com o auxilio
amk[ o p
mem de (8) podemos obter uma expressdo aproximada para o erro
= (r—sm) Jm =0, (6) guadratico médio dado que, tenha sido transmitido, como
onde.J;; é a matriz Jacobiana dg, no pontom = ri, dada S€ndo
or - 1 _
P E(mo) = 7(r = 50)Jmo (Grup)* iy (r = 50)7  (92)
8Sm T 881 881 881 2 M M 9 M
om om om omy, -7 g 11T G.. (9b
S .1 _ .1 .2 . .Ib[ Mijzzlgz];glk gkj Mdet((;,); u( )
. . . . . : 2 ?
0Sm 0sy Osn 0sn _ 0 gn + g22 _, paraM =2, (9c)
Omg om;  Oma Omuys 2 911922 — (912)
Neste caso, observe que 0 vetor sy, € simultaneamente ondeG;;, i = 1,..., M séo os cofatores dos elementgsda

ortogonal aos vetores tangem%%g, t=1,...,M emm = diagonal deG e os elementos;; séo calculados emsy.
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Neste caso, é importante informar que as expressdes (9a) 45— ;
e (9c) haviam sido obtidas em [6] para o caso particular de ~ ssf K=0
modula¢Bes associadas a superficiégs € 2). Contudo, a 3 o
expressdo (9a) ndo informa claramente alguns pontos reler
vantes que séo facilmente percebidos na expresséo (9l), ac@
desenvolvida. Por exemplo, pode-se verificar qué(ang) E .
€ inversamente proporcional ao quadrado do elemento de P
volume da variedade Riemanniana associadg,ae direta- R —
mente proporcional a soma dos quadrados dos elementos de 5
volume das subvariedades Riemannianas de dimehs&ol 0 —

. , . , . 0 0.5 1 15 2
associadas ay,. Além disso, (9b) é mais adequada para a -,
realizacdo de técnicas de otimizagdo visando a identificagdy. 3. Erro quadratico médio de modulagdes associadas apasple
de uma classe de hipersuperficies que melhor se adegureatura seccional constant&, = —1,0 e 1.
ao processo de modulacdo, no caso, as hipersuperficies que
minimizam 0¢2(my).

Observe que 2(mg) calculado por (9b) é funcdo da Neste caso, considere que o esquema de modulacdo em
métrica g;;, que geralmente depende do valor g e da questdo esteja associado a uma superficie regular parametr
parametrizacao da superficie associada a modulacéo. Mo cagla, X : D ¢ R? — R3, na qual os parametros a serem
particular de utilizarmos uma parametrizacédo isotérmio@@ transmitidos sdu, v) e pertencem ao dominio. A mudanga
métrica € caracterizada pgf; = g sei = j € g;; = 0 de notagdos,, = X(u,v) € m = [u,v], foi necessaria para
caso contrario, entdo o erro quadratico meédio (9b) pode ggre alguns resultados da geometria diferencial apresentad

simplificado para em [4] pudessem ser aqui aplicados sem maiores dificuldades.
- o2 Ny/2 Com o objetivo de determinar a classe de superficies associ-
€?(mo) = r = g (10) ada ao esquema de modula¢@o que minimiza o erro quadratico

médio, considere uma funcao diferenciayel D c R? — R

Neste momento podemos aplicar a expressao (10) P@rgma variagio normal da superficieu, v) determinada por

analisar 0e?(mg) de um esquema de modulagéo associag?u,v) e caracterizada pela aplicaclid : D x (—¢, ¢) — RS,
a uma variedade Riemanniafné-dimensional com curvatura definida como

seccional constantdx(), veja [5], cuja métrica pode ser dada

por , X' (u,v) = X (u,v) + tn(u,v)N(u,v), t€ (—e€), (13)
o _
=1+ K ng (11) onde N (u,v) é o vetor normal unitario & superfici(u, v).
4 P ! ' Neste caso, usando (9c) o erro quadratico médio de uma

R modulacdo associada a parametrizacdo (13) pode ser escrita
Portanto, da substituicdo direta de (11) em (10) obtemgg seguinte forma

gue o erro quadratico médio é dado por

- M E'+ Gt
B KM 2 e?(mo) = Tom, (14)
(mo) =No/2 14+ =Y mi |, (12)
4 ondeE! = (X!-X!), Gt = (X!-X!) e F* = (X! . X?) s&o

0 qual decresce com a diminuigao do valordeveja Figura3. ©S Coeficientes da primeira forma fundgrnental)d@{u,,v), .
Tal observacdo é muito importante, pois afirma que denff8dos em [4]_2' Dessa forma, 0 ponto critico de (14) € obtido
as modulacdes associadas a espagos de curvatura constdffti¥ando-se?(mo) em relacdo & e igualando-a a zero em

aquelas associadas a espagos de curvatura constanteaedati 0+ ISto €,

(espacos hiperbolicos) produzem um erro quadratico médio e+g (E+G)(eG —2fF +gE)
menor. Este fato indica que a curvatura deva ser considerada ~ EG — F2 (EG — F2)2 -
como um parametro de projeto relevante quando da prop

de novas técnicas de modula¢des ndo-lineares.

Ogﬁ%e e, f e g sdo os coeficientes da segunda forma funda-
mental deX (u, v), veja [4]. Portanto, tal equagéo é satisfeita
quandoX (u, v) for uma parametrizacdo isotérmicl & G e

I1l. PRIMEIRA VARIAGAO DO ERRO QUADRATICO MEDIO ~ F = 0) e sua curvatura media() for igual a zero, isto &,

Nesta secéo utilizamos um método de otimizacéo, no qualH = LeG—2fF+gb _ct9_ 0 = e=—g. (15)

foi possivel identificar uma classe de superficies que, dman 2 EG-F? 2B

associadas a esquemas de modulacdo, podem minimizar Gom isso, um esquema de modulagdo associado a uma
erro quadratico médio. Contudo, nesta andlise considerarsaperficie minima § = 0) parametrizada isotermicamente
apenas modulagfes associadas a superficies. Porém,-espenan ponto critico para o erro quadratico médio. Superficies
se que um resultado semelhante ao encontrado aqui possarseimas parametrizadas isotermicamente podem ser obtidas
generalizado, com o auxilio da geometria Riemanniana, p@ela representacéo de Weierstrass, que usa uma représentac
0 caso de modulagdes associadas a hipersuperficies. integral local para superficies minimas em dominios sisple
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mente conexos. Caso necessario consulte [2] para obter neade algumas relagdes descritas em [4], da seguinte forma

informacdes sobre essa representagdo e sobre as superficie ) ) ) 5 5

minimas. M+ 1y = —CK [(X Xy)"TH (X X)T . (19)
A,s_eguir’ s_eré geterminada S(?t_)re quais,c_ondi(;(“)es uma SUasgim, aplicando (19) em (16) pode-se determinar a se-

perficie minima ¢ um ponto criico de minimo para o €MQuinte condigao para que uma superficie minima parametri-

quadratico medio. zada isotermicamente seja um ponto critico de minimo do erro
quadratico médio,

(x |§Z|)2+ (x |§Z|)2‘8(X'N)21 >0

IV. SEGUNDA VARIAGAO DO ERRO QUADRATICO MEDIO 02
C
Emt = 0, a segunda derivada do erro quadratico medio
(14) em relagdo & comH =0, E =G e F = 0, é dada por

XU

— mas comak’ < 0 e 0s vetoress»r, e N sdo ortonormais,
9*¢*(mo) 3+ peg— > <Y€o T X ¢
i S 74 = ol T _ 6y entdo essa condi¢do pode ser reescrita como
ot? o E2 E3 0 ¢
= ¢ )
9 2 2 [X~X79X~N}>O =
= 2 (et g2k (16) Gl
E FE 1
2 2 .2 4
ondeK é a curvatura Gaussiana a&u, v) dada por [XI7 = 91X P cos™(6) <0 = [cos(f)] > 50 (20)
_ f2 _ f2 ondef é o menor angulo formado entre os vetokése N.
o 9—f _eg—f 17 5 i
“EGC_F2_  Ez (17) Portanto, comaarccos(1/3) ~ 70.5° entdo pode-se afir-

. . mar que mesmo sujeita a variagfes significativas, desde que
Com isso, note de (16) que a segunda derivada em rela%?g S) — (X, N) Ja superficig minirr?aX(u v) ainda é q

at de e2(m ode ser positiva caso a superfici®u, v 4 L T ;
(mo) p P i P ! ,) es}avel quanto a minimizacdo @(mg). Por esse motivo,
possua curvatura Gaussiana negativa. Neste caso, asisupér e ~ ~
) - ; ; nas préximas se¢des novos esquemas de modulagbes sobre
cies minimas se adequam perfeitamente, pois suas curvatura. ", . -~ ~ .
. - . §u(§)erf|C|es minimas seréo propostos e analisados.
Gaussianas sdo sempre negativas, exceto quando a saperfici
€ o plano K = 0), caso da modulacgéo linear.
Entretanto, a condi¢éo para que (16) seja positiva, além de V. ANALISE DA CURVATURA EM MODULAGOES

depender deX, depende também da fun¢&du,v). Neste

caso, é necessario entdo caracterizar ou restringir a;tas . . .
normaisXt(u,v), de maneira que uma superficie minima co#l) unar_1to a curvatura_Gaussmnﬁ)(podem '”f'“e[‘C'ar na
parametros isotérmicos seja um ponto critico de minimo gorrencia de erros _de_ I|m,|am(r_es_holq em modula}goes nao-
erro quadratico médio. Um caso interessante para a varia ares. O erro o_le limiar € def”?'do em [.3] € (?sta reIaC|0~nado
X*(u, v) ocorre quandg(u, v) € constante, poig, — 1, — 0 orma geométrica da supe,rf|C|e, associada a modulaga9.
Neste caso, quando o ruido é AWGN e o receptor é de

e comoK < 0, entdo a segunda derivada em relacaode L imilh e UG bl
¢2 é positiva. Além disso, quandgu, v) ocasionar pequenas''axima Verossimiinanea, entao uma solucao para o problema
min [r — X (u,v)|, como descrito em (6), deve satisfazer o

variagbes emX*(u,v), isto én,/n e n,/n < 1, entdo a : X q -
superficie minima parametrizada isotermicamente mirim;2€9UInte sistema de equacoes

Nesta secdo, mostraremos que tanto a curvatura média

0 erro quadratico médio. Em outras palavras, sob pequenas r-X) - X,=0, 21
perturbagdesX (u,v) € estavel quanto a sua minimizagéo do r—X)-X,=0. (21)
62(1’1’10).

Contudo, para que as solugdes de (21) sejam pontos criti-
cos de minimo, entdo os autovalores da matriz Hessiana do
problemamin [r — X (u,v)| devem ser positivos. Para tanto,

Uma outra maneira de caracterizar a fungfia,v), €
supor que a energia média de transmis#gdg permaneca

raticamente constante durante a variagéd , OU que . .
P LT u, ) d verifique de (21) que o vetofr — X) é ortogonal aX, e
a mesma seja minimizada para algum valort deeste caso, B} : e R
a X,. Isto é,(r — X) possui a direcdo do vetor normal a

nsider valor médi ja igual a origem iy . )
considere que o valor medio d&(u, v) seja igual a origem do sugerflmeX(u,v) e, portanto, pode ser escrito da seguinte

sistema de coordenadas, entdo a energia média de tramsmissa__. .
g maneira(r — X) = h N, ondeh é uma constante. Dessa
(4) pode ser dada por

forma, a matriz Hessiana pode ser escrita como
Em://(Xt-Xt)puvdudv. (18) | —he+E —hf+F
D

| —hf+F —hg+G |

Com isso, podemos assumijfu,v) = ¢(X,N), ondec & Com isso, podemos obter os autovalores de (22) como sendo
uma constante, cujo valor pode ser igual-2/¢, para que a as raizes do seguinte polindmio caracteristico
variacdo X' (u,v) possa contemplar superficies com energi 2 519
média de transmissdo maiorese(< t < 0), igual ¢ = ¢) ou daGt(H —AD =" -20E(1 - hH)+ E*(h°K —2h H +1),
menores { < ¢ < ¢) do que a inicial {= 0). quandoE = G e F = 0, cujas raizes sdo dadas por

Portanto, os valores dg, e 7,, necessarios para analisar
(16), podem ser obtidos da consideraggo,v) = ¢ (X, N) A=FE (1 —hH=x|h[VH? - K) : (23)

H (22)
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Neste caso, a condi¢cdo necessaria para que os autovalores
(23) sejam positivos, pode ser expressa por

hH+|h|VH? — K <1, 24) .

que, no caso particular d€ (u, v) ser uma superficie minima
(H = 0), pode ser convenientemente reescrita como

1
V=K'
Além disso, o parametrhb pode ser associado ao ruido de

transmissdo com o auxilio da Figura2, da aproximacgéo (7) e
da equacédo (21) da seguinte forma

k| <

(25)

r=Xo+n
X=Xo+ (@ —u)Xu+ (®—v9)Xy, p=h=(n-N).
r=X+hN

(26) (©) 8= L5. (d) g =2.0.
Dessa forma, quando o ruido do canal de transmisséo é L o
AWGN, entdo o parametrb pode ser considerado como um&'9: 4 Superficie minima helicoide para, pfa- 1,1.5 € 2.
variavel aleatéria Gaussiana de média nula e variahgie.

Assim, com o auxilio de (25) e de (26), a ocorréncia de erros

L L . - é i oe:
de limiar pode ser minimizada quando a seguinte condi¢cao meeSte caso, observamos gue apesar das trés parametrlza_goe
satisfeita representarem a mesma superficie, os desempenhos obtidos

b . 1 para cada uma dessas modulac¢des foram diferentes. Tal fato,
o Smng e (27)  esta relacionado aos seguintes valores da primeira forma

: . %mdamental de cada uma dessas parametrizacoes,
Com isso, o valor da curvatura Gaussiana deve ser conside-

rado no projeto de esquemas de modulagdes, principalmentes 1, G =1+ (rfu)*> e F =0, (29a)
quando essas modulagdes sdo associadas a superficiegsninm. . ;2 (W), G=1+ sinh? (w)(xB)? e F =0, (29b)

com parametrizagao isotermica. E—G— (ﬂ'ﬁ)Q cosh? (Trﬁ u) e F=0, (29¢)

Vl. EXEMPLO DE MODULAGAOQ ASSOCIADA A SUPERFICIE respectivamente. Pois, segundo (9c), o erro quadraticioméd
MINIMA HELICOIDE decresce da modulacdo (29a) para a modulacdo (29b) e dessa

Nas secdes anteriores verificamos que as curvaturas me@ﬁ{m a modulagao (29c), como indica a Figuras.
(H = 0) e GaussianaK < 0) caracterizam as superficies

minimas como uma classe de superficies de interesse pratico .

para a construgdo de novas técnicas de modulacdes néo- Parametrizago (@)——

i Parametrizag&@o (b)--------

lineares. 2 Parametrizago (C)--------- |
Dentre as infinitas possibilidades de superficies minimas, /\

a superficie minima helicoide foi escolhida por ndo possuirz 15 A

auto-intersecBes para evitar a ocorréncia de erros derflimia = __— N T

por poder aumentar a area da superficie sem necessariamefite
acrescentar muito o valor da energia média de transmisséao.
Para uma melhor andlise da influéncia da parametrizacéo da
superficieX (u, v) no desempenho dos sistemas de comunica- |- : T
¢Oes, serdo consideradas trés diferentes parametrizpafses 2 45 a4 05 0 05 1 15 2

a superficie minima helicéide, a saber _ u
Fig. 5. Curvas da2 da modulagdo associada a superficie minima helicéide,

X (u,v) = [ucos(rfv),usin(rfv),v] , (28a) para cada uma das trés parametrizacGes consideradas ggiandobs.
= [sinh(u) cos(m B v), sinh(u) sin(w G v),v] , (28b)
= [sinh (7 u) cos(mBv), sinh(7 S u) sin(wFv), 7fv], (28C)

0.5

Tal fato pode ser explicado com o auxilio da Secéao lll, cujo
resultado afirma que uma superficie minima é um ponto critico
onde3 é um parametro da modulacdo que influéncia em sda minimo do erro quadratico médio se estiver parametrizada
desempenho. Geometricamente o paramgesta relacionado isotermicamente, veja condi¢éo (15). Neste caso, seg@3Jlo (

a gquantidade de voltas da hélice, como indica os gréaficos aléinica parametriza¢éo comi= G e F =0 € a (28c), e por
superficie helicéide par# = 1,2 e 3 na Figura4. Além este motivo foi a que apresentou menor erro quadratico médio
disso, quando3 = 0 em (28a) e (28b), a superficie em Além disso, foi realizada uma simulagdo computacional
questdo € o plano e conseqiientemente a modulacdo asso@ada determinar as curvas de desempenho (CSWRus

€ a modulacao linear. Em outras palavras, quafide 0, a SNR) do sistema de comunica¢cBes associado a superficie
modulacdo deixa de ser linear. minima helicéide, para cada uma das parametrizacdes de (28)
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Tais curvas de desempenho sdo apresentadas nas Figuras®6, 4 v v v v

OPTA ---emme-
7 e 8, sendo que, como esperado, 0 sistema associado a 4 ;m&goeﬁjgofzgv?g 777777777
parametrizacdo isotérmica (28c) foi o que apresentou melho 35| * Pontos timos o~

desempenho, veja Figura9 para melhor comparagdo. Na si- 30
mulacdo computacional empregada, os vetor@® n foram 8
obtidos usando um gerador de nimeros aleatérios e cada ugn 20
dos pontos das curvas simuladas foi obtido com o envio de 15
aproximadamente 50 mil sinais aleatorios, o que garanta um 10
confiabilidade satisfatoria dos resultados encontrados. 5 poE
Dessa forma, é possivel verificar que os resultados obtidos oL - e - o - "
nessa se¢do via simulacdo computacional estdo de acordo CSNR (@8)
com os resultados teoricos obtidos nas secOes anteriopgs,s. Curvas de desempenho de uma modulagdo néo-lineatiads a
demonstrando que o projeto geométrico de modulagBes néigerficie minima helicéide parametrizada por (28c), para 0.25, 0.5, 0.7,
lineares pode ser realizado de maneira eficiente, desde qui’eg'z-:l1 ell
superficie associada a modulacao satisfaga algumaserdsact

45 T

r T
OPTA --oeemee

ticas geométricas como as aqui apresentadas.
40 Parametrizagdo (a)----g---- b
Parametrizagdo (b)—s— .
35 1 Parametrizag&o (C)---o - I =
s L T " OPTA e 30 Linear - -e-- . o X f -
Simulagdo g = 0) ----------- - 5 ~ B e
30 L Simulagéo g = 1) » g 25 e o B
Simulagéo 8 = 2) a o e
- Pontos 6timos = . s & 20
s P 15
S 2 o 10
x L
10 S 0
e 0 5 10 15 20 25 30
5 b CSNR (dB)
o Fig. 9. Comparagéo entre as curvas de desempenho das trésagdes
0 5 10 15 20 25 30 associadas a superficie minima helicéide.
CSNR (dB)
Fig. 6. Curvas de desempenho de uma modulagdo néo-lineaciads a
superficie minima helicoide parametrizada por (28a), paral,2 e 3. e relacionamos essas curvaturas a energia média do ruido.
Finalmente, concluimos que modulagbes n&o-lineares com
bons desempenhos podem ser projetadas geometricamente.
35 | ' ! '_ S — i
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