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Analise de Estabilidade do LMS segundo a Teoria de
Lyapunov

Celso de Sousa Junior, Romis Ribeiro de Faissol Attux, Ricardo Suyama e Joao Marcos Travassos Romano

Resumo— Este trabalho apresenta uma andlise de
estabilidade do algoritmo LMS utilizando a abordagem
de Lyapunov para sistemas estocésticos e determisticos.
Sao obtidos limitantes para o passo de adaptagao do
algoritmo em ambos os casos sem que se recorra ne-
cessariamente a hip6teses simplificadoras como a teoria
da independéncia, o que abre perspectivas interessantes
em termos de estudos sobre fatores como velocidade de
convergéncia e misadjustment.

Palavras-Chave— LMS, Estabilidade no sentido de
Lyapunov.

Abstract— This work presents a stability analysis of
the LMS algorithm based on deterministic and sto-
chastic Lyapunov approaches. In both cases it is shown
to be possible to obtain expressions for the maximum
value of the adaptation step-size without necessarily
resorting to simplifying hypotheses such as the inde-
pendence theory. This reveals interesting perspectives
of studies concerning aspects like convergence rate and
misadjustment.
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I. INTRODUCAO

Os primeiros estudos acerca da estabilidade do algo-
ritmo LMS foram iniciados ha algumas décadas e, classica-
mente, conduzidos sob a égide de hipdteses ou estratégias
como: teoria da independéncia [1], simplificagdo do modelo
para sistemas deterministicos e estaciondrios [2], teoria de
Lyapunov com uso de Gramianos de controlabilidade [3] e
uso da transformada z [4].

Um ponto crucial em andlises desse tipo é buscar cri-
térios para escolha do passo de adaptagao, critérios estes
que serao tao mais eficientes quanto mais plausiveis forem
as hipéteses por eles requeridas. Uma possibilidade interes-
sante nesse sentido parece ser o uso da teoria de Lyapunov
para sistemas estocasticos, a qual ainda permanece pouco
explorada no ambito de ferramentas para filtragem adap-
tativa. O uso dessa teoria pode permitir analises em domi-
nios envolvendo, por exemplo, sistemas nao-lineares, vari-
antes no tempo, estocasticos e nao-estaciondrios. Ademais,
a analise de Lyapunov permite que um estudo sistematico
seja levado a termo sem que se recorra necessariamente a
hipo6teses simplificadoras usuais como aquelas decorrentes
da teoria da independéncia [1].
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A principal contribuigdo deste trabalho é apresentar
uma andlise do LMS que aponte limites que devem ser
obedecidos pelo passo de adaptagao para que o algoritmo
seja estavel no sentido de Lyapunov, e que seja baseada
num conjunto de hipdteses tao parcimonioso quanto pos-
sivel. O estudo serd conduzido em consonédncia com uma
formulacao que abrange problemas representativos como
equalizacao de canal e identificacao de sistemas.

II. SIMBOLOS E VARIAVEIS

|.|: valor absoluto;

E{.}: operador esperanca;

a: variavel escalar;

a: vetor ou matriz;

Sp: sinal transmitido ou sinal de referéncia;

w,,: pesos do filtro transversal no instante n;

w: estimativa de w;

w: passo de adaptagao para algoritmos LMS;
L2(R): [|f(t)]Pdt < +oc: fungdes de energia finita;
LP(R): espago com norma ([, |f(#)[Pdt)F < +oo;
N: conjunto dos niimeros naturais.

I1I. TEORIA DE LYAPUNOV PARA ESTABILIDADE

Nesta segao, sao apresentados alguns conceitos sobre a
teoria de Lyapunov para os casos deterministico e estocas-
tico, bem como as hipdteses e restricoes consideradas neste
trabalho. Uma descricao detalhada dessa teoria pode ser
encontrada em referéncias como [5][6].

A teoria de Lyapunov para analise de estabilidade pode
ser considerada a luz de uma interpretacao baseada na
evolugao do uso da energia total de um sistema dindmico.
E possivel que o sistema dispenda energia ao longo do
tempo e que essa mesma energia nao seja reposta [7].
Nesse caso, o estado do sistema pode ser direcionado
lentamente para algum ponto ou regiao em que tendera
a ficar encerrado indefinidamente, o que nos remete, no
caso de Lyapunov, a nogao de estabilidade.

Se considerarmos que V é uma funcao genérica de
energia do sistema dinamico, entao a explanacao acima
implica

Vn > Vn+1 > VnJrN .

Se for considerado um sistema estocéstico, interessante-
mente, a abordagem intuitiva permanece, de certa forma,
aplicavel, desde que sejam consideradas todas as possiveis
realizagoes [7]. Conseqiientemente, temos

E{V,} > E{Viy1} > ..E{Vp N} .
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Teorema 1: Dado um sistema dinamico determinis-
tico, o ponto de equilibrio z é estavel no sentido de
Lyapunov se existe um funcao V(z,,) tal que [8][6]

1) Existe uma regiao fechada e limitada em torno do

ponto de equilibrio z;

2) V(zn) é uma funcdo continua e definida positiva,
com V(z) = 0; Adicionalmente, V tem uma fungao
limitante superior e inferior, ou seja, a(||z,|?) <
V(zn) < B(ll2nl1?);

3) AV(zy) =V (2nt1) — Vizn) < 0;

4) Por outro lado, se AV(z,) = V(2p41) — V(2n) <0
para todo z, # 0, entdo tem-se estabilidade assinté-
tica.

Para o caso estocéstico, seja a tripla {Q, &, P} que
caracteriza um espago de probabilidade, onde 2 é o es-
paco amostral, R é a familia de eventos e P ¢é a funcao
probabilistica. Considere ainda Z um espaco de dimensao
n de vetores randémicos. £,(£2) é o conjunto de elementos
z de Z que satisfazem E{||z(w)||P} < oo [9].

Considere o sistema estocastico

Znt1(w) = fn(zZn(w),w),w e, neN. (1)

Defini¢ao 1: A solugdo do sistema descrito pela equa-
gao (1) é estdavel em L£,(2), 1 < p < oo, com respeito a
A ={z,z € L2(Q),]z||] < H} para todo ¢ > 0, ng € N
se existe § > 0 tal que zp(w) € AL, () e ||z2o(w)|, <9
entao ||z, (no, zo,w)||p < € para n > ng. [9].

Defini¢ao 2: A solucao do sistema dado pela equa-
¢ao (1) é uniformemente estavel em £,(0), 1 < p < oo,
com relagao ao subconjunto A se a definicao 1 é vélida e
d ndo depende de ng [9].

Teorema 2: O ponto de equilibrio de um sistema dina-
mico estocdstico é uniformemente estavel em L2(£2) com
respeito a A = {z,z € L2(Q), ||z||2 < H} se [9]:

1) A fungdo V é continua e definida positiva. V' tem
limitante superior e inferior o e [, sendo ambas
fungoes de classe K1. Ou seja, a(||z,[|?) < Vi(z,) <
B(l1znll*):

2) E{Vai1(zns1(no zo,w))} < E{Vi(2zn(no,zo,w))}
para ng € N, n > ng e ||z,]l2 > H.

Nota 1: No teorema 2, a desigualdade a(|z,|?) <
Vi (zy) corresponde a chamar V,,(z,) de fungao definida
positiva [5].

Nota 2: No teorema 2, a desigualdade V,(z,) <
B(||zn||?) é relevante, pois garante o comportamento de
V em torno do ponto de equilibrio [5]. Essa é uma
exigéncia adicional nos sistemas nio-auténomos 2 para
provar estabilidade uniforme 3. Caso contrério, a funcao
V fica vulneravel a picos dependentes do tempo onde o

1Uma fungdo « é dita de classe K quando a(0) = 0 e a(z) é
crescente para z > 0

2Sistemas auténomos sdo aqueles que cujo o comportamento é
invariante com relagdo ao tempo [10].

3No caso de sistemas auténomos, o conceito de estabilidade é
mais intuitivo, uma vez que necessario apenas V positiva definida
e Vit1(Zn+1) — Va(zn) < 0. Contudo, o mesmo nédo se aplica em
sistemas nao-autonomos.

sistema foi inicializado, o que descaracteriza a propriedade
de uniformidade.

Nota 3: Para efeito de desenvolvimento desse trabalho,
consideramos o passo de adaptagao u é fixo.

Hipdtese 1: Consideraremos sinais reais.

Hipotese 2: Os sinais em andlise sao estaciondrios e
ergodicos.

A teoria de Lyapunov para sistemas estocdsticos pode
ser apresentada em outras formas, nas quais, por exemplo,
é considerado o comportamento do processo estocastico
como um semi-martingale [7] ou mesmo como sistema
markoviano [11]. No entanto essas abordagens néo abran-
gem todos os casos de sistemas dinamicos. Neste trabalho
consideramos o tratamento abrangente introduzido por [9].

O sistema estocastico poderia ser aproximado por uma
representagio (sistema) deterministico com ruido adi-
tivo [10]. Contudo, essa aproximagio nao cobre os casos
gerais, pois nem sempre a carateristica estocastica de
um sistema pode ser simplesmente representada como um
termo aditivo.

IV. CRITERIO DE WIENER E ALGORITMO LMS

Tomemos como exemplo o problema de equalizacao de
canais de comunicagao, ilustrado na figura 1. Em geral, o
canal de comunicacao distorce o sinal transmitido, levando
a degradagoes na taxa efetiva de transmissao de dados.
Uma maneira usual de se combater tais efeitos consiste
em empregar um filtro, denominado equalizador, a fim
de reverter ou minimizar as distorcoes introduzidas pelo
canal.

Sn [e7% Tn Yn
] o P pqtor |

bn

Fig. 1. Modelo para sistema de comunicagao.

Idealmente, a saida do equalizador deve ser uma cépia fiel
da mensagem transmitida a menos de um possivel atraso
d, ou seja, y, = sp—q. Portanto, é natural que o ajuste dos
parametros do filtro seja guiado pela idéia de se obter na
saida do equalizador um sinal tao préximo quanto possivel
de s,_q4, idéia que d& origem ao critério de Wiener [1].
Matematicamente, os pesos 6timos do equalizador sao tais
que minimizam a seguinte fungao custo

JWiener =F {(Snfd - yn)2} (2)
= E{(en)?} 3)

que quantifica a nogao de distancia através do erro qua-
dratico médio entre a saida do equalizador e o sinal
transmitido.

Considerando que o equalizador possui a estrutura de
um filtro linear com resposta ao impulso finita (FIR),

sua saida serd expressa por y, = X.w, onde w =
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[wo, w1, . .. ,wL]T denota um vetor contendo a resposta ao
impulso do equalizador, e x = [, Tp—1, - - -, xn,L]T repre-
senta o vetor de entrada do filtro, que contém amostras do
sinal recebido.

Dessa forma, podemos obter a versao 6tima do vetor
parametros, ou solugao de Wiener, buscando o ponto no
qual o gradiente de (2) se anula. A solugao pode ser obtida
analiticamente, e é dada por

ww =R 1p, (4)

onde R =F {XHXZ} denota a matriz de autocorrelagao do
sinal 2, e p = E {x,,8n—a} € 0 vetor de correlacdo cruzada
entre o sinal recebido e o sinal desejado.

O algoritmo LMS foi proposto com a finalidade de se
obter iterativamente a solu¢ao de Wiener (4). A expressao
de atualizagao dos pesos apresenta a seguinte forma [1]

VAvn-i-l = VAVn + HEnXn , (5)

Nessa expressao, tem um papel crucial o passo de adapta-
¢ao , de cuja escolha depende a estabilidade e o desempe-
nho do algoritmo.

Algumas definigoes serdo importantes para a andlise da
estabilidade do LMS. Primeiramente, definamos o erro
entre o vetor 6timo e o vetor de parametros estimados,
ie.,

Wy, = Wy, — Wiy . (6)

A partir de (6), podemos reescrever (5) como:
Wil = Wy + penXy — Wiy = Wy, + enXy, . (7)

Denotando por v, o erro associado a solucao de Wiener,
ie., XZWW 4+ v, = Sn_q podemos reescrever o sinal de erro
€, COmo

Twn

! (8)

T T
€np = Sn—d — X, Wy =X, Wiy + 0, — X

= U, —XZVNVn.

E importante ressaltar que, uma vez que a solucao de
Wiener equivale ao ponto no qual o gradiente de (2) se
anula, verifica-se que

aJWiener

ow

Este resultado indica que o sinal de erro associado a
solucao de Wiener, o qual denotaremos por vy, e o sinal de
entrada do filtro serao necessariamente descorrelacionados
entre si. Esta observagao serd importante para o desenvol-
vimento da andlise de estabilidade.

Note ainda que a representagdo do erro em (8) se
assemelha a forma obtida no problema de identificacao de
sistemas, onde o erro depende da distancia entre o vetor
de coeficientes da planta e do modelo (W), e possivelmente
de um ruido de medida (v,,) descorrelacionado do sinal de
entrada [2]. Conseqiientemente, substituindo (8) em (7),
temos

= —2E {enan} = 0. 9)

Wil = Wy + U0p Xy — UXn X2 W, . (10)

V. ANALISE DO ALGORITMO LMS UTILIZANDO
ABORDAGEM DE LYAPUNOV DETERMINISTICA

Seja a candidata a funcdo de Lyapunov *

T
n

(11)

Nota 4: A abordagem deterministica é comumente con-
siderada na literatura pois seria uma forma particular do
caso estocéstico e pode ser considerada como a limitante
para o pior caso. Alguns trabalhos que utilizam uma
funcao de Lyapunov determistica mesmo em problemas
estocdsticos sao [12][3][13].

Nota 5: Na construgao da equagao (11) é considerado
que todos os termos da equagdo (5) sdo deterministicos.
Conseqiientemente, a teoria de Lyapunov para sistemas
deterministicos é aplicavel.

A diferenca temporal da candidata a func¢ao de Lyapu-
nov é expressa como (vide teorema 1)

Vi =W, Wy,

AV =V =V =W W1 —Wiw, . (12)

Na andlise de (12), é preciso considerar a decomposi¢ao
de Wl 1 Wy41. Da equagao (10), temos
v~v£+1v~vn+1 = v~v£v~vn + uv?/,fxnvn
— uv~v5xnx5v~vn + uxffvnvn
+ 12xI x0T v, — pPopxtx, x! W, (13)
— ;n?vanXZ\X/n — uQUnxzxnxzﬁvn
+ 12 (X2 ) T (X2 W)

considerando a hipétese 1 (i.e xI'w,, = Wwlx,),

=T T« < T
W1 Wntt = W, Wy + 2UW,, X, Uy,

T T 2, T, T

— 2UW,, XpX,, Wy, + 17X, XV, U,

2, Ty T (14)

— 21 VX, Xp X, W,

2 Te \T T«

+ 1 (XX, W) ' (XX, W) -

Portanto a expressao (12) pode ser reescrita como

AV = —I—2,uv~v£xnvn — 2,uv~vgxnxgv~vn

2,T, T 2, T
+ WX, Xp Uy, Uy, — 217U X,,

XnX LW, (15)
+ 12 (X2, ) T (% xE Wy,
Para provar estabilidade em torno do ponto de equilibrio
devemos ter AV ; 0, ou seja
pwxEx, v v, — 20,xE %, x v,

?
+ (%X E W) T (x5 W0,)] < (16)
— 2v~v§xnvn + 2v~vgxnx§v~vn .

Conseqiientemente, o passo de adaptacao deve ser limi-
tado por

2v~v£xn (XZ\X/H —vp)

=0.

< — — 17
H XI % (XTI Wy, — vy) T (XT Wy, — vp,) (17)

4Veja que a condicdo 2 do teorema 1 é obedecida para esta funcéo.
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Em casos préoximos a condigoes de equaliza-
¢ao/identificacdo perfeitas, podemos considerar v, como
sendo valor desprezivel. Uma outra linha de raciocinio
é lembrar v, é um ruido de medida, o qual nao temos
controle durante o projeto ou pode ser negligenciado.
Nessa caso a expressao (17) para um limitante superior do
passo de adaptagao fica ainda mais simplificada e adquire
um formulagao pratica

(18)

< —.
H tr{x,xI'}

Nota-se que essa expressao simplificada é similar a obtida
através da anglise classica do LMS [1], o que indica o
potencial de que haja elos de grande relevancia entre a
abordagem de Lyapunov e a metodologia dependente da
idéia de convergéncia no sentido do erro quadratico.

Na figura 2 apresentamos o resultado correspondente
a equagao (17) no contexto do problema de equalizacdo
de um canal composto por dois elementos com um filtro
com dois coeficientes. Nesse ensaio, considera-se um canal
de fase minima (com fungao de transferéncia h(z) =
1 + 0,6271) excitado por sinal de entrada binario (+1
e —1) e ii.d. O atraso de equalizac@o é considerado nulo.
Cada ponto da superficie foi obtido através da média de
varias realizagoes do sinal de entrada considerado o mesmo
vetor de pesos. Veja que a superficie apresenta uma forma
convexa nas proximidade do minimo de Wiener. Quanto
mais proximo ao minimo, menor deve ser o valor do passo
de adaptacao para que se dé um passo minimizante no que
se refere ao critério de Lyapunov. Note que a obtencao
dessa superficie significa que conseguimos obter um guia
para escolha do passo de adaptacao para o problema
abordado, o que era a nossa meta fundamental.
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Superficie que simboliza o passo de adaptagao para equagao

VI. ANALISE DO ALGORITMO LMS UTILIZANDO
ABORDAGEM DE LYAPUNOV ESTOCASTICA

No caso estocastico, é necessario considerar uma versao
da candidata a fungao de Lyapunov que utiliza o operador

esperanga, ou seja
V,, = E{wlw,}. (19)

Conseqiientemente,

AV = BT, W} — BRI, (20)

Utilizando a expressao (14), obtemos (vide teorema 2)

AV = BE{wlw,} + B{2uWw!x,v,}

— B{2pw T, x W, } + BE{pu*xE x0T v, }

— B{2pv,x %, x v, ) (21)
=+ E{.U2 (anzvvn)T(anzfvn)}
— E{w%w,},
(2E{v~v§xnx£v~vn} — 2E{v~vgxnvn})
uw< — =46.
E{xIx,vTv,} — E{2v,xLx,x1 W, }
+E{(XnX§V~Vn)T(XnXZ‘7Vn)}
(22)

Para casos que o valor de v,, é desprezivel em compara-
¢ao com os outros termos, a equagao (22) pode ser reduzida
a

2E{wlx,xI'w,}
JVARS = =
E{(xnxE Wi )T (xnxE Wy )}

A figura 3 apresenta uma exemplo de superficie de nivel
0 da equagao (22). As condigoes para esta simulagdo sao
as mesmas da figura 2.

=40.

(23)
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Fig. 3. Superficie que simboliza o passo de adaptagao para equacao
(22).

A superficie referente & equacdo (23) é representada na
figura 4.

E possivel perceber que a figura 4 apresenta uma notavel
semelhanca em sua forma geral com a figura 2, o que
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Fig. 4. Superficie que simboliza o passo de adaptagao para equacao
(23).

revela uma conexao entre a abordagem estocastica e a
abordagem deterministica quando diversas realizagoes sao
levadas em conta. Ainda mais interessante que isso, no
entanto, é refletir sobre o limitante obtido através da
expressao mostrada na figura 4. Antes de mais nada, é
preciso ter em mente que a figura foi gerada para um caso
de equalizagao em que a solucao de Wiener nao era capaz
de obter um erro nulo. Isso faz com que seja esperada a
existéncia de flutuagoes do vetor de pesos em torno da
solugao de Wiener, o que nos conduz a nogao fundamental
de misadjustment [1]. A existéncia dessas flutuagoes, de
certo modo, justifica o "pico invertido”’que se verifica na
vizinhanga do étimo, pois, para, em termos simples, obter
uma tendéncia de confinamento do vetor numa regiao
cada vez menor em torno da solugao de Wiener, passa
a ser necessario empregar passos de adaptacao cada vez
mais reduzidos. Quando o vetor é igual ao étimo, a tnica
forma de manté-lo nessa posicao é zerar o passo para
evitar flutuagoes residuais. Essa linha de raciocinio abre
perspectivas interessantes em termos de andlise de misad-
Jjustment vs. passo, idéias estas que pretendemos investigar
na seqiiéncia deste primeiro esforco. Para dar um pouco
mais de suporte a essas idéias, mostramos, na figura 3,
uma curva em que o erro residual da solucao de Wiener é
considerado nulo: nesse caso, ndo se verifica a existéncia do
"pico invertido”, pois mesmo um passo nao-nulo é incapaz
de perturbar o equilibrio associado ao 6timo. Esse seria
0 caso tipico em problemas ideais de identificagao, por
exemplo.

Outro ponto interessante é que as curvas obtidas pa-
recem estar razoavelmente limitadas por um valor mé-
ximo, fato que pode indicar, a partir de uma analise
mais rigorosa, a viabilidade de se estabelecerem resultados
relacionando valores do passo de adaptagao que levam, em
algum sentido estocdstico, a convergéncia para o étimo a
partir de regides iniciais diversas.

VII. CONCLUSOES

Duas formulagGes para determinar o valor limite para o
passo de adaptacao do algotimo LMS foram apresentadas.
Foi possivel obter limitantes para o passo de adaptagao,
tanto na abordagem deterministica, quanto na aborda-
gem estocastica, sem recorrer necessariamente a hipdteses
simplificadoras como a teoria da independéncia. Também
foram indicadas condigoes em que parece haver uma rela-
¢ao estreita entre a andlise proposta e resultados classicos
acerca da estabilidade do LMS, bem como certas possibili-
dades que podem levar a metodologias de escolha do passo
em termos, por exemplo, do nivel de misadjustment tole-
rado. Vale ainda ressaltar que sao raros os trabalhos nessa
area que utilizam a abordagem de Lyapunov estocastica
devido a complexidade desta formulagao.

Por fim, indicamos que ainda ha muito trabalho a fazer
no que se refere a analise e mais detalhada interpretacao
das expressoes obtidas, bem como das conexoes que elas
parecem indicar com a teoria classica e com aspectos extre-
mamente relevantes como misadjustment e convergéncia.
Também existe a perspectiva de buscar a aplicacao do
ferramental de Lyapunov na andlise de outros algoritmos
supervisionados e de algoritmos cegos.
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