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Análise de Estabilidade do LMS segundo a Teoria de

Lyapunov
Celso de Sousa Júnior, Romis Ribeiro de Faissol Attux, Ricardo Suyama e João Marcos Travassos Romano

Resumo—Este trabalho apresenta uma análise de
estabilidade do algoritmo LMS utilizando a abordagem
de Lyapunov para sistemas estocásticos e determı́sticos.
São obtidos limitantes para o passo de adaptação do
algoritmo em ambos os casos sem que se recorra ne-
cessariamente a hipóteses simplificadoras como a teoria
da independência, o que abre perspectivas interessantes
em termos de estudos sobre fatores como velocidade de
convergência e misadjustment.

Palavras-Chave— LMS, Estabilidade no sentido de
Lyapunov.

Abstract—This work presents a stability analysis of
the LMS algorithm based on deterministic and sto-
chastic Lyapunov approaches. In both cases it is shown
to be possible to obtain expressions for the maximum
value of the adaptation step-size without necessarily
resorting to simplifying hypotheses such as the inde-
pendence theory. This reveals interesting perspectives
of studies concerning aspects like convergence rate and
misadjustment.

Keywords— LMS, Lyapunov Stability.

I. Introdução

Os primeiros estudos acerca da estabilidade do algo-
ritmo LMS foram iniciados há algumas décadas e, classica-
mente, conduzidos sob a égide de hipóteses ou estratégias
como: teoria da independência [1], simplificação do modelo
para sistemas determińısticos e estacionários [2], teoria de
Lyapunov com uso de Gramianos de controlabilidade [3] e
uso da transformada z [4].

Um ponto crucial em análises desse tipo é buscar cri-
térios para escolha do passo de adaptação, critérios estes
que serão tão mais eficientes quanto mais plauśıveis forem
as hipóteses por eles requeridas. Uma possibilidade interes-
sante nesse sentido parece ser o uso da teoria de Lyapunov
para sistemas estocásticos, a qual ainda permanece pouco
explorada no âmbito de ferramentas para filtragem adap-
tativa. O uso dessa teoria pode permitir análises em domı́-
nios envolvendo, por exemplo, sistemas não-lineares, vari-
antes no tempo, estocásticos e não-estacionários. Ademais,
a análise de Lyapunov permite que um estudo sistemático
seja levado a termo sem que se recorra necessariamente a
hipóteses simplificadoras usuais como aquelas decorrentes
da teoria da independência [1].
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A principal contribuição deste trabalho é apresentar
uma análise do LMS que aponte limites que devem ser
obedecidos pelo passo de adaptação para que o algoritmo
seja estável no sentido de Lyapunov, e que seja baseada
num conjunto de hipóteses tão parcimonioso quanto pos-
śıvel. O estudo será conduzido em consonância com uma
formulação que abrange problemas representativos como
equalização de canal e identificação de sistemas.

II. Śımbolos e variáveis

|.|: valor absoluto;
E{.}: operador esperança;
a: variável escalar;
a: vetor ou matriz;
sn: sinal transmitido ou sinal de referência;
wn: pesos do filtro transversal no instante n;
ŵ: estimativa de w;
µ: passo de adaptação para algoritmos LMS;
L2(R):

∫
|f(t)|2dt < +∞: funções de energia finita;

Lp(R): espaço com norma (
∫
∞

0
|f(t)|pdt)

1
p < +∞;

N: conjunto dos números naturais.

III. Teoria de Lyapunov para estabilidade

Nesta seção, são apresentados alguns conceitos sobre a
teoria de Lyapunov para os casos determińıstico e estocás-
tico, bem como as hipóteses e restrições consideradas neste
trabalho. Uma descrição detalhada dessa teoria pode ser
encontrada em referências como [5][6].

A teoria de Lyapunov para análise de estabilidade pode
ser considerada à luz de uma interpretação baseada na
evolução do uso da energia total de um sistema dinâmico.
É posśıvel que o sistema dispenda energia ao longo do
tempo e que essa mesma energia não seja reposta [7].
Nesse caso, o estado do sistema pode ser direcionado
lentamente para algum ponto ou região em que tenderá
a ficar encerrado indefinidamente, o que nos remete, no
caso de Lyapunov, à noção de estabilidade.

Se considerarmos que V é uma função genérica de
energia do sistema dinâmico, então a explanação acima
implica

Vn ≥ Vn+1 ≥ ...Vn+N .

Se for considerado um sistema estocástico, interessante-
mente, a abordagem intuitiva permanece, de certa forma,
aplicável, desde que sejam consideradas todas as posśıveis
realizações [7]. Conseqüentemente, temos

E{Vn} ≥ E{Vn+1} ≥ ...E{Vn+N} .
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Teorema 1: Dado um sistema dinâmico determińıs-

tico, o ponto de equiĺıbrio z é estável no sentido de
Lyapunov se existe um função V (zn) tal que [8][6]

1) Existe uma região fechada e limitada em torno do
ponto de equiĺıbrio z;

2) V (zn) é uma função cont́ınua e definida positiva,
com V (z) = 0; Adicionalmente, V tem uma função
limitante superior e inferior, ou seja, α(‖zn‖

2) ≤
V (zn) ≤ β(‖zn‖

2);
3) ∆V (zn) = V (zn+1) − V (zn) ≤ 0;
4) Por outro lado, se ∆V (zn) = V (zn+1) − V (zn) < 0

para todo zn 6= 0, então tem-se estabilidade assintó-
tica.

Para o caso estocástico, seja a tripla {Ω, K, P} que
caracteriza um espaço de probabilidade, onde Ω é o es-
paço amostral, K é a famı́lia de eventos e P é a função
probabiĺıstica. Considere ainda Z um espaço de dimensão
n de vetores randômicos. Lp(Ω) é o conjunto de elementos
z de Z que satisfazem E{‖z(ω)‖p} < ∞ [9].

Considere o sistema estocástico

zn+1(ω) = fn(zn(ω), ω) , ω ∈ Ω , n ∈ N . (1)

Definição 1: A solução do sistema descrito pela equa-
ção (1) é estável em Lp(Ω), 1 < p < ∞, com respeito a
A = {z, z ∈ L2(Ω), ‖z‖2 ≤ H} para todo ǫ > 0, n0 ∈ N

se existe δ > 0 tal que z0(ω) ∈ A
⋂
Lp(Ω) e ‖z0(ω)‖p < δ

então ‖zn(n0, x0, ω)‖p < ǫ para n ≥ n0. [9].

Definição 2: A solução do sistema dado pela equa-
ção (1) é uniformemente estável em Lp(Ω), 1 < p < ∞,
com relação ao subconjunto A se a definição 1 é válida e
δ não depende de n0 [9].

Teorema 2: O ponto de equiĺıbrio de um sistema dinâ-
mico estocástico é uniformemente estável em L2(Ω) com
respeito a A = {z, z ∈ L2(Ω), ‖z‖2 ≤ H} se [9]:

1) A função V é cont́ınua e definida positiva. V tem
limitante superior e inferior α e β, sendo ambas
funções de classe K1. Ou seja, α(‖zn‖

2) ≤ Vn(zn) ≤
β(‖zn‖

2);
2) E{Vn+1(zn+1(n0, z0, ω))} ≤ E{Vn(zn(n0, z0, ω))}

para n0 ∈ N, n > n0 e ‖zn‖2 ≥ H .

Nota 1: No teorema 2, a desigualdade α(‖zn‖
2) ≤

Vn(zn) corresponde a chamar Vn(zn) de função definida
positiva [5].

Nota 2: No teorema 2, a desigualdade Vn(zn) ≤
β(‖zn‖

2) é relevante, pois garante o comportamento de
V em torno do ponto de equiĺıbrio [5]. Essa é uma
exigência adicional nos sistemas não-autônomos 2 para
provar estabilidade uniforme 3. Caso contrário, a função
V fica vulnerável a picos dependentes do tempo onde o

1Uma função α é dita de classe K quando α(0) = 0 e α(z) é
crescente para z > 0

2Sistemas autônomos são aqueles que cujo o comportamento é
invariante com relação ao tempo [10].

3No caso de sistemas autônomos, o conceito de estabilidade é
mais intuitivo, uma vez que necessário apenas V positiva definida
e Vn+1(zn+1) − Vn(zn) < 0. Contudo, o mesmo não se aplica em
sistemas não-autônomos.

sistema foi inicializado, o que descaracteriza a propriedade
de uniformidade.

Nota 3: Para efeito de desenvolvimento desse trabalho,
consideramos o passo de adaptação µ é fixo.

Hipótese 1: Consideraremos sinais reais.
Hipótese 2: Os sinais em análise são estacionários e

ergódicos.
A teoria de Lyapunov para sistemas estocásticos pode

ser apresentada em outras formas, nas quais, por exemplo,
é considerado o comportamento do processo estocástico
como um semi-martingale [7] ou mesmo como sistema
markoviano [11]. No entanto essas abordagens não abran-
gem todos os casos de sistemas dinâmicos. Neste trabalho
consideramos o tratamento abrangente introduzido por [9].

O sistema estocástico poderia ser aproximado por uma
representação (sistema) determińıstico com rúıdo adi-
tivo [10]. Contudo, essa aproximação não cobre os casos
gerais, pois nem sempre a carateŕıstica estocástica de
um sistema pode ser simplesmente representada como um
termo aditivo.

IV. Critério de Wiener e algoritmo LMS

Tomemos como exemplo o problema de equalização de
canais de comunicação, ilustrado na figura 1. Em geral, o
canal de comunicação distorce o sinal transmitido, levando
a degradações na taxa efetiva de transmissão de dados.
Uma maneira usual de se combater tais efeitos consiste
em empregar um filtro, denominado equalizador, a fim
de reverter ou minimizar as distorções introduzidas pelo
canal.

+
sn an

bn

xn yn

Canal Equalizador

Fig. 1. Modelo para sistema de comunicação.

Idealmente, a sáıda do equalizador deve ser uma cópia fiel
da mensagem transmitida a menos de um posśıvel atraso
d, ou seja, yn = sn−d. Portanto, é natural que o ajuste dos
parâmetros do filtro seja guiado pela idéia de se obter na
sáıda do equalizador um sinal tão próximo quanto posśıvel
de sn−d, idéia que dá origem ao critério de Wiener [1].
Matematicamente, os pesos ótimos do equalizador são tais
que minimizam a seguinte função custo

JWiener = E
{
(sn−d − yn)2

}
(2)

= E
{
(en)2

}
(3)

que quantifica a noção de distância através do erro qua-
drático médio entre a sáıda do equalizador e o sinal
transmitido.

Considerando que o equalizador possui a estrutura de
um filtro linear com resposta ao impulso finita (FIR),
sua sáıda será expressa por yn = xT

nw, onde w =
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[w0, w1, . . . , wL]
T

denota um vetor contendo a resposta ao
impulso do equalizador, e x = [xn, xn−1, . . . , xn−L]T repre-
senta o vetor de entrada do filtro, que contém amostras do
sinal recebido.

Dessa forma, podemos obter a versão ótima do vetor
parâmetros, ou solução de Wiener, buscando o ponto no
qual o gradiente de (2) se anula. A solução pode ser obtida
analiticamente, e é dada por

wW = R−1p , (4)

onde R = E
{
xnxT

n

}
denota a matriz de autocorrelação do

sinal xn e p = E {xnsn−d} é o vetor de correlação cruzada
entre o sinal recebido e o sinal desejado.

O algoritmo LMS foi proposto com a finalidade de se
obter iterativamente a solução de Wiener (4). A expressão
de atualização dos pesos apresenta a seguinte forma [1]

ŵn+1 = ŵn + µenxn , (5)

Nessa expressão, tem um papel crucial o passo de adapta-
ção , de cuja escolha depende a estabilidade e o desempe-
nho do algoritmo.

Algumas definições serão importantes para a análise da
estabilidade do LMS. Primeiramente, definamos o erro
entre o vetor ótimo e o vetor de parâmetros estimados,
i.e.,

w̃n = ŵn − wW . (6)

A partir de (6), podemos reescrever (5) como:

w̃n+1 = ŵn + µenxn − wW = w̃n + µenxn . (7)

Denotando por vn o erro associado à solução de Wiener,
i.e., xT

nwW +vn = sn−d podemos reescrever o sinal de erro
en como

en = sn−d − xT
n ŵn = xT

nwW + vn − xT
n ŵn

= vn − xT
n w̃n .

(8)

É importante ressaltar que, uma vez que a solução de
Wiener equivale ao ponto no qual o gradiente de (2) se
anula, verifica-se que

∂JWiener

∂w
= −2E {enxn} = 0. (9)

Este resultado indica que o sinal de erro associado à
solução de Wiener, o qual denotaremos por vn, e o sinal de
entrada do filtro serão necessariamente descorrelacionados
entre si. Esta observação será importante para o desenvol-
vimento da análise de estabilidade.

Note ainda que a representação do erro em (8) se
assemelha à forma obtida no problema de identificação de
sistemas, onde o erro depende da distância entre o vetor
de coeficientes da planta e do modelo (w̃), e possivelmente
de um rúıdo de medida (vn) descorrelacionado do sinal de
entrada [2]. Conseqüentemente, substituindo (8) em (7),
temos

w̃n+1 = w̃n + µvnxn − µxnxT
n w̃n . (10)

V. Análise do algoritmo LMS utilizando

abordagem de Lyapunov determińıstica

Seja a candidata a função de Lyapunov 4

Vn = w̃T
n w̃n , (11)

Nota 4: A abordagem determińıstica é comumente con-
siderada na literatura pois seria uma forma particular do
caso estocástico e pode ser considerada como a limitante
para o pior caso. Alguns trabalhos que utilizam uma
função de Lyapunov determı́stica mesmo em problemas
estocásticos são [12][3][13].

Nota 5: Na construção da equação (11) é considerado
que todos os termos da equação (5) são determińısticos.
Conseqüentemente, a teoria de Lyapunov para sistemas
determińısticos é aplicável.

A diferença temporal da candidata à função de Lyapu-
nov é expressa como (vide teorema 1)

∆V = Vn+1 − Vn = w̃T
n+1w̃n+1 − w̃T

n w̃n . (12)

Na análise de (12), é preciso considerar a decomposição
de w̃T

n+1w̃n+1. Da equação (10), temos

w̃T
n+1w̃n+1 = w̃T

n w̃n + µw̃T
n xnvn

− µw̃T
n xnxT

n w̃n + µxT
n w̃nvn

+ µ2xT
nxnvT

n vn − µ2vnxT
nxnxT

n w̃n

− µw̃T
n xnxT

n w̃n − µ2vnxT
nxnxT

n w̃n

+ µ2(xnxT
n w̃n)T (xnxT

n w̃n) .

(13)

considerando a hipótese 1 (i.e xT
n w̃n = w̃T

nxn),

w̃T
n+1w̃n+1 = w̃T

n w̃n + 2µw̃T
nxnvn

− 2µw̃T
nxnxT

n w̃n + µ2xT
nxnvT

n vn

− 2µ2vnxT
nxnxT

n w̃n

+ µ2(xnxT
n w̃n)T (xnxT

n w̃n) .

(14)

Portanto a expressão (12) pode ser reescrita como

∆V = +2µw̃T
nxnvn − 2µw̃T

nxnxT
n w̃n

+ µ2xT
nxnvT

n vn − 2µ2vnxT
nxnxT

n w̃n

+ µ2(xnxT
n w̃n)T (xnxT

n w̃n) .

(15)

Para provar estabilidade em torno do ponto de equiĺıbrio

devemos ter ∆V
?

≤ 0, ou seja

µ[xT
nxnvT

n vn − 2vnxT
nxnxT

n w̃n

+ (xnxT
n w̃n)T (xnxT

n w̃n)]
?

≤

− 2w̃T
nxnvn + 2w̃T

nxnxT
n w̃n .

(16)

Conseqüentemente, o passo de adaptação deve ser limi-
tado por

µ <
2w̃T

nxn(xT
n w̃n − vn)

xT
nxn(xT

n w̃n − vn)T (xT
n w̃n − vn)

= θ . (17)

4Veja que a condição 2 do teorema 1 é obedecida para esta função.
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Em casos próximos a condições de equaliza-
ção/identificação perfeitas, podemos considerar vn como
sendo valor despreźıvel. Uma outra linha de racioćınio
é lembrar vn é um rúıdo de medida, o qual não temos
controle durante o projeto ou pode ser negligenciado.
Nessa caso a expressão (17) para um limitante superior do
passo de adaptação fica ainda mais simplificada e adquire
um formulação prática

µ <
2

tr{xnxT
n}

. (18)

Nota-se que essa expressão simplificada é similar à obtida
através da análise clássica do LMS [1], o que indica o
potencial de que haja elos de grande relevância entre a
abordagem de Lyapunov e a metodologia dependente da
idéia de convergência no sentido do erro quadrático.

Na figura 2 apresentamos o resultado correspondente
à equação (17) no contexto do problema de equalização
de um canal composto por dois elementos com um filtro
com dois coeficientes. Nesse ensaio, considera-se um canal
de fase mı́nima (com função de transferência h(z) =
1 + 0, 6z−1) excitado por sinal de entrada binário (+1
e −1) e i.i.d. O atraso de equalização é considerado nulo.
Cada ponto da superf́ıcie foi obtido através da média de
várias realizações do sinal de entrada considerado o mesmo
vetor de pesos. Veja que a superf́ıcie apresenta uma forma
convexa nas proximidade do mı́nimo de Wiener. Quanto
mais próximo ao mı́nimo, menor deve ser o valor do passo
de adaptação para que se dê um passo minimizante no que
se refere ao critério de Lyapunov. Note que a obtenção
dessa superf́ıcie significa que conseguimos obter um guia
para escolha do passo de adaptação para o problema
abordado, o que era a nossa meta fundamental.

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
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0.6

0.7

0.8

0.9

1

• ←− Ponto de Wiener(d = 0)

θ

w0

w1

Fig. 2. Superf́ıcie que simboliza o passo de adaptação para equação
(17).

VI. Análise do algoritmo LMS utilizando

abordagem de Lyapunov estocástica

No caso estocástico, é necessário considerar uma versão
da candidata à função de Lyapunov que utiliza o operador

esperança, ou seja

Vn = E{w̃T
n w̃n} . (19)

Conseqüentemente,

∆V = E{w̃T
n+1w̃n+1} − E{w̃T

n w̃n} . (20)

Utilizando a expressão (14), obtemos (vide teorema 2)

∆V = E{w̃T
n w̃n} + E{2µw̃T

nxnvn}

− E{2µw̃T
nxnxT

n w̃n} + E{µ2xT
nxnvT

n vn}

− E{2µ2vnxT
nxnxT

n w̃n}

+ E{µ2(xnxT
n w̃n)T (xnxT

n w̃n)}

− E{w̃T
n w̃n} ,

(21)

µ ≤

(
2E{w̃T

nxnxT
n w̃n} − 2E{w̃T

nxnvn}
)

(
E{xT

nxnvT
n vn} − E{2vnxT

nxnxT
n w̃n}

+E{(xnxT
n w̃n)T (xnxT

n w̃n)}

) = θ .

(22)

Para casos que o valor de vn é despreźıvel em compara-
ção com os outros termos, a equação (22) pode ser reduzida
a

µ ≤
2E{w̃T

nxnxT
n w̃n}

E{(xnxT
n w̃n)T (xnxT

n w̃n)}
= θ . (23)

A figura 3 apresenta uma exemplo de superf́ıcie de ńıvel
θ da equação (22). As condições para esta simulação são
as mesmas da figura 2.
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0.7
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0.9

• ←− Ponto de Wiener (d = 0)

θ

w0

w1

Fig. 3. Superf́ıcie que simboliza o passo de adaptação para equação
(22).

A superf́ıcie referente à equação (23) é representada na
figura 4.

É posśıvel perceber que a figura 4 apresenta uma notável
semelhança em sua forma geral com a figura 2, o que
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Fig. 4. Superf́ıcie que simboliza o passo de adaptação para equação
(23).

revela uma conexão entre a abordagem estocástica e a
abordagem determińıstica quando diversas realizações são
levadas em conta. Ainda mais interessante que isso, no
entanto, é refletir sobre o limitante obtido através da
expressão mostrada na figura 4. Antes de mais nada, é
preciso ter em mente que a figura foi gerada para um caso
de equalização em que a solução de Wiener não era capaz
de obter um erro nulo. Isso faz com que seja esperada a
existência de flutuações do vetor de pesos em torno da
solução de Wiener, o que nos conduz à noção fundamental
de misadjustment [1]. A existência dessas flutuações, de
certo modo, justifica o ”pico invertido”que se verifica na
vizinhança do ótimo, pois, para, em termos simples, obter
uma tendência de confinamento do vetor numa região
cada vez menor em torno da solução de Wiener, passa
a ser necessário empregar passos de adaptação cada vez
mais reduzidos. Quando o vetor é igual ao ótimo, a única
forma de mantê-lo nessa posição é zerar o passo para
evitar flutuações residuais. Essa linha de racioćınio abre
perspectivas interessantes em termos de análise de misad-

justment vs. passo, idéias estas que pretendemos investigar
na seqüência deste primeiro esforço. Para dar um pouco
mais de suporte a essas idéias, mostramos, na figura 3,
uma curva em que o erro residual da solução de Wiener é
considerado nulo: nesse caso, não se verifica a existência do
”pico invertido”, pois mesmo um passo não-nulo é incapaz
de perturbar o equiĺıbrio associado ao ótimo. Esse seria
o caso t́ıpico em problemas ideais de identificação, por
exemplo.

Outro ponto interessante é que as curvas obtidas pa-
recem estar razoavelmente limitadas por um valor má-
ximo, fato que pode indicar, a partir de uma análise
mais rigorosa, a viabilidade de se estabelecerem resultados
relacionando valores do passo de adaptação que levam, em
algum sentido estocástico, à convergência para o ótimo a
partir de regiões iniciais diversas.

VII. Conclusões

Duas formulações para determinar o valor limite para o
passo de adaptação do algotimo LMS foram apresentadas.
Foi posśıvel obter limitantes para o passo de adaptação,
tanto na abordagem determińıstica, quanto na aborda-
gem estocástica, sem recorrer necessariamente a hipóteses
simplificadoras como a teoria da independência. Também
foram indicadas condições em que parece haver uma rela-
ção estreita entre a análise proposta e resultados clássicos
acerca da estabilidade do LMS, bem como certas possibili-
dades que podem levar a metodologias de escolha do passo
em termos, por exemplo, do ńıvel de misadjustment tole-
rado. Vale ainda ressaltar que são raros os trabalhos nessa
área que utilizam a abordagem de Lyapunov estocástica
devido à complexidade desta formulação.

Por fim, indicamos que ainda há muito trabalho a fazer
no que se refere à análise e mais detalhada interpretação
das expressões obtidas, bem como das conexões que elas
parecem indicar com a teoria clássica e com aspectos extre-
mamente relevantes como misadjustment e convergência.
Também existe a perspectiva de buscar a aplicação do
ferramental de Lyapunov na análise de outros algoritmos
supervisionados e de algoritmos cegos.
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