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Probabilidade de Erro Bit em Receptor MRC com
Modulaç̃ao QAM sob Desvanecimento

Generalizado: Parte I
Wamberto J. L. Queiroz, Marcelo S. Alencar e Francisco Madeiro

Resumo— Este artigo apresenta um tratamento mateḿatico
unificado para a avaliaç̃ao da probabilidade de erro de bit dos
esquemas de modulaç̃ao M-PAM, M-QAM e R-QAM sob desva-
necimento generalizado. As expressões obtidas para a BEP s̃ao
escritas em termos da funç̃ao geratriz de momentos da SNR por
bit para cada ramo do receptor utilizado. Essa funç̃ao geratriz
de momentos varia de acordo com o tipo de desvanecimento
considerado. S̃ao assumidos um receptor com raz̃ao máxima de
combinaç̃ao e codificaç̃ao Gray para os bits modulados.

Palavras-Chave— Receptor MRC, desvanecimento generali-
zado, M-PAM, M-QAM, R-QAM.

Abstract— This article presents a unified mathematical treat-
ment to the evaluation of the bit error probability (BEP) of
the M-PAM, M-QAM and R-QAM modulation schemes, subject
to generalized fading. The expressions obtained for the BEPare
written in terms of the moment generating function of the signal-
to-noise ratio per bit for each branch of the used receiver. That
moment generating function varies in accordance with the type
of fading considered. A maximum combining ratio receiver and
Gray encoding for the modulated bits are assumed.

Keywords— MRC receiver, generalized fading, M-PAM, M-
QAM, R-QAM.

I. I NTRODUÇÃO

A maioria dos sistemas de comunicações sem fio modernos
tem seus sinais de informação constantemente submetidosa
diferentes formas de desvanecimento, capazes de degradar
seriamente a qualidade dos enlaces, caso soluções apropriadas
não sejam adotadas. Uma das técnicas propostas para diminuir
os efeitos do desvanecimento é a recepção com diversidade
espacial, obtida pelo uso de arranjos de elementos de antenas
igualmente espaçados, associados a um receptor que combina
diversas réplicas recebidas de um mesmo sinal e maximiza sua
relação sinal-ruı́do (SNR -Signal to Noise Ratio) de saı́da.

Essa estrutura de recepção, conhecida como receptor com
razão máxima de combinação (MRC –Maximal Ratio Com-
biner), tem sido proposta por vários autores, associada a
esquemas de modulação coerente em ambientes com desva-
necimento Rayleigh e Nakagami [1]–[3]. Uma análise uni-
ficada da probabilidade de erro de sı́mbolo (SEP –Symbol
Error Probability) de esquemas de modulação coerente, sob
diferentes formas de desvanecimento, foi apresentada em [4],
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contendo inclusive expressões para o esquema M-QAM (M-
ary Quadrature Amplitude Modulation).

Antes de 2002, qualquer avaliação do efeito do desvaneci-
mento nos esquemas M-QAM, M-PAM (M-ary Pulse Ampli-
tude Modulation) e R-QAM (Rectangular Quadrature Ampli-
tude Modulation) só podia ser feita por meio das aproximações
obtidas, até então, para a probabilidade de erro de bit desses
esquemas sob o ruı́do aditivo gaussiano branco (AWGN -
Additive White Gaussian Noise). Em 2002 uma importante
contribuição obtida por K. Cho e D. Yoon [5] forneceu uma
expressão generalizada para o cálculo da probabilidade de erro
de bit (BEP -Bit Error Probability) para os equemas M-QAM
(quadrado) e R-QAM (retangular) sob ação do ruı́do AWGN
e mapeamento por código Gray para as seqüências de bits. A
partir desse resultado de Cho e Yoon, pode-se obter express˜oes
mais gerais para a BEP dos esquemas de modulação citados,
sob diferentes formas de desvanecimento, que englobem as
contribuições fornecidas por meio de aproximações para a
BEP dos esquemas M-QAM sob ruı́do AWGN.

Algumas dimensões de constelação M-QAM e R-QAM têm
sido bastante utilizadas em implantações práticas de sistemas
de comunicações por permitirem considerável aumento dataxa
de transmissão sem aumento da largura de faixa ocupada.
Devido a essa caracterı́stica, as pesquisas que visam avaliar o
desempenho de esquemas QAM em modelos de transmissão
sem fio continuam despertando interesse. Nas referências [6]
e [7], por exemplo, são apresentadas expressões para a proba-
bilidade de erro de sı́mbolo (SEP -Symbol Error Probability)
do sistema QAM retangular em desvanecimento Nakagami.
A expressão mostrada em [6] foi obtida a partir de uma
expressão obtida em [8] para a SEP do QAM retangular sob
ruı́do AWGN. Um dos termos da expressão de [8] contém
um produto de duas funçõesQ(x) e complica a avaliação da
SEP sob a fdp do desvanecimento. A vantagem das expressões
de Cho e Yoon é que a BEP sob ruı́do gaussiano é escrita
como uma soma de funçõeserfc(x) e no presente trabalho
essas funções são reescritas e expressas no intervalo de
integração[0, π/2], que diminui consideravelmente o processo
de avaliação numérica.

As aplicações dos esquemas de modulação QAM vão
desde alguns modens com transmissão sı́ncrona, que usam
constelações 16-QAM, 64-QAM e 256-QAM, aos padrões
de televisão digital DVB-T (Digital Video Broadcasting-
Terrestrial), ISDB-T (Integrated Services Digital Broadcasting
Terrestrial) e ISDTV (Integrated Services Digital TV). No
padrão ISDB-T os dados são codificados e arranjados em
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blocos de 188 bytes, chamados de MPEG2 TSP (Trans-
port Stream Packet), são enviados para um segmentador e
em seguida são arranjados em um, dois ou três blocos de
codificação. Esses blocos são chamados de camadas e seus
dados passam por moduladores e podem ser mapeados em
sı́mbolos das constelações 16-QAM ou 64-QAM.

No presente artigo, as expressões da BEP sob ruı́do AWGN
obtidas em [5],P (E|γ), são usadas para que se possa obter
as novas expressões de BEP sob diferentes formas de desva-
necimento por meio do cálculo da média

Pb =

∫ ∞

0

Pb(E|γ)pγ(γ; γ)dγ, (1)

em quepγ(γ; γ) é a função densidade de probabilidade (fdp)
univariada da relação sinal-ruı́do (SNR) instantânea eγ denota
a SNR média. A avaliação dessa integral é feita, para os
diferentes casos de desvanecimento considerados, expressando
a função erro complementarerfc(x), dada por

erfc(x) =
2√
π

∫ ∞

x

e−t2dt, (2)

na forma

erfc(x) = 2Q(
√

2x) =
2

π

∫ π
2

0

exp

(

− x2

sen2v

)

dv, x ≥ 0

(3)
e usando a função geratriz de momentos que aparece em todos
os casos analisados. Em (3) a funçãoQ(x) representa a pro-
babilidade de que uma variável aleatória gaussiana de média
nula e variância unitária tenha valor maior quex. Antes de
prosseguir com a avaliação da integral dada em (1), a próxima
seção apresenta o modelo do canal de transmissão e uma
breve discussão sobre diferentes formas de desvanecimento
que podem ser considerados.

II. M ODELO DO CANAL E DO RECEPTOR

No modelo de ambiente de propagação considerado, o sinal
transmitido s(t) é enviado por meio deN subcanais com
desvanecimento plano. Cada um desses subcanais forma um
enlace estabelecido com uma dasN entradas de um receptor
MRC, como mostrado na Fig. 1. Em cada um dos enlaces,
o sinal transmitido sofre sucessivas variações de amplitude
e fase, causadas pelos obstáculos que se encontram em seu
percurso entre as antenas transmissora e receptora. Essas
variações de amplitude e fase são comumente conhecidas
como desvanecimento e são representadas, nok-ésimo enlace,
por αke−jθk .

Adicionalmente às variações de amplitude e fase, a
propagação por múltiplos percursos provoca atrasos no sinal
transmitido, os quais são denotados, para ok-ésimo enlace, por
τk. Devido à natureza da propagação em ambientes urbanos,
é razoável supor que os parâmetrosαk, θk e τk podem ser
modelados por variáveis aleatórias mutuamente independen-
tes [4].

Após sofrer o efeito do desvanecimeno nok-ésimo enlace, o
sinal sofre, na entrada do receptor, o efeito do ruı́do aditivo, ge-
ralmente de natureza térmica. Esse ruı́do AWGN é modelado,
na entrada de cada ramo do receptor, por uma variável aleat´oria
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Fig. 1. Sistema de recepção coerente com diversidade.

gaussiana com densidade espectral de potência bilateral repre-
sentada porN0/2 (W/Hz). Essas variáveis que modelam o
ruı́do aditivo são consideradas mutuamente independentes nos
N ramos do receptor e independentes das variáveis aleatórias
que modelam o efeito do desvanecimento.

O sinal transmitido, representado pors(t), pode ser escrito
como

s(t) =

∞
∑

i=−∞

Sie
−jωctPTs

(t − iTs), (4)

em queωc é a freqüência da portadora,PTs
(·) é um pulso

retangular de duraçãoTs e Si é o i-ésimo sı́mbolo transmitido
resultante do mapeamento de blocos deK bits em uma das
M = 2K possı́veis formas de onda a serem transmitidas.
Admitindo que o receptor MRC tem perfeito conhecimento das
atenuações e dos deslocamentos de fase nok-ésimo subcanal
de transmissão, e que os sı́mbolos são eqüiprováveis, pode-
se escrever a razão sinal-ruı́do na saı́da do receptor MRC,γ,
como

γ =
Es

N0

N
∑

k=1

α2
k = log2(M)

Eb

N0

N
∑

k=1

α2
k =

N
∑

k=1

γk, (5)

em queγk = log2(M) Eb

N0

α2
k é a relação sinal-ruı́do por bit

para cada ramo do receptor MRC.
A avaliação da integral dada em (1) pode ser realizada, a

partir do resultado apresentado em (5), calculando a fdp da
variável aleatóriaγ. Como a variávelγ é uma soma ponderada
deN variáveis independentes,α2

k, que dependem diretamente
do tipo de desvanecimento presente no canal, é necessário
antes calcular a fdp dak-ésima variávelα2

k para o tipo de
desvanecimento analisado.

III. C ÁLCULO DA PROBABILIDADE DE ERRO DE BIT

No caso de uma recepção multicanal, por meio de
um receptor MRC comN ramos, a fdp pγ(γ; γ) em
(1) passa a ser uma fdp multivariada representada por
pγ1,γ2,··· ,γN

(γ1, γ2, · · · , γN ). Desse modo, a BEP mostrada
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em (1) passa a ser escrita como

Pb =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

Pb(E|γ)

· pγ1,γ2,··· ,γN
(γ1, γ2, · · · , γN )dγ1dγ2 · · ·dγN .

(6)

Como as variáveisγk são consideradas estatisticamente
independentes, (6) pode ser simplificada para

Pb =
N
∏

k=1

∫ ∞

0

Pb(E|γ)pγk
(γk; γk)dγk. (7)

A avaliação da integral em (7) para os esquemas de modulação
M-PAM, M-QAM e R-QAM segue a partir das expressões
obtidas por Cho e Yoon para ruı́do AWGN.

A. Probabilidade de Erro para a modulação M-PAM

No caso do esquema M-PAM, a probabilidade de erro de
bit P (E|γ) sob ruı́do gaussiano aditivo foi obtida por [5] e é
dada por

Pb(E|γ) =
1

log2(M)

log
2
(M)
∑

j=1

Pb(j), (8)

em que a probabilidade de que oj-ésimo bit esteja em erro é
dada por

Pb(j) =
1

M

(1−2−j)M−1
∑

i=0

{

w(i, j, M)

· erfc
(

(2i + 1)

√

3 log2(M)γ

(M2 − 1)

)}

(9)

e os coeficientesw(i, j, M) são dados por

w(i, j, M) = (−1)

j
i2j−1

M

k
·
(

2j−1 −
⌊

i · 2j−1

M
+

1

2

⌋)

. (10)

Substituindo (8) e (9) em (7), tem-se, para um receptor com
N ramos e desvanecimento independente,

Pb =
1

log2(M)

∫ ∞

0

∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

log
2
(M)
∑

j=1

Pb(j)

×
N
∏

k=1

pγk
(γk; γk)dγ1dγ2 · · · dγN .

(11)

Substituindo a expressão dePb(j), (9), em (11), tem-se

Pb =
1

M log2(M)

∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

log
2
(M)
∑

j=1

(1−2−j)M−1
∑

i=0

w(i, j, M)

· erfc
(

(2i + 1)

√

3 log2(M)γk

(M2 − 1)

)

·
N
∏

k=1

pγk
(γk; γk)dγ1dγ2 · · ·dγN .

(12)

Intercalando as integrais com os somatórios em (12), pode-se
reescrever a expressão da probabilidade de erro na forma

Pb =
1

M log2(M)

log
2
(M)
∑

j=1

(1−2−j)M−1
∑

i=0

w(i, j, M)

·
∫ ∞

0

∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

erfc

(

(2i + 1)

√

3 log2(M)γk

(M2 − 1)

)

·
N
∏

k=1

pγk
(γk; γk)dγ1dγ2 · · · dγN .

(13)

Como as variáveisγk são independentes, a integral múltipla
em (13) pode ser reescrita como um produto deN integrais.
Desse modo,Pb pode ser reescrita como

Pb =
1

M log2(M)

log
2
(M)
∑

j=1

(1−2−j)M−1
∑

i=0

w(i, j, M)

· · ·
N
∏

k=1

[

∫ ∞

0

erfc

(

(2i + 1)

√

3 log2(M)γk

(M2 − 1)

)

· pγk
(γk; γk)dγk] .

(14)

Fazendoai(M) = 3(2i+1)2 log
2
(M)

(M2−1) e usando a representação
de erfc(x) dada em (3), pode-se reescreverPb na forma

Pb =
1

M log2(M)

log
2
(M)
∑

j=1

(1−2−j)M−1
∑

i=0

w(i, j, M)

×
N
∏

k=1

[

2

π

∫ π
2

0

∫ ∞

0

exp

(

−ai(M)γk

sen2(v)

)

pγk
(γk; γk)dγkdv

]

.

(15)

Comparando a integral imprópria interna em (15) com a
função geratriz de momentos (MGF –Moment Generating
Function) de uma variável aleatóriaX positiva, dada por

MX(s) =

∫ ∞

0

esxpX(x)dx, (16)

percebe-se que essa integral é a MGF da variávelγk avaliada
em s = − ai(M)

sen2(v) . Como a fdp deγk também está escrita em
função da SNR média por bit, a MGF deγk é denotada por
Mγk

(

− ai(M)
sen2(v) ; γk

)

. Desse modo, a BEP do esquema M-PAM
pode ser escrita em termos da MGF como

Pb =
1

M log2(M)

log
2
(M)
∑

j=1

(1−2−j)M−1
∑

i=0

w(i, j, M)

×
N
∏

k=1

[

2

π

∫ π
2

0

Mγk

(

− ai(M)

sen2(v)
; γk

)

dv

]

.

(17)

Assumindo que o ruı́do é identicamente distribuı́do nosN
subcanais e que a SNR média por bit na entrada dosk ramos
do receptor MRC,γk, é a mesma em todos os ramos e valeγ,
a probabilidade de erro de bit dada em (17) pode ser reescrita
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como

Pb =
1

M log2(M)

log
2
(M)
∑

j=1

(1−2−j)M−1
∑

i=0

w(i, j, M)×

[

2

π

∫ π
2

0

Mγ

(

− ai(M)

sen2(v)
; γ

)

dv

]N

.

(18)

B. Probabilidade de Erro para a Modulação M-QAM

Em relação à modulação M-QAM, a expressão obtida em
[5] para o cálculo da probabilidade de erro de bit sob ruı́do
AWGN, condicionada à SNR,P (E|γ), é dada por

Pb(E|γ) =
1

log2

√
M

log
2

√
M

∑

j=1

Pb(j), (19)

em que a probabilidade de erro doj-ésimo bit,Pb(j), é dada
por

Pb(j) =
1√
M

(1−2−j)
√

M−1
∑

i=0

{

w(i, j, M)

× erfc

(

(2i + 1)

√

3 log2 Mγ

2(M − 1)

)}

(20)

e os pesosw(i, j, M) são dados por

w(i, j, M) = (−1)

j
i2j−1
√

M

k
·
(

2j−1 −
⌊

i · 2j−1

√
M

+
1

2

⌋)

. (21)

A partir desses resultados, a BEP para a modulação M-QAM
sob o efeito do desvanecimento, para ok-ésimo ramo do
receptor é obtida por meio da integral

Pb =
1√

M log2(
√

M)

log
2
(
√

M)
∑

j=1

(1−2−j)
√

M−1
∑

i=0

w(i, j, M)

·
∫ ∞

0

∫ ∞

0

· · ·
∫ ∞

0

erfc

(

(2i + 1)

√

3 log2(M)γk

2(M − 1)

)

·
N
∏

k=1

pγk
(γk; γk)dγ1dγ2 · · · dγk.

(22)

Fazendoai(M) = 3(2i+1)2 log
2
(M)

2(M−1) e usando a expressão de
erfc(x) apresentada em (3), tem-se

Pb =
1√

M log2(
√

M)

log
2
(
√

M)
∑

j=1

(1−2−j)
√

M−1
∑

i=0

w(i, j, M)

·
N
∏

k=1

[

2

π

∫ π
2

0

∫ ∞

0

exp

(

−ai(M)γk

sen2v

)

pγk
(γk; γk)dγkdv

]

.

(23)

Em termos da função geratriz de momentos,Pb pode ser
reescrita como

Pb =
1√

M log2(
√

M)

log
2
(
√

M)
∑

j=1

(1−2−j)
√

M−1
∑

i=0

w(i, j, M)

·
N
∏

k=1

[

2

π

∫ π
2

0

Mγk

(

−ai(M)

sen2v
; γk

)

dv

]

.

(24)

Se for assumido que o desvanecimento é identicamente
distribuı́do e que a SNR média por bit é a mesma em todos os
ramos do receptor MRC, a expressão dePb passa a ser escrita
como

Pb =
1√

M log2(
√

M)

log
2
(
√

M)
∑

j=1

(1−2−j)
√

M−1
∑

i=0

w(i, j, M)

×
[

2

π

∫ π
2

0

Mγ

(

−ai(M)

sen2v
; γ

)

dv

]N

.

(25)

IV. PROBABILIDADE DE ERRO PARA OESQUEMA R-QAM

Em relação ao esquema R-QAM, também denotadoI × J-
QAM, a expressão para a probabilidade de erro de bit sob
ruı́do gaussiano branco e mapeamento Gray nos bits da
constelação comI × J sı́mbolos, dada a SNRγ, P (E|γ),
é dada por

Pb(E|γ) =
1

log2(I · J)





log
2
I

∑

l=1

PI(l) +

log
2
J

∑

n=1

PJ(n)



 , (26)

em que as probabilidadesPI(l) e PJ (j) são dadas respectiva-
mente por

PI(l) =
1

I

(1−2−l)I−1
∑

i=0

{

w(i, l, I)erfc
(

√

ai(I, J)γ
)

}

PJ (n) =
1

J

(1−2−n)J−1
∑

j=0

{

w(j, n, J)erfc

(

√

aj(I, J)γ

)

}

(27)

e os pesosw(i, l, I) e w(j, n, J) podem ser obtidos, a partir
de (10), substituindo os ı́ndicesi, l, I e j, n, J , nesta mesma
ordem, nos ı́ndicesi, j, M . Os termosai(I, J) e aj(I, J) são
obtidos a partir da equação

ai(I, J) =
3(2i + 1)2log2(I · J)

I2 + J2 − 2
. (28)

A avaliação da probabilidade de erro de bit do esquema
R-QAM pode ser realizada de modo similar ao utilizado
para os esquemas de modulação M-PAM e M-QAM. Para
facilitar o desenvolvimento, pode-se separar (26) em duas
equações, denotadas porPbI

(E|γ) e PbJ
(E/γ). Substituindo
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as expressõesPI(l) e PJ (n) nessas expressões, obtém-se

PbI
(E|γ) =

1

Ilog2(I · J)

log
2
I

∑

l=1

(1−2−l)I−1
∑

i=0

w(i, l, I)

· erfc
(

√

ai(I, J)γ
)

,

PbJ
(E|γ) =

1

J log2(I · J)

log
2
J

∑

n=1

(1−2−n)J−1
∑

j=0

w(j, n, J)

· erfc
(

√

aj(I, J)γ

)

.

(29)

A média das expressõesPbI
(E|γk) e PbJ

(E|γk), a partir da
integral dada em (6), sob consideração de desvanecimento
independente nosN ramos do receptor MRC, considerando
a forma alternativa da funçãoerfc(x) dada em (3), leva às
expressões

PbI
=

1

Ilog2(I · J)

log
2
I

∑

l=1

(1−2−l)I−1
∑

i=0

w(i, l, I)

·
N
∏

k=1

[

2

π

∫ π
2

0

Mγk

(

−ai(I, J)

sen2v
; γk

)

dv

]

PbJ
=

1

J log2(I · J)

log
2
J

∑

n=1

(1−2−n)J−1
∑

j=0

w(j, n, J)

·
N
∏

k=1

[

2

π

∫ π
2

0

Mγk

(

−aj(I, J)

sen2v
; γk

)

dv

]

.

(30)

Considerando que o desvanecimento seja identicamente
distribuı́do nos N subcanais do modelo de sistema de
comunicação considerado, as novas expressões dePbI

e Pbj

passam a ser escritas como

PbI
=

1

Ilog2(I · J)

log
2
I

∑

l=1

(1−2−l)I−1
∑

i=0

w(i, l, I)

·
[

2

π

∫ π
2

0

Mγ

(

−ai(I, J)

sen2v
; γ

)

dv

]N

PbJ
=

1

J log2(I · J)

log
2
J

∑

n=1

(1−2−n)J−1
∑

j=0

w(j, n, J)

·
[

2

π

∫ π
2

0

Mγ

(

−aj(I, J)

sen2v
; γ

)

dv

]N

.

(31)

A probabilidade de erro resultantePb é então obtida pela
soma das probabilidadesPbI

e PbJ
. Como se pode perceber

pelas equações obtidas para os três esquemas de modulação,
as expressões de BEP são dadas todas em termos da função
geratriz de momentos da SNR instantâneaγ. Essa função
varia, de acordo com a fdp deγ, para cada distribuição de des-
vanecimento considerada. Algumas distribuições comumente
usadas em ambientes móveis e que podem ser empregadas no
estudo feito nesse artigo são as distribuições Rayleigh, Hoyt,
Rice, Nakagami e sombreamento Log-Normal.

V. CONCLUSÃO

Neste trabalho foram apresentadas expressões exatas para
o cálculo da probabilidade de erro de bits de um modelo de
sistema de comunicação multicanal, usando os esquemas de
modulação M-PAM, M-QAM e R-QAM sob desvanecimento
generalizado. Na abordagem utilizada, a expressão da func¸ão
erro complementar foi reescrita em termos de uma integral
definida no intervalo[0, π/2]. As expressões obtidas para a
BEP, por ramo do receptor, em função da SNR média por
ramo,γk, foram expressas em termos da integral da MGF da
SNR instantânea,Mγ(t; γ), no intervalo[0, π/2]. A vantagem
dessa abordagem é que ela pode ser aplicada a qualquer tipo
de desvanecimento, e as integrais, mesmo que não forneçam
expressões exatas, podem ser avaliadas numericamente.
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