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Combinacao dos métodos dos modos assumidos
e matriz de transferéncia em dispositivos
opticos baseados em redes de Bragg sob

deformacao longitudinal

Paulo de Tarso Neves Junior, Carlos Alberto Bavastri, Roberson Assis Oliveira e Alexandre de
Almeida Prado Pohl

Resumo—Este trabalho apresenta uma abordagem para
simular o comportamento temporal do espectro refletido da rede
de Bragg combinando dois métodos numéricos denominados
modos assumidos e matriz de transferéncia. Essa abordagem
consiste em calcular a variacdo espaco-temporal do campo de
deslocamento e, conseqiientemente, 0 campo de deformacio no
interior da rede através do método dos modos assumidos e usar
esse campo como entrada para o método da matriz de
transferéncia calculando, finalmente, 0 comportamento temporal
do espectro refletido da rede de Bragg. Essa abordagem é
aplicada para um modulador acusto-6ptico baseado em FBG e os
resultados sdo comparados com dados experimentais relatados na
literatura.

Palavras-Chave—Método dos modos assumidos, método da matriz
de transferéncia, rede de Bragg em fibra, modulador acusto-
optico.

Abstract—This work presents an approach to simulate the
temporal behavior of the Bragg grating reflected spectrum
combining two numerical methods named assumed modes and
transfer matrix. This approach consists in calculating the time-
space variation of the displacement field and, consequently, the
strain field inside the grating through the assumed modes method
and apply this field as input in the transfer matrix in order to
calculate the time-space behavior of the Bragg grating reflected
spectrum. This approach is applied in an acousto-optic modulator
based on FBG and results are compared to experimental data
reported in the literature.

Keywords—Assumed modes method, transfer matrix method,
fiber Bragg grating, acousto-optic modulator.

1. INTRODUCAO

A proposicao de modelos que permitam analisar e estimar a
resposta temporal das FBGs, cuja excitagdo € provocada
através da aplicacdo de tensdes mecanicas longitudinais na
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fibra, pode ser de grande importancia para projetar e construir
dispositivos ~ Opticos  mais  rdpidos utilizados em
telecomunicacdes e sensores. Para isso, recorre-se a
combinagcdo das teorias e métodos utilizados na drea da
mecanica e da optica.

Ha relatos sobre o uso combinado do método dos elementos
finitos (MEF ou FEM - Finite Elements Method) com o
Método da Matriz de Transferéncia a fim de simular as
respostas mecanicas e Opticas, respectivamente, de um
modulador acusto-6ptico [1]. Uma abordagem andloga foi
utilizada para simular a sensibilidade de uma FBG revestida
por materiais compdsitos e submetida & carga transversal
estimando as deformagdes do espectro 6ptico [2] e, usando
apenas o MEF sem levar em conta a deformacgdo do espectro,
para simular a sensibilidade de redes de Bragg gravadas em
véarios tipos de fibra sob efeito de cargas transversais e
térmicas [3].

Todos os trabalhos citados acima apresentam resultados em
regime permanente. Também ndo foi encontrado nenhum
trabalho usando a combinacdo do método dos Modos
Assumidos, analisado neste trabalho, e Matriz de
Transferéncia para estimar o comportamento de dispositivos
Opticos em regime transiente.

A escolha do método dos modos assumidos, em detrimento
do método dos elementos finitos foi feita porque ao se
trabalhar em uma faixa elevada de freqiiéncias o método dos
elementos  finitos  torna-se  extremamente  pesado
computacionalmente; além disso, a resposta temporal ja estd
naturalmente inclusa na formulacdo do método dos modos
assumidos e os movimentos a serem tratados sdo em apenas
uma dimensdo, diminuindo sensivelmente o esforco
computacional.

Assim como o método dos elementos finitos, a teoria do
método dos modos assumidos deriva das equagdes de
Lagrange.
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II. METODOLOGIA

A. Equagées de Lagrange

Para sistemas mecénicos geometricamente complexos a
andlise dindmica torna-se muito dificil através das relagcdes
vetoriais estabelecidas pelas Leis de Newton; por isso,
solucdes aproximadas podem ser encontradas usando métodos
numéricos provenientes das Equacdes de Lagrange através de
uma formulacdo escalar. As Equacdes de Lagrange tém a
vantagem de desprezar completamente as forgas internas do
sistema e sdo baseadas nas relacdes escalares existentes entre a
energia cinética, a energia potencial e o trabalho realizado
pelas forcas externas nfio conservativas.

Define-se o operador Lagrangeano como sendo

LAT-V 1)

onde T e V representam as energias cinética e potencial,
respectivamente.

A transicdo entre o método vetorial Newtoniano e o método
escalar-energético Lagrangeano ¢é desenvolvida usando o
Principio do Trabalho Virtual, o Principio de D’ Alembert e o
Principio de Hamilton [4, 5]. Com esses trés principios chega-
se as equagdes de Lagrange em coordenadas generalizadas, ¢,

que permitem derivar as equagdes de movimento do sistema
o oL | OL
dt\ dg; ) dq;
onde Q; sdo as forcas de contato que atuam no sistema.

Assumindo que o sistema ndo sofre os efeitos giroscépico e
de forgas centrifugas, a energia potencial total do sistema V se
reduz a energia potencial dinamica U.

Pode-se chegar as equacdes de movimento em coordenadas
generalizadas na forma matricial representando as forgas nio
conservativas generalizadas (externas e dissipativas) pela for¢a
de contato Q; e pelas forcas de reacdo devido ao
amortecimento viscoso de Rayleigh. Por sua vez, essas forcas
de reagdo podem ser escritas (desprezando as forgas

circulatdrias) como
IS ..
F 25 E § ,Cidi4 A

i=l j=1

=0, ®)

onde ¢;; formam os componentes da matriz de amortecimento.
Dessa forma, assumindo L = T — U, as equacdes de
Lagrange se reduzem a
afaL) oL aF

= . 4
o\ 2q, | ag, Tag, Y @

A equagdo (4) leva a um sistema de equagdes diferenciais
cuja forma matricial é dada por:

M{G(0}+C 40+ K, gy =1f )} )
onde
M = [m;] é a matriz de massa.
C-= [c;] € a matriz de amortecimento viscoso.

K = [k;] ¢ a matriz de rigidez.

U} e

generalizadas.

o vetor de excitacdo em coordenadas

{q (t )} € o vetor de coordenadas generalizadas.

As matrizes M, C e¢ K sdo simétricas € reais, € Sao
fundamentais na aplicacdo do método dos modos assumidos.

Matematicamente a resposta do sistema ¢ dividida em
resposta transiente e resposta em regime permanente ou de
estado estaciondrio. Para encontrar a resposta transiente do
sistema € necessdrio obter a solucao da equagdo homogénea de

(5) fazendo f(t)z 0. Obtendo as expressdes do transiente e

de regime permanente as condi¢des iniciais do sistema sio
aplicadas para se obter a solu¢cdo completa.

B. O Método Modos Assumidos

O método dos modos assumidos é baseado na discretizagao
do sistema em N elementos e n graus de liberdade com o
intuito de encontrar solu¢des aproximadas através de séries
numéricas. Por esse método, no caso do movimento em apenas
uma direcdo, como os movimentos longitudinais, assume-se
que a solugdo real de um problema com condigdes de contorno
conhecidas serd encontrada através do produto de uma funcao
espacial, convenientemente escolhida, com uma funcdo
temporal (denominada coordenada generalizada). Para o caso
do movimento longitudinal em uma barra, se o objetivo for
encontrar 0 comportamento espaco-temporal do deslocamento,
a funcdo deslocamento u(x,f) serd obtida resolvendo

u(x,n:ilmx)q,(r). @

onde ¢ ;(x) € denominada fungéo teste ou modos assumidos.

A equagdo (7) significa que a solucdo do problema pode ser
encontrada como uma combina¢do linear de uma base em um
espaco n-dimensional. Para encontrar a deformacdo &(x,1)
basta diferenciar u(x,f) em relagdo a x.

A escolha da func¢do teste ndo € arbitrdria; para um sistema
de n graus de liberdade ela deve satisfazer todas as condicdes
geométricas e de contorno do problema e ser diferencidvel em
um nimero de vezes que seja pelo menos a metade da ordem
do sistema. Como exemplo, uma funcio teste apropriada para
o problema de uma barra engastada-livre com secdo
transversal ndo-uniforme poderia ser 9, (x)= sen( 2/ _l)mj .

2L

Ap6s a escolha de uma funcdo teste apropriada, o préximo
passo € o preenchimento das matrizes de massa,
amortecimento e rigidez, além do vetor de excitacdo externa.

Para resolver (7) € necessdrio primeiramente conhecer a
fun¢do de densidade p(x), a funcdo de drea S(x) e a fungdo de
massa m(x) = p(x)S(x) ao longo da barra.

Assumindo a fibra éptica como uma barra homogénea de
comprimento L, com funcdes de drea e de massa conhecidas, a
energia cinética T serd
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As componentes da matriz de massa serdo encontradas
através da expressao

my = [, (e

Por sua vez, a energia potencial dindmica serd

L 2
U= lJ.ES(x){M} dx
29 ot
(10)

n n L

135 000,00 Egs(x)“’af—f)a"’a%x)dx

i=1 j=I

onde E € médulo de Young, com os componentes da matriz de
rigidez encontrados através da expressao

L 0.
kij ZEIS(X)MMGIX (11)
0 ox  ox
Assumindo um  amortecimento  ndo-proporcional

distribuido de forma homogénea ao longo da barra, os
coeficientes da matriz de amortecimento serdo dados por

L
c; = J.afgbi (x);/ﬁj (x)dx (12)
0
onde ¢ é uma constante de amortecimento viscoso.
C. O Método da Matriz de Transferéncia
Para casos onde o campo de deformacdo varia

espacialmente o espectro Optico resultante pode ser obtido
através do Método da Matriz de Transferéncia baseado na
Teoria dos Modos Acoplados [6].

Para uma rede sem gorjeio, a perturbacio do indice efetivo
dos modos guiados pode ser descrita como

S, =0, (x 1+vcos(2%j (13)

onde &Teﬁ. ,

indice de refracio médio em um periodo da rede, v € a
visibilidade das franjas e A o periodo da rede.

As solugdes para as equagdes dos modos acoplados devido
as perturbacdes de indice ocasionadas pela presenca da rede de
Bragg sdo encontradas através da ‘“‘aproximacdo sincrona”
relatada em [7, 8], resultando em

aR _ i6R(x)+ixS(x)
dx

denominado indice de modulacdo, € a mudanga do

(14)

a5 _ —i68(x)—ix"R(x) (15)

onde R e S estdo relacionados com as amplitudes dos modos
propagantes e contrapropagantes, respectivamente, & € o
coeficiente de auto-acoplamento definido como

6=0+0 (16)
sendo o o coeficiente de acoplamento “dc” e x o coeficiente
de acoplamento “ac”” dado por

K= v o (17)
2
O termo 9, por sua vez, € definido como
1 1
O=27n,, | ——— (18)
W)

D
onde A, = 2n,5A € o “comprimento de onda de projeto”

para uma rede de Bragg com mudanga de indice infinitamente
pequena (dn.; — 0) e periodo A [9].
Dessa forma, a seguinte relagdo € estabelecida

o= 27”6@7 (19)
x:v%(mf (20)

As equagdes diferenciais acopladas (14) e (15) sdo
resolvidas usando técnicas convencionais para problemas de
autovalores [10]. Soluciona-se equacdio caracteristica
igualando o determinante a zero. O resultado, que geralmente
¢ um polindmio, possibilita encontrar os autovalores.
Posteriormente € feita a aplicacdo das condi¢des de contorno
para redes uniformes. Sendo um dispositivo passivo, uma rede
de comprimento L, pode ser tratada como um quadripolo,
podendo ser modelada matricialmente. Arbitrando a origem
espacial no ponto de incidéncia da onda na rede, como mostra
a Fig. 1, por conveniéncia normaliza-se a amplitude do campo
incidente R(0) de forma tal que seu valor maximo seja igual a
unidade.

A casca
R(0) ﬂ % R(L,)
niicleo
<—
5(0) S(L,)
| -
0 L "

r

Fig. 1. Esquema da rede de Bragg como um quadripolo.

Para encontrar as condi¢cdes de contorno assume-se uma
onda incidente proveniente de x = — oo; no inicio da rede a

transmissao normalizada serd méaxima (R(O) =1) e como ndo

ha reflexdo além da rede, ou seja, para x 2 Lr, isso implicara
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em S(Lr)=0. Discretizando a rede em M secdes uniformes e
definindo R; e S; como as amplitudes do campo apds atravessar
cada se¢do j, a propagacdo em cada secdo € obtida através da
expressao

R. R,
SJ — F]B S/ (21)
J J-1
sendo a matriz F jB dada por
.6 . LK.
cosh(]/BAx) —i— smh(}/BAx) —-i— s1nh(7BAx) (22)
FB — Vs Vs
. A
i x sinh(}/BAx) cosh(}/BAx) +i g sinh(}/BAx)
Vs Vs
onde Ax ¢é o comprimento da j-ésima secdo e
- 2 2
s =VK —O

Conhecendo as matrizes para cada se¢do, aplica-se as
condi¢des de contorno (R(0)=1 e S (L,)=0) chegando a

solugdo final através de

[?ESHZFBEEZH { SEO)} =F B{R(OL ’ )} 23)

sendo
M
Fb%= HFJ.B . (24)
j=1
Escrevendo F® na forma
F5 = f11 fn} 25)
_f 21 S 2
e substituindo em (23), resultard em
|: 1 |:fl IR(Lr ):|
= (26)
S(0)] [£iR(L,)

De (26) conclui-se que R(Lr)=1/ f,, - Portanto, a

amplitude refletida para cada comprimento de onda pode ser
encontrada através de

o(1)=30)_50)_ 1.

RO) 1 f,

sendo a poténcia refletida dada por P, (;L):‘r(,i)‘z. Dessa

27)

forma, é possivel obter a reflexdo para cada comprimento de
onda em um intervalo de interesse obtendo-se assim o espectro
de transmissdo e reflexdo da rede de Bragg.

O deslocamento do comprimento de onda de Bragg, Adp,
para uma fibra submetida a uma deformacdo longitudinal £ é
dado por [11]

AA,
={1-p )e
7 (1-p,)

(28)

onde Az é o comprimento de onda de Bragg para a fibra em
repouso € p, a constante foto-eldstica efetiva, que para a fibra
de silica assume o valor 0,22.

Simula-se o efeito da variacdo do periodo da rede, causada
pela deformag@o em seu interior, através do comprimento de
onda de projeto; para isso, aplica-se (28) substituindo o
comprimento de onda de Bragg pelo comprimento de onda
projeto resultando em

Ap (e(x.1)) = Apo[1+ (1= p, Je(x.1)]

onde ﬂ'DO ¢ uma constante representando o comprimento de

(29)

onda de projeto quando a rede estd em repouso. Portanto,
substituindo (29) em (18), e esta em (17), obtém-se & que
serd usado no cdlculo dos elementos da matriz de transferéncia
em cada instante de tempo.

III. RESULTADOS

A modulagdo acusto-6ptica em FBGs € baseada na
propagacdo de uma onda eldstica pela rede de Bragg,
produzindo uma modulacido de indice de refracdo induzida e
modificando, por deformacdo, o periodo ao longo da rede.
Essa técnica é usada em lasers sintonizaveis a fibra,
deslocadores de freqii€ncia, chaves dpticas e atenuadores [12-
15].

Geralmente o modulador por deformacdo longitudinal é
acionado por atuadores PZTs, excitados por um sinal
harmoénico com freqiiéncias na ordem de MHz e sua
montagem € similar a mostrada pela Fig. 2. A corneta acustica
otimiza o acoplamento das ondas elasticas geradas pelo PZT
para a fibra. Também é comum desgastar a casca da fibra,
diminuindo o didmetro da mesma na regifo da rede de Bragg a
fim de se obter uma melhor interacdo acusto-Optica.

j PZT

Corneta aciistica

Rede de Bragg

Fig. 2. Montagem tipica de um modulador acusto-6ptico com rede de Bragg.

A rigor o PZT deve ser modelado como uma mola ou um
sistema massa-mola concentrado [16]. Porém, neste trabalho o
sistema da Fig. 2 foi modelado com boa aproximag¢do como
uma barra de secdo transversal ndo-uniforme engastada-livre
com as mesmas dimensdes usadas por [17] e [18]. As
dimensdes desse sistema sao mostradas na Fig. 3.
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Fig. 3. Dimensodes do modulador acusto-6ptico [17].

Para validar a combinac¢do dos dois métodos optou-se por
usar os resultados do trabalho experimental relatado em [18].
No trabalho citado usou-se uma rede de Bragg de
comprimento L, = 50 mm. As dimensdes sdo as mesmas
mostradas na Fig. 3, porém, no trabalho citado, foi feito o
desgaste da casca reduzindo o didmetro da fibra a 100 um na
regido da rede de Bragg. A Fig. 4 mostra o campo deformacgdo
resultante na regido da rede aplicando uma forga externa
senoidal com amplitude de 4 N, freqii€éncia de 1 MHz com
uma constante de amortecimento distribuido de & =1 N.m/s .
Apesar dessa regido ter se¢do transversal constante, observa-se
a diminui¢do da amplitude do campo de deformagdo a medida
que se aproxima a extremidade engastada (a esquerda da
estrutura) e se afasta do ponto de aplica¢do da forga (a direita
da estrutura), essa diminui¢do € devido a dissipacdo de energia
causada pelo amortecimento distribuido.

w0 Freqléncia=1 MHz

Defarmagio
(o]
1

1 1 1 1 1 1 1 1 1
a 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Comprimenta da rede (mm)

Fig. 4. Campo de deformagdo maxima ao longo da rede.

Nao hd informacdes sobre o indice de modulacdo da rede
utilizada nos experimentos, porém ¢é relatado uma estimativa
para o fator xI,, o produto entre o comprimento da rede e o
coeficiente de acoplamento “ac”, como sendo L, = 6.
Assumindo a visibilidade das franjas unitdria (v = 1), o
coeficiente de acoplamento “dc” serd dado por o =2k (ver
(17)), é possivel encontrar todos os elementos da matriz de
transferéncia.

Estimando um comprimento de onda de projeto Apy =

1473.2 nm, o campo de deformacdo mostrado pela Fig. 4 foi
usado como entrada no método da matriz de transferéncia
resultando o espectro refletido mostrado pela Fig. 5-a.

a [ - - - - - 1
0gt [ R
nat .
07t .
06F .
05t .

041 B

Poténcia (normalizada)

03 1

0Z2r 1

[IRNY ‘,1“ B
o m} 4
1 1 1 1
1542 1542.5 1543 1543.5 1544
Comprimento de Onda [nm])

1
1544 5 1545

b)
1.0 MHz

1542 1543 1544 1545

Comprimento de onda (nm)

Fig. 5. a) Espectro resultante da combinacdo dos métodos modos
assumidos e matriz de transferéncia. b) Espectro obtido experimentalmente
em [18].

Comparando com o espectro obtido experimentalmente,
mostrado na Fig. 5-b, observa-se uma grande concordancia no
formato, largura de banda (60 pm) e separagdo entre os picos
laterais de maior poténcia (300 pm). Isto indica que a
combinagdo dos dois métodos apresenta uma boa precisdo.
Dessa forma, € possivel simular o espectro resultante variando
a freqiiéncia, as dimensdes do dispositivo, o comprimento e as
caracteristicas da rede e até mesmo o material da corneta
acistica projetando um dispositivo que atenda as
especificacdes desejadas e minimize as possiveis limita¢des do
atuador PZT.

A Fig. 6 mostra a deformac¢do em regime transiente de um
ponto do dispositivo localizado em x = L/2 para uma constante
de amortecimento distribuido o0 = 1 N.s/m. Assume-se que o
regime transiente terd a mesma durag@o para todos os pontos
da estrutura.

Nota-se que o regime estaciondrio acontece a partir de
aproximadamente 550 ps. Esse tempo estd de acordo com a
duragdo do regime transiente para a emissdo do laser
construido com um modulador idéntico relatado em [12] e € o
mesmo variando a freqiiéncia e a forga aplicada.
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Fig. 6. Transiente da deformagdo para um ponto localizado em x = L/2 e
amortecimento o = 1 N.s/m.

IV. CONCLUSOES

O método Modos Assumidos mostrou-se eficiente na andlise
do comportamento temporal do comprimento de onda de
Bragg em moduladores acusto-Opticos baseados em FBG

submetidos a deformacdes unidimensionais, permitindo

estimar a duracdo do regime transiente. Os resultados obtidos
pela combinagdo dos métodos Modos Assumidos e Matriz de
Transferéncia  mostraram  grande concorddncia com
experimentos j4 realizados com um modulador acusto-6ptico,
podendo ser uma boa ferramenta para projetar tais
dispositivos.
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