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Codigos de grupo comutativo para o canal
gaussiano: Aproximando-se do limitante.
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Resumo— Consideramos a construgo de @digos de grupo ortogonais,G = {G;}M,
comutativo 6timos para o canal gaussiano. Tabelas parabdigos
otimos em R* e RS s&o apresentadas, incluindo alguns exemplos C ={G1z0,Gaxo, ..., Gpxo}
onde ddigos de grupo comutativo @o dclico tem melhor
performance de dis@incia minima do que os gerados por grupos A distancia ninima no @digo C é definida por:
ciclicos de mesma ordem. Os resultados mostram que quando
a nimero de pontos cresce, a difincia minima desses @digos dpmin = min ||z — y||
aproxima-se assintoticamente do limitante superior espéico. z,yeC

Palavras-Chave— Codigos de grupo comutativobtimos, ddigos ~ Onde||z[|, denota a norma euclidiana de
eskricos, limitante para distancias ninimas. Um problema fundamental enddigos de grupo, conhecido
Abstract— The construction of optimal commutative group como problema do vetor iniciglabordado por D. Slepiara |
codes for the gaussian channel is considered. Table for codesem seu trabalho pioneiro [7], consiste em determinar o vetor

H 4 6 H H - .. - . ;.
Cyclic codes have better perormance than cyciic ones, The resait 0+ 02 esfera urdtia dok”, que maximiza a digncia rinima
Y P Y . entre dois pontos quaisquer dodigo.

show when the cardinality increase, the specific upper bound for == ; .
commutative group codes can be arbitrarily aproached. O problema do vetor inicial foi estudado paradgos de
q grupo dclico em [1], onde os autores mostram sua equi-

valéncia a um problema de prograrfaclinear (PL) cujas
restrigoes dependem do grupo de matrizes que geradao.

Em [9], mostramos que paradigos de grupo comutativo
|. INTRODUGAO temos um problema daini-maxde fun@es lineares que pode
ser transformado em um PL, equivalente ao obtido em [1] para

Keywords— Commutative group codes, spherical codes, boun
for minimum distance.

Para édigos es#ricos, caractésticas como boa dighcia > | =
minima, regdes de decio sinétricas e perfil de diancias C€0digos de grupoiclico. o
homogneo da consteldp de sinais %0 determinantes para, UM Problema mais geral que o problema do vetor inicial
uma baixa probabilidade de erro e em boas taxa&jevo € fixado o imero de pontod/ e a dimen&on, determinar
na transmisio de sinais atrés de um canal Gaussiano [3]du@l€ 0 @digo de grupo com esses paretros que apresenta
[4] e [5]. maior diséincia mnima (ddigo 0tw_no). ) o

Nesse sentido, a utilizag de édigos geometricamente  DOIS esforcos & fundamentais na obterg de 6digos
uniformes [2] e, em particular,bdigos de grupo comutativo 0timos. Umé a determinago de limitantes para a déstcia

merecem destaque. Para essadigos, a adlise da disincia Minima em fungo dos pametros M e n. Outro & a

minima desempenha papel fundamental, visto que sua esfigStru@o de edigos que tenham dastcias rmimas melho-
res que as conhecidas ou que atinjam o limitante.

tura algebrica garante as caradtgicas de simetria desejadas. ) ‘ e = ) )
Apresentamos aqui alguns resultados de nossa pesquisa qe [6] € estabelecido um limitante esffero para disincia

baseados em [6] exploram a reiagentre odigos de grupo Minima em édigos de grupo comutativos: _
comutativo em dimerigs pares e reticulados na diméos Limitante do Toro: Todo @digo de grupo comutativo em

: _ on USSP e
metade, para obter um procedimento que determina o melffor d& ordemM com diséncia mnima p e vetor inicial

codigo de grupo comutativo para qualquer cardinalidade (v1;u2, ..., uzk) satisfaz

e dimen&o n. Descrevemos aspectos gerais éanica e ’“\/H’f 2 21\ .

apresentamos tabelas cobudgos de grupo comutativitimos M < T =1 (ud;_y + up;) A < T Ay

em R* e R® destacando a aproxinéag, quanda\/ cresce, ao - (arcsin £)* = (arcsin §)kkk/2’
limitante superior para di&hcia minima espeifico para esses § . .

codigos P P P P onde A, & a néxima densidade de centro de um empacota-

mento esérico emRF.

Além deste limitante, outros resultados sobdeigos de
grupo comutativo apresentados em [@osfundamentais
na realizago do trabalho que desenvolvemos visando a
determinado de ©digos de grupo comutativatimos. Dentre

Este trabalho tem o financiamento da FAPESP, @iafos processos: ESte_S deStacamo_S que tododigo de grupo comutative
05/58102-7, 07/00514-3 e 02/07473-7 e témbdo CNPq: 304573/2002 equivalente ao @digo

Um cbdigo de grupo comutativ@ (M,n) & um conjunto
C = {z;}}, de vetores undtrios, que geram o espagdy’, e
é orbita do vetor inicialzy, da esfera uréria S*~! C R",
sob a ago do grupo comutativés, de ordemM, de matrizes
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Se considerarmos todas as represdmagosweis de gru-
N2 N Iy pos comutativos de ordern2s, teremos um total de0.092
¢= {(R1(1)< us )""’Rq(l)( g )7*“2‘”1’“'7*"”)}1‘:17 (Tabela 1). Isto ilustra que o tempo computacional de busca
pode se tornar intolavel mesmo para dimebss baixas e

Onde:
pequenos valores d&/.

mo = (At ) ) ez
sin(—57%)  cos(—;2
Além disso, paran = 2k, se 0 grupoé composto por
matrizes livres de blocos de refex(q = k) enfio existe um
guociente de reticulados em dimaéns: associado aoadligo.
Nesse trabalho nossa abordagem vai na doelp segundo

A. Codigos de grupo comutativo em dim&as pares

Com base na relap entre 6digos de grupo comutativo em
dimen$es pares, reticulados e toros planares apresentada em
[6] conseguimos caracterizar o conjunto de casos relevante

esforco (supra-citado). Estamos interessados aqui eagiot e reduzir significativamente oimero de grupos de matrizes
& b | d a serem testados, classificando o conjunto de geradores dos

de @digos de grupo comutativo que se aproximem dadsa . .
L . o reticulados associados.
limite. Essa abordagei® fundamentalmente distinta da apre- :
O procedimento adotado parte do fato fundamental que
sentada em [6]. Naquele trabalho estudou-se aspectos gerai

: B 0S ddigos de grupo em dimeas n = 2k considerados
relacionados ao comportamento de tafxligos, enquanto : . . -
: - - esfio associados a quocientes de reticulados em déoéns
nesse, apresentamos de maneira explicita quaisescomo : .,
= . . . Aperfeicoando as iglas apresentadas em [8] pudemos provar
sao constridos os melhoresadigos de grupo comutativo para L e . o
L S L que, para asise dos 6digos estricos realmente distintosgn
varias cardinalidades e diméres 4 e 6. . . P L . :
isométricos)é suficiente considerar as matrizes geradoras dos
] reticulados na forma normal de Hermite.
Il. DETERMINANDO CODIGOS DE GRUPO COMUTATIVO Essa i@ia tornou vavel a implementa&p de um algoritmo
OTIMOS gue resolve o problema do vetor inicial para cada grupo de

A obtengo de um édigo de grupo comutativétimo com matrizes associado a um reticulado gerado por uma dessas

M pontos emR” pode ser dividida em duas etapas. A°'Mas. 3 )
primeira consiste em determinar os sub-grupos comutativod® 1abela | apresenta uma compéiagentre o imero de

G, de ordemM, no grupo das matrizes ortogonaisx n. CaSOS € tempo gasto na procura de do melbdigo de grupo
A segunda consiste em resolver o problema do vetor inicRmutativo emR* com M pontos antes e depois da sée¢
para cada um dos sub-grupos encontrados na primeira et498. 9rupos relevantes.
O cbdigo 6timo sed o que obtiver maior dighcia mnima
entre todos os testados.

O problemaé que podem existir umimero arbitrariamente
grande de sub-grupos (represed&s; matriciais para o0 grupo

TABELA |
TEMPO GASTO NA PROCURA DO MELHOR ODIGO DE GRUPO COMUTATIVO
EM R*, ANTES E DEPOIS DA CLASSIFICAGO DOS GRUPOS RELEVANTES

comutativo finito de ordemd/) de matrizes ortogonais x n. M N° ant es T antes N rel. | T rel.
Este rimero depende da dimeiwsn e do rimero de divisores 13228 20970592 104 T] nut os ég 8- 825
(nimero de Euler) dé/. T022 | T 835 158 |5 df a5 51610 425
Exemplo:
Paran = 4 e M = 128, podemos ter &rios grupos
comutativos:{Ziog; Zo X Zea; Ly X Lzo; Zs X ZLig}- Utilizando essa red@p, foi possvel a obtengo de édigos

Para cada grupo listado acima, devemos considerar todag@ggrupootimos para diversas cardinalidadés em \arias
possveis representégs como grupo de matrizes ortogonaigimen®es. Nas Tabelas Il e Ill apresentamos alguns desses
de ordem128 e resolver o problema do vetor inicial correscodigos emR* e R®, respectivamente.
pondente. Observamos que diferentes represesapara o Cada linha da Tabela Il apresenta o melhaigo de grupo
mesmo grupo podem resultar eradigos eséricos distintos comutativo paral/ pontos, o qual tem dighcia mnima igual
(ndo isongtricos) mesmo considerando o melhor vetor inici@ dmi». Quando o grupo de matrizésdclico o geradorée a

para cada caso. matriz
Para ilustrar, o grupoiclico Z;,3 pode representado, no ' a % 2 b2
conjunto das matrizes ortogonais reais de ordem 4, por Glap) = diag (R( M ) ,R( M ))
gualquer grupo finito de matrizes gerado pela matriz didgona
por blocos2 x 2 com (a,b) dados na colun&en. (a,b). Quando o grupo
€ rao-dclico temos duas matrizes geradoras para 0 grupo,
Glap) = diag <R (a * 27T> 7 <b * 27T>> cada uma determinada por um dos pdre$) apresentados na
: 128 128 tabela. O vetor iniciabtimo, determinado atr&g da resollio

de um PL, tem coordenadds,0,d2,0). A Ultima coluna

apresenta o limitante para a @istia minima em ©édigos de

grupo comutativo com/ pontos.

R(a) = ( Cos(a) —Sen(a) > ,I'E_ posi\/el,opservar que quandad/ cresce a didincia
Sen(a) Cos(a) minima dos o6digos encontrados tende assintoticamente para

com a € b SA0 inteiros positivos menores que8 com
ged(a,b) =1 e R(a) & a matriz de rot&@p no plano:
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MELHORES @DIGOS DE GRUPO COMUTATIVO EMR* COM M PONTOS

TABELA 11

M

min

o1

9o

G upo

Ger. (a,b)

Lim

10

224

707

707

219

(13

474

20

959

678

734

Z2q

(3 4

054

30

831

707

707

L30

(3,5)

864

40

714

607

794

Z40

(45

750

50

628

707

706

Z50

(7 2)

672

100

468

757

653

Zs ® Z9

(0 20y, (5 10

476

200

330

750

660

£200

(93 1)

337

300

273

656

754

L5 ® Zeg

(60 120y, (10 15

275

400

237

686

727

2400

(189 1)

238

500

211

674

738

Z500

(13 20)

213

600

193

676

736

2600

(191 198

194

700

180

718

695

Z700

(14 25)

180

800

168

670

742

2800

(16 25)

168

900

158

704

709

2900

(197 2)

159

1000

o|o|o|o|o| o o|o| o] o| o| o| o| o |

149
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716
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697

21000

(33 &

S IR B I B Bl I B S B B e el

150

o limitante espéico para essesodigos. A Figura 1 ilustra
esse fato paraétdigos emR4. Fig. 2. llustragéo do melhor édigo de grupo comutativo ef@?, comM = 8§
pontos, visto como duaspias do melhor @digo de grupo comutativo com

M = 4 pontos emR?, dispostas na forma de um anti-prisma.

Codigos Comutativos X Limitante
T T T T T

i
I1l. CONCLUSOES

A obten@o de édigos de grupo comutativotimos pode
ser feita de forma eficiente selecionando o conjunto de casos
relevantes a serem testados. A ass@magdesses arligos a
guocientes de reticulados e a caracte@rade que, a menos
de isometria, basta considerar matrizes geradoras nunaform
especial (forma normal de hermite) possibilitou uma réduc
gue tornou vavel a determindp de ©digosotimos para um
grande fimero de pontos. Essegtodo foi implementado num
algoritmo computacional que, em cada it@@agresolve um
problema de programag linear para encontrar o vetor inicial
otimo associado a cada grupo finito de matrizes ortogonais
do conjunto de casos relevantes. Tabelas codigos6timos
em R* e R® foram apresentadas, mostrando que aadiin
minima para esse®digos atinge assintoticamente o limitante
superior espédfico quando o imero de pontos cresce. Em
Outro fato a ser destacadoque em alguns casos o melhoalguns casosarigos de grupo comutativodn dclico apre-
codigo de grupo comutativo éstassociado a um grup@e sentam digincia nminima melhor que os arligos de grupo
ciclico, como por exemplo pard/ = 100 pontos emR* ciclico de mesma cardinalidade, no entanto, aadisia limite
e M = 40 ou M = 900 pontos emRS. No entanto, 0s & atingida assintoticamente mesmo considerando apenas os
testes nuraricos realizados atagora mostram que esses case@ddigos de grupoiclico.
representam menos de 20% do total énmabdisso, a disincia
limite & atingida assintoticamente mesmo considerando apenas
codigos de grupoiclico.

Distancia minima

0 L L L L L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Numero de pontos

Fig. 1. Comparago entre disincia ninima dos melhoresédigos de grupo
comutativo emR* e o limitante para esta désicia
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B. Cobdigos de grupo comutativo em dim&asimpares

A procura pelos melhoresbédigos de grupo comutativo
em dimen8es impares(n = 2k + 1) pode ser reduzida a
busca pelos melhore$digos na dimer&o par imediatamente
anterior (n = 2k). A prova dessa afirmag [6] baseia-se no [4]
fato de que, o melhoréeligo em dimer&o (n = 2k+1), com
M pontos pode ser visto como duasp@s do melhor &digo
na dimen&o n = 2k, com &, dispostas na esfera dg*"*!
na forma de um anti-prisma, conforme ilustra a Figura 2 par&!
M = 8 pontos em dimerd 3.

O ajuste da disincia entre os hiper-planos que @mtas [7]

“copias "do melhor adigo da dimer&o anterior e a “rotéip -
"de uma “dpia "em rela@go a outra levam a um outro
problema de otimiz&p.

C. Torezzan, R. M. Siqueira, S. |. R. Costa, J. E. Stragas®etermi-
nando os melhoresdigos eséricos associados a grupos comutativos””,
Proceedings of CNMAC 2007.
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M dmin d1 do 93 G upo Gen (a,b,c) Linitante
10 1. 0. 632 0. 632 0. 447 Z10 (3,1,5) 1.820
20 1.240 0.554 0. 620 0. 554 Zaq (2,5,6) 1. 465
30 1.133 0. 534 0. 654 0. 534 Z30 (3,5, 9 1.287
40 1.044 0. 603 0.522 0. 603 Zg & Zag (20,0,20), (32,10,4) 1.173
50 0.976 0. 604 0. 506 0.615 Z50 (7,6, 34) 1. 091
100 0.804 0.515 0.684 0.515 Z1g ® Z1g (50, 10, 0), (30, 0, 10) 0.870
200 0.673 0.555 0. 619 0.555 Z200 (28, 25, 4) 0. 692
300 0. 585 0. 585 0.498 0. 639 Ly ® Zgo (0, 0, 60), (25, 30, 30) 0. 605
400 0. 540 0. 562 0. 605 0. 562 Zog ® Zog (300, 40, 0), (60, 0, 20) 0. 550
500 0. 504 0.577 0.577 0.577 Zs ® Z10, ® Z10 (100, 0, 0), (50, 50, 0), (50, 0, 50) 0.511
600 0. 472 0. 549 0. 630 0. 549 Z9 ® Z300 (300, 0, 300), (384, 50, 12) 0.481
700 0. 445 0.531 0.612 0. 585 Z700. (457, 664, 298) 0. 457
800 0. 427 0. 617 0. 486 0. 617 Zog ® Zag (80, 0, 40), (20, 80, 60) 0. 437
900 0.413 0.592 0.591 0.547 Z3 @ Z300 (0,300, 0), (759, 36, 3) 0. 420
1000 0.397 0. 560 0. 632 0.535 21000 (319, 694, 45) 0. 406
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