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Resumo— Consideramos a construç̃ao de ćodigos de grupo
comutativo ótimos para o canal gaussiano. Tabelas para códigos
ótimos emR

4 e R
6 são apresentadas, incluindo alguns exemplos

onde ćodigos de grupo comutativo ñao ćıclico tem melhor
performance de dist̂ancia ḿınima do que os gerados por grupos
ćıclicos de mesma ordem. Os resultados mostram que quando
a número de pontos cresce, a distância ḿınima desses ćodigos
aproxima-se assintoticamente do limitante superior especı́fico.

Palavras-Chave— Códigos de grupo comutativoótimos, ćodigos
esf́ericos, limitante para distâncias ḿınimas.

Abstract— The construction of optimal commutative group
codes for the gaussian channel is considered. Table for codes
in R

4 e R
6 are presented, including some examples where non-

cyclic codes have better performance than cyclic ones. The results
show when the cardinality increase, the specific upper bound for
commutative group codes can be arbitrarily aproached.

Keywords— Commutative group codes, spherical codes, bound
for minimum distance.

I. I NTRODUÇÃO

Para ćodigos esf́ericos, caracterı́sticas como boa distância
mı́nima, regĩoes de decis̃ao siḿetricas e perfil de distâncias
homoĝeneo da constelação de sinais s̃ao determinantes para
uma baixa probabilidade de erro e em boas taxas deEb/No
na transmiss̃ao de sinais através de um canal Gaussiano [3],
[4] e [5].

Nesse sentido, a utilização de ćodigos geometricamente
uniformes [2] e, em particular, códigos de grupo comutativo
merecem destaque. Para esses códigos, a ańalise da dist̂ancia
mı́nima desempenha papel fundamental, visto que sua estru-
tura alǵebrica garante as caracterı́sticas de simetria desejadas.

Apresentamos aqui alguns resultados de nossa pesquisa que,
baseados em [6] exploram a relação entre ćodigos de grupo
comutativo em dimens̃oes pares e reticulados na dimensão
metade, para obter um procedimento que determina o melhor
código de grupo comutativo para qualquer cardinalidadeM
e dimens̃ao n. Descrevemos aspectos gerais da técnica e
apresentamos tabelas com códigos de grupo comutativóotimos
emR4 e R6 destacando a aproximação, quandoM cresce, ao
limitante superior para distância ḿınima espećıfico para esses
códigos.

Um código de grupo comutativoC (M,n) é um conjunto
C = {xi}

M
i=1 de vetores unit́arios, que geram o espaçoRn, e

é órbita do vetor inicialx0, da esfera unitária Sn−1 ⊂ Rn,
sob a aç̃ao do grupo comutativoG, de ordemM , de matrizes
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ortogonais,G = {Gi}
M
i=1

C = {G1x0, G2x0, ..., GMx0}

A distância ḿınima no ćodigo C é definida por:

dmin = min
x,y∈C

||x − y||

Onde||x||, denota a norma euclidiana dex.
Um problema fundamental em códigos de grupo, conhecido

como problema do vetor inicial, abordado por D. Slepian já
em seu trabalho pioneiro [7], consiste em determinar o vetor
x0, da esfera unitária doR

n, que maximiza a distância ḿınima
entre dois pontos quaisquer do código.

O problema do vetor inicial foi estudado para códigos de
grupo ćıclico em [1], onde os autores mostram sua equi-
valência a um problema de programação linear (PL) cujas
restriç̃oes dependem do grupo de matrizes que gera o código.

Em [9], mostramos que para códigos de grupo comutativo
temos um problema demini-maxde funç̃oes lineares que pode
ser transformado em um PL, equivalente ao obtido em [1] para
códigos de grupo ćıclico.

Um problema mais geral que o problema do vetor inicial
é, fixado o ńumero de pontosM e a dimens̃ao n, determinar
qual é o ćodigo de grupo com esses parâmetros que apresenta
maior dist̂ancia ḿınima (ćodigo ótimo).

Dois esforços s̃ao fundamentais na obtenção de ćodigos
ótimos. Umé a determinaç̃ao de limitantes para a distância
mı́nima em funç̃ao dos par̂ametros M e n. Outro é a
construç̃ao de ćodigos que tenham distâncias ḿınimas melho-
res que as conhecidas ou que atinjam o limitante.

Em [6] é estabelecido um limitante especı́fico para dist̂ancia
mı́nima em ćodigos de grupo comutativos:

Limitante do Toro: Todo ćodigo de grupo comutativo em
R2k de ordemM com dist̂ancia ḿınima ρ e vetor inicial
(u1, u2, . . . , u2k) satisfaz

M ≤
πk
√

Πk
i=1(u

2
2i−1 + u2

2i)Λk

(arcsin ρ
4 )k

≤
πkΛk

(arcsin ρ
4 )kkk/2

,

ondeΛk é a ḿaxima densidade de centro de um empacota-
mento esf́erico emRk.

Al ém deste limitante, outros resultados sobre códigos de
grupo comutativo apresentados em [6] são fundamentais
na realizaç̃ao do trabalho que desenvolvemos visando a
determinaç̃ao de ćodigos de grupo comutativóotimos. Dentre
estes destacamos que todo código de grupo comutativóe
equivalente ao ćodigo
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C = {(R1(i)

(

u1

u2

)

, . . . , Rq(i)

(

u2q−1

u2q

)

,±u2q+1, . . . ,±un)}M
i=1,

Onde:

Rj(i) =

(

cos(
2πbij

M
) − sin(

2πbij

M
)

sin(
2πbij

M
) cos(

2πbij

M
)

)

, bij ∈ Z.

Al ém disso, paran = 2k, se o grupoé composto por
matrizes livres de blocos de reflexão (q = k) ent̃ao existe um
quociente de reticulados em dimensão k associado ao ćodigo.

Nesse trabalho nossa abordagem vai na direção do segundo
esforço (supra-citado). Estamos interessados aqui na obtenç̃ao
de ćodigos de grupo comutativo que se aproximem da distância
limite. Essa abordageḿe fundamentalmente distinta da apre-
sentada em [6]. Naquele trabalho estudou-se aspectos gerais
relacionados ao comportamento de tais códigos, enquanto
nesse, apresentamos de maneira explicita quais são e como
são constrúıdos os melhores códigos de grupo comutativo para
várias cardinalidades e dimensões 4 e 6.

II. D ETERMINANDO CÓDIGOS DE GRUPO COMUTATIVO

ÓTIMOS

A obtenç̃ao de um ćodigo de grupo comutativóotimo com
M pontos emR

n pode ser dividida em duas etapas. A
primeira consiste em determinar os sub-grupos comutativos
G, de ordemM , no grupo das matrizes ortogonaisn × n.
A segunda consiste em resolver o problema do vetor inicial
para cada um dos sub-grupos encontrados na primeira etapa.
O código ótimo seŕa o que obtiver maior distância ḿınima
entre todos os testados.

O problemáe que podem existir um número arbitrariamente
grande de sub-grupos (representações matriciais para o grupo
comutativo finito de ordemM ) de matrizes ortogonaisn×n.
Este ńumero depende da dimensãon e do ńumero de divisores
(número de Euler) deM .

Exemplo:
Para n = 4 e M = 128, podemos ter v́arios grupos

comutativos:{Z128; Z2 × Z64; Z4 × Z32; Z8 × Z16}.
Para cada grupo listado acima, devemos considerar todas as

posśıveis representações como grupo de matrizes ortogonais
de ordem128 e resolver o problema do vetor inicial corres-
pondente. Observamos que diferentes representações para o
mesmo grupo podem resultar em códigos esf́ericos distintos
(não isoḿetricos) mesmo considerando o melhor vetor inicial
para cada caso.

Para ilustrar, o grupo cı́clico Z128 pode representado, no
conjunto das matrizes ortogonais reais de ordem4 × 4, por
qualquer grupo finito de matrizes gerado pela matriz diagonal
por blocos2 × 2

G(a,b) = diag

(

R

(

a ∗ 2π

128

)

, R

(

b ∗ 2π

128

))

com a e b são inteiros positivos menores que128 com
gcd(a, b) = 1 e R(α) é a matriz de rotaç̃ao no plano:

R(α) =

(

Cos(α) −Sen(α)
Sen(α) Cos(α)

)

Se considerarmos todas as representações posśıveis de gru-
pos comutativos de ordem128, teremos um total de20.092
(Tabela I). Isto ilustra que o tempo computacional de busca
pode se tornar intolerável mesmo para dimensões baixas e
pequenos valores deM .

A. Códigos de grupo comutativo em dimensões pares

Com base na relação entre ćodigos de grupo comutativo em
dimens̃oes pares, reticulados e toros planares apresentada em
[6] conseguimos caracterizar o conjunto de casos relevantes
e reduzir significativamente o número de grupos de matrizes
a serem testados, classificando o conjunto de geradores dos
reticulados associados.

O procedimento adotado parte do fato fundamental que
os ćodigos de grupo em dimensão n = 2k considerados
est̃ao associados a quocientes de reticulados em dimensão k.
Aperfeiçoando as id́eias apresentadas em [8] pudemos provar
que, para ańalise dos ćodigos esf́ericos realmente distintos (não
isométricos)é suficiente considerar as matrizes geradoras dos
reticulados na forma normal de Hermite.

Essa id́eia tornou víavel a implementaç̃ao de um algoritmo
que resolve o problema do vetor inicial para cada grupo de
matrizes associado a um reticulado gerado por uma dessas
formas.

A Tabela I apresenta uma comparação entre o ńumero de
casos e tempo gasto na procura de do melhor código de grupo
comutativo emR

4 com M pontos antes e depois da seleção
dos grupos relevantes.

TABELA I

TEMPO GASTO NA PROCURA DO MELHOR ĆODIGO DE GRUPO COMUTATIVO

EM R
4 , ANTES E DEPOIS DA CLASSIFICAC¸ ÃO DOS GRUPOS RELEVANTES.

M No antes T antes No rel. T rel.
32 975 10 minutos 18 0.02s
128 20.092 4 horas 67 0.06s
1024 1.825.158 5 dias 516 0.42s

Utilizando essa redução, foi posśıvel a obtenç̃ao de ćodigos
de grupoótimos para diversas cardinalidadesM em v́arias
dimens̃oes. Nas Tabelas II e III apresentamos alguns desses
códigos emR4 e R6, respectivamente.

Cada linha da Tabela II apresenta o melhor código de grupo
comutativo paraM pontos, o qual tem distância ḿınima igual
a dmin. Quando o grupo de matrizesé ćıclico o geradoŕe a
matriz

G(a,b) = diag

(

R

(

a ∗ 2π

M

)

, R

(

b ∗ 2π

M

))

com (a, b) dados na colunaGen. (a, b). Quando o grupo
é ñao-ćıclico temos duas matrizes geradoras para o grupo,
cada uma determinada por um dos pares(a, b) apresentados na
tabela. O vetor iniciaĺotimo, determinado através da resoluç̃ao
de um PL, tem coordenadas(δ1, 0, δ2, 0). A última coluna
apresenta o limitante para a distância ḿınima em ćodigos de
grupo comutativo comM pontos.

É posśıvel observar que quandoM cresce a distância
mı́nima dos ćodigos encontrados tende assintoticamente para
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TABELA II

MELHORES ĆODIGOS DE GRUPO COMUTATIVO EMR4 COM M PONTOS.

M dmin δ1 δ2 Grupo Ger. (a, b) Lim
10 1.224 0.707 0.707 Z10 (1 3) 1.474
20 0.959 0.678 0.734 Z20 (3 4) 1.054
30 0.831 0.707 0.707 Z30 (3,5) 0.864
40 0.714 0.607 0.794 Z40 (4 5) 0.750
50 0.628 0.707 0.706 Z50 (7 2) 0.672
100 0.468 0.757 0.653 Z5 ⊗ Z20 (0 20), (5 10) 0.476
200 0.330 0.750 0.660 Z200 (93 1) 0.337
300 0.273 0.656 0.754 Z5 ⊗ Z60 (60 120), (10 15) 0.275
400 0.237 0.686 0.727 Z400 (189 1) 0.238
500 0.211 0.674 0.738 Z500 (13 20) 0.213
600 0.193 0.676 0.736 Z600 (191 198) 0.194
700 0.180 0.718 0.695 Z700 (14 25) 0.180
800 0.168 0.670 0.742 Z800 (16 25) 0.168
900 0.158 0.704 0.709 Z900 (197 2) 0.159
1000 0.149 0.716 0.697 Z1000 (33 4) 0.150

o limitante espećıfico para esses códigos. A Figura 1 ilustra
esse fato para códigos emR4.
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Fig. 1. Comparaç̃ao entre dist̂ancia ḿınima dos melhores códigos de grupo
comutativo emR4 e o limitante para esta distância

Outro fato a ser destacadoé que em alguns casos o melhor
código de grupo comutativo está associado a um grupo não
ćıclico, como por exemplo paraM = 100 pontos emR

4

e M = 40 ou M = 900 pontos emR
6. No entanto, os

testes nuḿericos realizados até agora mostram que esses casos
representam menos de 20% do total e, além disso, a distância
limite é atingida assintoticamente mesmo considerando apenas
códigos de grupo ćıclico.

B. Códigos de grupo comutativo em dimensõesı́mpares

A procura pelos melhores códigos de grupo comutativo
em dimens̃oes ı́mpares(n = 2k + 1) pode ser reduzida a
busca pelos melhores códigos na dimens̃ao par imediatamente
anterior(n = 2k). A prova dessa afirmação [6] baseia-se no
fato de que, o melhor código em dimens̃ao (n = 2k+1), com
M pontos pode ser visto como duas cópias do melhor ćodigo
na dimens̃ao n = 2k, com M

2 , dispostas na esfera doR2k+1

na forma de um anti-prisma, conforme ilustra a Figura 2 para
M = 8 pontos em dimensão 3.

O ajuste da distância entre os hiper-planos que contém as
“cópias ”do melhor ćodigo da dimens̃ao anterior e a “rotaç̃ao
”de uma “ćopia ”em relaç̃ao a outra levam a um outro
problema de otimizaç̃ao.

Fig. 2. Ilustraç̃ao do melhor ćodigo de grupo comutativo emR3, comM = 8
pontos, visto como duas cópias do melhor ćodigo de grupo comutativo com
M = 4 pontos emR2, dispostas na forma de um anti-prisma.

III. C ONCLUSÕES

A obtenç̃ao de ćodigos de grupo comutativóotimos pode
ser feita de forma eficiente selecionando o conjunto de casos
relevantes a serem testados. A associação desses ćodigos a
quocientes de reticulados e a caracterização de que, a menos
de isometria, basta considerar matrizes geradoras num formato
especial (forma normal de hermite) possibilitou uma redução
que tornou víavel a determinaç̃ao de ćodigosótimos para um
grande ńumero de pontos. Esse método foi implementado num
algoritmo computacional que, em cada iteração, resolve um
problema de programação linear para encontrar o vetor inicial
ótimo associado a cada grupo finito de matrizes ortogonais
do conjunto de casos relevantes. Tabelas com códigosótimos
em R4 e R6 foram apresentadas, mostrando que a distância
mı́nima para esses códigos atinge assintoticamente o limitante
superior especı́fico quando o ńumero de pontos cresce. Em
alguns casos ćodigos de grupo comutativo não ćıclico apre-
sentam dist̂ancia ḿınima melhor que os ćodigos de grupo
ćıclico de mesma cardinalidade, no entanto, a distância limite
é atingida assintoticamente mesmo considerando apenas os
códigos de grupo ćıclico.
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M dmin δ1 δ2 δ3 Grupo Gen (a,b,c) Limitante
10 1.414 0.632 0.632 0.447 Z10 (3,1,5) 1.820
20 1.240 0.554 0.620 0.554 Z20 (2,5,6) 1.465
30 1.133 0.534 0.654 0.534 Z30 (3,5, 9) 1.287
40 1.044 0.603 0.522 0.603 Z2 ⊗ Z20 (20,0,20), (32,10,4) 1.173
50 0.976 0.604 0.506 0.615 Z50 (7,6, 34) 1.091
100 0.804 0.515 0.684 0.515 Z10 ⊗ Z10 (50, 10, 0), (30, 0, 10) 0.870
200 0.673 0.555 0.619 0.555 Z200 (28, 25, 4) 0.692
300 0.585 0.585 0.498 0.639 Z5 ⊗ Z60 (0, 0, 60), (25, 30, 30) 0.605
400 0.540 0.562 0.605 0.562 Z20 ⊗ Z20 (300, 40, 0), (60, 0, 20) 0.550
500 0.504 0.577 0.577 0.577 Z5 ⊗ Z10, ⊗Z10 (100, 0, 0), (50, 50, 0), (50, 0, 50) 0.511
600 0.472 0.549 0.630 0.549 Z2 ⊗ Z300 (300, 0, 300), (384, 50, 12) 0.481
700 0.445 0.531 0.612 0.585 Z700 (457, 664, 298) 0.457
800 0.427 0.617 0.486 0.617 Z20 ⊗ Z40 (80,0,40),(20,80,60) 0.437
900 0.413 0.592 0.591 0.547 Z3 ⊗ Z300 (0,300,0),(759,36,3) 0.420
1000 0.397 0.560 0.632 0.535 Z1000 (319,694,45) 0.406
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