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Códigos Simplex Descrevem Estados Quânticos
com Máximo Emaranhamento Global

Wanessa C. Gazzoni e Reginaldo Palazzo Jr.

Resumo— A proposta deste trabalho é mostrar que ćodigos
simplex n-dimensionais geram estados de ḿaximo emaranha-
mento global em sistemas com mais de doisqubits segundo a
medida de Meyer-Wallach.

Palavras-Chave— Códigos simplex, estados com ḿaximo ema-
ranhamento global.

Abstract— The purpose of this paper is to show that in
a multiparticle system composed of simplex code states the
maximum global entanglement is achieved under the Meyer-
Wallach measure.

Keywords— Simplex code, maximum global entangled states.

I. I NTRODUÇÃO

O estudo do emaranhamento quântico é fundamental para
as aplicações em informação e computação quântica,tais
como a codificação superdensa [1], o teletransporte [2] e a
criptografia quântica [3]. Em muitos contextos de pesquisas
este fenômeno têm sido abordado. Em particular, propostas de
uma caracterização matemática dos estados quânticos emara-
nhados e de medidas adequadas para assim classificá-los foram
apresentadas em muitos trabalhos, como por exemplo, [4] - [8].
Num outro contexto, os trabalhos como os de [9] a [12], entre
outros, apresentaram propostas de formalização das medidas
dos diferentes tipos de emaranhamento.

O objetivo deste trabalho é mostrar que em um sistema com
mais de doisqubits, se um estado puro tem as amplitudes todas
iguais e é composto porketscujas representações correspon-
dem a palavras-código de um códigosimplexn-dimensional,
então o máximo emaranhamento global é alcançado, de acordo
com a medida de Meyer-Wallach, [10]. Tal resultado foi
verificado a partir da identificação entre as representações dos
ketsde um estado quântico comn qubitse os vértices de um
n-cubo unitário. Considerando an-esfera que circunscreve este
cubo, temos que o problema de descrever as combinações de
ketsque compõem um estado quântico arbitrário é equivalente
ao problema de descrever conjuntos de pontos na superfı́cie
desta esfera. Sob esta interpretação, temos que determinar as
configurações de um estado puro de máximo emaranhamento
global é equivalente a determinar um código de Slepian sob
a condição de que o canal é Gaussiano aditivo, sem restric¸ão
de faixa e com sı́mbolos equiprováveis na entrada do canal.
Este trabalho está organizado da seguinte forma. Na Seção
II apresentamos uma interpretação geométrica para estados
puros arbitrários. Na Seção III mencionamos alguns conceitos
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acerca da teoria de projetos de sinais e justificamos a respectiva
utilização no contexto do trabalho. Decorrente desse estudo,
apresentamos na Seção IV os códigos de Reed-Muller e os
códigossimplex. Na Seção V, definimos os operadores que
referentes à medida de emaranhamento global de Meyer-
Wallach e, na Seção VI, apresentamos os resultados obtidos
por esta proposta e algumas implicações desta interpretação
no contexto de medidas de emaranhamento mais gerais. Fi-
nalmente, na Seção VII, as conclusões são mencionadas.

II. I NTERPRETAÇ̃AO GEOMÉTRICA PARA ESTADOSPUROS

COM n qubits

Um estado puro arbitrário com trêsqubits |ψ〉3 pode ser
representado como

|ψ〉3 = α0|000〉 + α1|001〉 + α2|010〉 + α3|011〉+

α4|100〉 + α5|101〉 + α6|110〉 + α7|111〉,
(1)

onde αi ∈ C, i ∈ {0, · · · , 7}, tais que
∑7

i=0
|αi|2 = 1.

Tal estado pode ser interpretado geometricamente de forma
que as representações binárias dosketsestejam associadas aos
vértices de um cubo unitário no espaço discreto definido por
todas as sequências binárias de comprimento três, [13].Tal
espaço é denominadoespaço de Hamminge denotado por
H3

2.
Mais explicitamente, oskets que compõem o estado|ψ〉3

são representados pelos vérticesv0 = (000), v1 = (001),
v2 = (010), v3 = (011), v4 = (100), v5 = (101), v6 = (110)
e v7 = (111) do cubo unitário, conforme é apresentado na
Fig. 1. Desta forma, temos que o estado|ψ〉3 é representado
como uma combinação de vértices deste cubo.

001

010
011

100
101

110 111

000

Fig. 1. Cubo unitário que representa o estado|ψ〉3.

Esta interpretação geométrica pode ser generalizada para
estados puros comn qubits. Neste caso, as representações
binárias que compõem oskets do estado são identificadas
com os vértices de umn-cubo unitário definido no espaço
de Hamming,Hn

2 .
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Nos espaços de Hamming, a medida usual de distância é
definida da seguinte forma. Dadas duas representações binárias
s, t ∈ Hn

2 , a distância de Hammingentres, t, denotada por
dH(s, t), consiste no número de coordenadas diferentes entre
tais representações.

Embora a interpretação geométrica relativa aos estados
puros comn qubits seja definida no espaço de Hamming, a
mesma pode ser também descrita no espaço Euclidiano, consi-
derando que, neste espaço, a distância usual é a Euclidiana. As
distâncias de Hamming e Euclidiana são equivalentes e esta
equivalência é definida pelo fato de quedistância de Hamming
é igual ao quadrado da distância Euclidiana.

Considerando a representação don-cubo unitário no espaço
Euclidiano, é possı́vel definir uma esferan-dimensional que
circunscreve on-cubo. Como os vértices desten-cubo estão
associados às representações que definem osketsde um estado
puro arbitrário, temos que essesketspodem ser vistos como
pontos na superfı́cie da esferan-dimensional, que, sob esta
interpretação, tem caracterı́stica similar an-esfera de Bloch.

Uma vez estabelecida a equivalência entre as interpretações
no espaço de Hamming e no espaço Euclidiano, podemos
considerar o problema de determinar a combinação deketsque
compõem um estado quântico puro comn qubitsequivalente
ao problema de determinar conjuntos de pontos na superfı́cie
da esferan-dimensional que circunscreve on-cubo unitário.

Dado um conjunto de pontos na superfı́cie nan-esfera sepa-
rados pelo máximo valor do quadrado da distância Euclidiana,
ou, de forma equivalente, pela maior distância de Hamming
possı́vel, é conhecido que este conjunto maximiza a entropia
(clássica) de Shannon no sistema representado pelos vértices
do n-cubo.

Baseados neste fato, o objetivo deste trabalho é mostrar que
o conjunto de pontos com esta caracterı́stica descrevem estados
de máximo emaranhamento global. Para verificar que tais
associações são válidas, uma vez determinados os conjuntos de
pontos que satisfazem a condição anteriormente apresentada,
escrevemos os estados quânticos representados non-cubo por
tais configurações e utilizamos a medida de emaranhamento
global de Meyer-Wallach,Q, para mostrar que tais estados
são, de fato, estados de máximo emaranhamento global.

Na próxima seção, apresentamos uma forma de determinar
os conjuntos dos pontos separados pelo máximo valor da
distância de Hamming na superfı́cie dan-esfera. Tal problema
refere-se a uma questão importante para projetos de sistemas
de comunicações e, por isso, será abordado neste contexto.

III. PROJETO DECONSTELAÇÕES DESINAIS

Um dos problemas mais relevantes em sistemas de comu-
nicação é projetar constelações de sinais que sejam adequadas
aos efeitos do canal de transmissão tal que a probabilidade
de erro seja minimizada. Mais especificamente, conhecidos
o modelo do canal e a cardinalidade do conjunto de sinais
sinais a serem transmitidas, utilizando o teste de hipóteses e
um critério de decisão é possı́vel determinar o receptorque
decidirá corretamente pelo sinal transmitido, mesmo que este
tenha sido distorcido por interferências introduzidas pelo canal
de transmissão.

Como as mensagens podem ser representadas por sinais no
domı́nio do tempo, e estes por sua vez podem ser representados
geometricamente como pontos em um espaço de dimensão
apropriada, resulta que o conjunto de pontos assim caracteri-
zados forma a constelação de sinais. Como conseqüênciado
estabelecimento do critério de decisão é possı́vel realizar o
particionamento do espaço de sinais em regiões de decisão
através da distância resultante da caracterização estatı́stica do
canal. Cada região de decisão está associada a uma única
mensagem (sinal ou ponto) e a união dessas regiões recobre
o espaço das mensagens.

Umaconstelaç̃ao de sinaiśe um conjunto de vetores{xi =
(xi1, xi2, · · · , xin) : xij ∈ R, 1 ≤ i ≤ M and1 ≤ j ≤ n} tal
que a energia associada aoi-ésimo sinal é dada pelo produto
escalarxi · xi e que a energia total da constelação éET =
∑M

i=1
Ei.

Se considerarmos constelações de sinais ortogonais, isto é,
xi = (0, 0, · · · , 1, · · · , 0, 0), com “1”nai-ésima posição e “0”
nas demais(n − 1) posições, então temos quexi · xj = δij .
Porém, se o objetivo é minimizar a energia total, constelações
de sinais ortogonais não satisfazem esta condição, [14]. De-
vemos então buscar uma isometria que alcance tal objetivo.
Seja α a translação a ser efetuada no conjunto de sinais,
isto é, {yi} = {xi − α}. Então, não é difı́cil mostrar que a
energia total é minimizada quandoα = (1/n, 1/n, · · · , 1/n).
O conjunto de sinais resultante{yi} é chamadoconjunto de
sinais simplex.

Exemplo 1:Considere o conjunto de sinais ortogonais
{x1 = (1, 0, 0, 0), x2 = (0, 1, 0, 0), x3 = (0, 0, 1, 0), x4 =
(0, 0, 0, 1)}. Os sinais desse conjunto transladados porα =
(1

4
, 1

4
, 1

4
, 1

4
)} conduzem ao conjunto de sinaissimplexregular

dado por{y1 = (3

4
, −1

4
, −1

4
, −1

4
), y2 = (−1

4
, 3

4
, −1

4
, −1

4
),

y3 = (−1

4
, −1

4
, 3

4
, −1

4
), y4 = (−1

4
, −1

4
, −1

4
, 3

4
)}.

Considerando que os sinais são equiprováveis, que o canal
é o Gaussiano aditivo e que não existe restrição da faixa
de transmissão, um resultado conhecido e demonstrado por
Weber, [15], é que a constelação de sinais ótima no espac¸o
Euclidiano é asimplex regular. Tal constelação é definida a
seguir.

Definiç̃ao 1: O conjunto de(n+1) pontos eqüidistantes no
espaço Euclidianon-dimensional estabelece uma constelação
de sinais do tiposimplex regularn-dimensional, ou umn −
simplex.

É conhecido que existe uma correspondência entre uma
constelação de sinais em um espaço Euclidiano e umcódigo,
definido no espaço de Hamming. Tal correspondência decorre
da equivalência entre as medidas destes dois espaços e é
estabelecida de forma que os pontos (sinais) da primeira são
vistos como as palavras-código do segundo.

Em particular, os códigos associados às constelações de si-
nais do tiposimplex regularsão denominadoscódigos simplex,
cujas palavras-código preservam as mesmas propriedades dos
pontos da constelação.

Exemplo 2:Note que no Exemplo 1 o conjunto de sinais
simplexregular é caracterizado pelo fato qued2

E(xi,xj) = 2,
para todoi, j tal que i 6= j. Como d2

E = dH , segue que
o códigosimplexassociado à constelação referida é definido
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por um conjunto de palavras satisfazendo a distância de
Hamming igual a 2. Desta forma, um códigosimplexassociado
à constelação do Exemplo 1 é dado por

C = {000, 011, 101, 110}.
Uma vez mecionada a correspondência entre as constelações

de sinais simplex e os códigossimplex, apresentamos na
próxima seção um breve resumo das propriedades dessa classe
de códigos.

IV. CÓDIGOS REED-MULLER RM(1,m) E CÓDIGOS

SIMPLEX

Neste trabalho, consideramos apenas os códigossimplex
binários, contendo esta famı́lia códigos lineares e não-lineares.
Os códigossimplex lineares são descritos em função dos
códigos Reed-Muller de primeira ordem. Todavia, salientamos
que esta não é a única forma de descrevê-los, como pode ser
visto em [16].

O código de Reed-Muller de primeria ordem e comprimento
n = 2m, denotado porRM(1,m), é o conjunto de todos os
vetoresf , ondef(v) é uma função Booleana, isto é, um po-
linômio cujo grau é no máximo 1, ev = (v1,v2, · · · ,vm) ∈
H2

m

2 , o conjunto de todas as2m-uplas binárias, [16].
Como exemplo, considerem = 2. Então, as palavras-código

do códigoRM(1, 2) são dadas pela composição

a0.1 + a1.v1 + a2.v2, ai = 0 ou 1

onde1 = 1111, v2 = 0011 e v1 = 0101.
Os parâmetros do códigoRM(1,m) são dados porn = 2m,

k = 1 +

(
m
1

)

e dH = 2m−1, param ≥ 2.

Disso segue que a matriz geradora do códigoRM(1,m)
consiste em

»

G0

G1

–

,

onde G0 = [1], GT
1 = [vm vm−1 · · · v1] e vj =

2m−j termos do tipo{02
j−1

12
j−1}, para1 ≤ j ≤ m.

O código dual do códigoRM(1,m) com parâmetros
(
2m,m+ 1, 2m−1

)
é o código de Hamming estendido

(2m, 2m −m− 1, 4).
Note que a submatrizG0 gera umcódigo de repetiç̃ao

(2m, 1, 2m). Este código constitui um códigosimplex trivial,
ou ainda, um códigosimplex1-dimensional.

Por outro lado, se considerarmos a submatrizG1, ex-
cluı́da sua primeira coluna, temos uma matriz onde cada
coluna é a decomposição binária do número inteiro cor-
respondente àquela coluna. Esta matriz caracteriza um
código simplex linear com parâmetros

(
2m − 1,m, 2m−1

)
.

O código dual é ocódigo de Hammingcom parâmetros
(2m − 1, 2m −m− 1, 3).

Uma outra forma de denotarmos os parâmetros de um
códigosimplexbinárion-dimensional consiste em

(n,M, d) =

(

n, n+ 1,
n+ 1

2

)

,

onden ≡ 3mod 4. Utilizamos esta notação no desenvolvi-
mento da proposta.

Um exemplo de um códigosimplexé o códigoC apresen-
tado no Exemplo 2. Observe queC satisfaz a condição de
linearidade e é tal quen = 3, M = 4 e dH = 2 para todos os
pares de palavras-código.

Um exemplo de códigosimplexnão-linear é o código de Ha-
damardA12 com parâmetros(11, 12, 6), cujas palavras-código
são{00000000000, 11011100010 + deslocamentos cı́clicos}.

De acordo com a interpretação geométrica apresentada na
Seção II, as representações binárias dosketsde um estado puro
arbitrário foram identificadas com os vértices de umn-cubo
definido emZn

2 . Alguns desses vértices foram associados a
pontos das constelações de sinaissimplex regularese estes, às
palavras de um códigosimplex.

Reciprocamente, uma vez definido um códigosimplex,
podemos associar um estado quântico. Cada palavra-código
é identificada com uma representação binária que define um
ket. Repetindo o processo para todas as palavras-código, temos
definida a composição deketsdo estado.

Como os pontos de uma constelaçãosimplexdefinem uma
combinação de vértices don-cubo unitário inscrito na esfera
n-dimensional e como cada vértice será rotulado por uma
palavra-código do códigosimplex, então um estado quântico
(puro) arbitrário poderá ser descrito como a composição das
correspondentes palavras-código.

A amplitude de cada um doskets será associada à raiz
quadrada da probabilidade de ocorrência do respectivo ponto
na constelação de sinaissimplex. Como os sinais são con-
siderados equiprováveis, temos que as amplitudes associadas
aosketssão iguais entre si. Como as palavras-código foram
obtidas de pontos equiprováveis de uma constelação de sinais
simplexregular, então todas as amplitudes associadas asokets
são iguais. Como a probabilidade de cada ponto em uma
constelaçãosimplexn-dimensional consiste do valor1/(n+1),
decorre que as amplitudes assumem o valor1/

√
n+ 1, onde

(n + 1) refere-se à cardinalidade da constelação, segundo a
Definição 1.

Baseados nestas justificativas, temos que o estado associado
ao códigosimplexlinear mencionado no Exemplo 2 é dado por

|ϕ〉 =
1√
4

(|000〉 + |011〉 + |101〉 + |110〉) . (2)

Seja |ξ〉 um estado puro comn qubits caracterizado pela
igualdade entre as amplitudes de valor1/

√
n+ 1 e pela

composição dekets cujas representações sejam estabeleci-
das pelo conjunto de palavras de um códigosimplex n-
dimensional, com parâmetros(n,M, d) = (n, n+1, (n+1)/2),
n ≡ 3 mod 4. Na Seção VI demonstramos que os estados|ξ〉
satisfazem as condições que os classificam como estados de
máximo emaranhamento global, segundo a medida de Meyer-
Wallach, que é definida a seguir.

V. M EDIDA DE EMARANHAMENTO GLOBAL DE

MEYER-WALLACH

A medida de emaranhamento global definida por Meyer e
Wallach, [10], e denotada porQ, pode ser aplicada a estados
quânticos puros arbitrários. Tal medida é definida como segue,
[11].
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Para cadaj = 1, · · · , n representando as posições noskets
e b ∈ {0, 1}, os possı́veis valores para osqubits, definimos
a função linearιj(b) : (C2)⊗n −→ (C2)⊗n−1 através da
respectiva ação na base do produto, a saber,

ιj(b) (|x1〉 ⊗ · · · ⊗ |xn〉) = δbxj
|x1〉 ⊗ · · · ⊗ |xj−1〉 ⊗

⊗ |xj+1〉 ⊗ · · · |xn〉,

ondexi ∈ {0, 1}.
Definiç̃ao 2: Dado um estado quântico puro arbitrário com

n qubits |ψ〉, a medida de emaranhamento global de Meyer-
Wallachconsiste em

Q(|ψ〉) ≡ 4

n

n
X

j=1

D(ιj(0)|ψ〉, ιj(1)|ψ〉), (3)

onde

D(ιj(0)|ψ〉, ιj(1)|ψ〉) = 〈ψ|ιj(0), ιj(0)|ψ〉〈ψ|ιj(1), ιj(1)|ψ〉
− |〈ψ|ιj(0), ιj(1)|ψ〉|2, (4)

para todoj ∈ {1, · · · , n}.
Q é invariante sob transformações unitárias locais e talque

0 ≤ Q ≤ 1, com Q(|ψ〉) = 0 se, e somente se,|ψ〉 é
um estado separável, ou, um estado da forma produto, e, se
Q(|ψ〉) = 1, então temos que|ψ〉 é umestado puro de ḿaximo
emaranhamento global, [10].

Uma vez definida a medida de emaranhamento global a ser
utilizada para a classificação dos estados|ξ〉, apresentamos o
estudo que justifica a proposta do trabalho.

VI. RESULTADOS

Segundo [16], os códigossimplex são códigos auto-
ortogonais e puros. Uma vez que as palavras destes
códigos foram identificadas com as representações que
compõem os kets de um estado|ξ〉, podemos afirmar
que tais representações mantêm as propriedades de auto-
ortogonalidade e de eqüidistância que caracterizam as palavras
dos códigossimplexassociados.

Tais propriedades resultam em uma consideração importante
acerca do operadorD(ιj(0)|ξ〉, ιj(1)|ξ〉), conforme apresen-
tado a seguir.

Lema 1: Para os estados quânticos puros obtidos a partir de
códigossimplexn-dimensionais,D(ιj(0)|ξ〉, ιj(1)|ξ〉) = 1/4,
para todoj, j ∈ {1, · · · , n}.

Demonstraç̃ao: Primeiramente, considere os estados
obtidos a partir do código de repetição (códigosimplextrivial).
A amplitude associada aoskets é 1/

√
2. Fixado umj, j ∈

{1, · · · , n}, temos que os estadosιj(0)|ξ〉 e ιj(1)|ξ〉 são
constituı́dos somente de zeros e uns, respectivamente. Como
conseqüência,

〈ξ|ιj(0), ιj(1)|ξ〉 = 0, (5)

〈ξ|ιj(0), ιj(0)|ξ〉 = 〈ξ|ιj(1), ιj(1)|ξ〉 = (1/
√

2)2 = 1/2. (6)

De (5) e (6), decorre que, para todoj fixo,
D(ιj(0)|ξ〉, ιj(1)|ξ〉) = 1/4.

Considere agora, o caso dos estados obtidos a partir de
códigossimplexn-dimensionais. A amplitude associada a cada
um dos kets é 1/

√
n+ 1. Como consideramos apenas os

códigossimplex lineares, uma propriedade decorrente desta
linearidade é o fato de que há exatamente(n+1)/2 palavras-
código com “0” e (n + 1)/2 palavras-códigos com “1” na
j-ésima posição, para cadaj fixo. Sejam esses dois conjuntos
de (n + 1)/2 palavras-código representados, respectivamente
por p1, p2, · · · , pn+1/2 e q1, q2, · · · , qn+1/2. Fixandoj e
considerandop0

i , 1 ≤ i ≤ n+1

2
, como as palavras-código

obtidas pela exclusão do dı́gito “0” daj-ésima posição das
palavraspi, 1 ≤ i ≤ (n+1)/2, eq1i as palavras-código obtidas
pela exclusão do dı́gito “1” daj-ésima posição das palavras
qi, temos que

ιj(0)|ξ〉 =
1√
n+ 1

`

|p0
1〉 + |p0

2〉 + |p0
3〉 + · · · + |p0

n+1/2〉
´

e

ιj(1)|ξ〉 =
1√
n+ 1

`

|q11〉 + |q12〉 + |q13〉 + · · · + |q1n+1/2〉
´

.

Assim, podemos escrever, paraK =
(

1√
n+1

)2

,

〈ξ|ιj(0), ι(0)|ξ〉 = K
`

〈p0
1|p0

1〉 + · · · + 〈p0
1|p0

n+1/2〉 + · · ·
+〈p0

n+1/2|p0
1〉 + · · · + 〈p0

n+1/2|p0
n+1/2〉

´

.

De acordo com as propriedades do produto interno, são
diferentes de zero apenas os termos na forma〈p0

i |p0
i 〉, i ∈

{1, · · · , (n+ 1)/2}. Portanto, paraj fixo, decorre que

〈ξ|ιj(0), ιj(0)|ξ〉 =

„

1√
n+ 1

«2

·
„

n+ 1

2

«

= 1/2, (7)

De acordo com os mesmo argumentos, segue que

〈ξ|ιj(1), ιj(1)|ξ〉 = 1/2. (8)

No caso de〈ξ|ιj(0), ιj(1)|ξ〉, temos,

〈ξ|ιj(0), ιj(1)|ξ〉 = K.
`

〈p0
1|q11〉 + · · · + 〈p0

1|q1n+1/2〉 + · · ·
+〈p0

n+1/2|q11〉 + · · · + 〈p0
n+1/2|q1n+1/2〉

´

.

Pode-se verificar que, para cadaj fixo, não existei e
i′ (i, i′ ∈ {1, · · · , (n + 1)/2}), tais quep0

i = q1i′ , donde
concluı́mos que, para cadaj fixo,

〈ξ|ιj(0), ιj(1)|ξ〉 = 0. (9)

Portanto, de acordo com (7), (8) e (9), para cadaj fixo,
j ∈ {1, · · · , n}, decorre queD(ιj(0)|ξ〉, ιj(1)|ξ〉) = 1/4, o
que conclui a verificação do Lema 1

Como conseqüência, decorre o seguite resultado.
Teorema 1:Estados quânticos puros comn qubitsobtidos

a partir de códigossimplexn-dimensionais com amplitudes
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identicamente distribuı́das e iguais a1√
n+1

são estados puros
de máximo emaranhamento global.

Demonstraç̃ao: De acordo com o Lema 1, temos que
D(ιj(0)|ξ〉, ιj(1)|ξ〉) = 1/4, para cadaj fixo. Então, segue

que

Q(|ξ〉) ≡ 4

n

Pn
j=1

D(ιj(0)|ξ〉, ιj(1)|ξ〉)

= 4

n
· n ·D(ιj(0)|ξ〉, ιj(1)|ξ〉) = 1.

(10)

Portanto, todos os estados obtidos a partir de códigossimplex
n-dimensionais com amplitudes equiprováveis, são estados de
máximo emaranhamento global segundo a medida de Meyer-
Wallach.

Seguem alguns exemplos dos cálculos referentes à medida
Q de Meyer-Wallach.

Exemplo 3:Um código simplex trivial de parâmetros
(n,M, d) = (3, 2, 3) é definido pelas palavras-código
{000, 111}. O estado associado a este código é denominado
estadoGHZ e é representado na forma

|δ〉 =
1√
2

(|000〉 + |111〉) . (11)

De acordo com os operadores definidos na Seção V, temos
que

ι1(0)|δ〉 = ι2(0)|δ〉 = ι3(0)|δ〉 =
1√
2
(|00〉) = ιj(0)|δ〉,

ι1(1)|δ〉 = ι2(1)|δ〉 = ι3(1)|δ〉 =
1√
2
(|11〉) = |ιj(1)〉,

para j = 1, 2 e 3. A substituição destas expressões em (4)
resulta em

D = 〈δ|ιj(0), ιj(0)|δ〉〈δ|ιj (1), ιj(1)|δ〉 − |〈δ|ιj(0), ιj(1)|δ〉|2

=
“

1/
√

2
”2

〈00|00〉
“

1/
√

2
”2

〈11|11〉 −
“

1/
√

2
”2

|〈00|11〉|2

=
“

1/
√

2
”4

(〈0|0〉〈0|0〉) (〈1|1〉〈1|1〉) −
“

1/
√

2
”2

(〈0|1〉|〈0|1〉)

=
“

1/
√

2
”4

= 1/4,

paraj = 1, 2 e 3. Com base neste valor obtido, decorre de
(3) que

Q(|δ〉) =
4

3

3
X

j=1

D (ιj(0)|δ〉, ιj(1)|δ〉) =
4

3

3
X

j=1

1

4
= 1.

Exemplo 4:O estado obtido do códigosimplex3-dimen-
sional apresentado no Exemplo 2 é representado por

|ϕ〉 =
1√
4

(|000〉 + |011〉 + |101〉 + |110〉) .

De acordo com os operadores que definem a medidaQ,
temos que

ι1(0)|ϕ〉 = ι2(0)|ϕ〉 = ι3(0)|ϕ〉 =
1√
4
(|00〉 + |11〉),

ι1(1)|ϕ〉 = ι2(1)|ϕ〉 = ι3(1)|ϕ〉 =
1√
4
(|10〉 + |01〉),

paraj = 1, 2 e 3. Pela substituição destas expressões em (4),
obtemos que

D =
“

1/
√

4
”4

(〈00| + 〈11|, |00〉 + |11〉) (〈10| + 〈01|, |10〉 + |01〉)

−
“

1/
√

4
”2

| 〈00| + 〈11|, |10〉 + |01〉) |2

=
“

1/
√

4
”2

(〈00|00〉 + 〈00|11〉 + 〈11|00〉 + 〈11|11〉) ·

·
“

1/
√

4
”2

(〈10|10〉〈10|01〉 + 〈01|10〉 + 〈01|10〉)

−
“

1/
√

4
”2

| (〈00|10〉 + 〈00|01〉 + 〈11|10〉 + 〈11|01〉) |2

= 4
“

1/
√

4
”4

= 1/4.

paraj = 1, 2, 3. Substituindo este valor em (3), obtemos que

Q(|ϕ〉) =
4

3

3
X

j=1

1

4
= 1.

Exemplo 5:O código dual ao código de Hamming é um
códigosimplexde parâmetros(n,M, d) = (7, 8, 4). O estado
quântico puro com setequbitsassociado a este código consiste
em

|ψHam〉 =
1√
8

(|0000000〉 + |0110011〉 + |0001111〉

+|0111100〉 + |1010101〉 + |1100110〉
+|1011010〉 + |1101001〉) .

Desenvolvendo os cálculos estabelecidos na Seção V como
nos exemplos anteriores, concluı́mos queQ = 1, donde
decorre que|ψHam〉 também é um estado de máximo emara-
nhamento global.

Exemplo 6:A partir do códigosimplextrivial de parâmetros
(n,M, d) = (n, 2, n), para todon ∈ N, é possı́vel definir
uma classe de estados de máximo emaranhamento global
conhecidos comoestados GHZ generalizados. Tais estados são
representados na forma

|ψGHZg〉 =
1√
2



| 00 · · · 0
︸ ︷︷ ︸

n

〉 + | 11 · · · 1
︸ ︷︷ ︸

n

〉





e são entendidos como uma generalização dos estadosEPRs.
Os estadosGHZ generalizados, assim como os estadosEPR,
são utilizados para a execução de tarefas como a codificac¸ão
superdensa, criptografia quântica e teletransporte quântico,
[17].

Os Exemplos 5 e 6 explicitam a consistência da
interpretação que nos permite associar a descrição de esta-
dos de máximo emaranhamento global, assim classificados
segundo a medida de Meyer-Wallach, e os códigossimplex
n-dimensionais.

Salientamos, porém, que as condições sob as quais os
códigos de Slepian são determinados (conforme descrito na
Seção I) são similares às descrições de estados purosemara-
nhados em um sistemamultipartite, quando a medida de
emaranhamento entre os subsistemas é a entropia de von
Neumann dos operadores reduzidos. Segundo pode ser visto
em [11], a medida de Meyer-Wallach é uma particularidade
desta medida, podendo ser reescrita na forma
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Q(|µ〉) = 2

(

1 − 1

n

n∑

k=1

tr(ρk)2

)

, (12)

onde ρk é o operador densidade reduzido sobre ok-ésimo
qubit.

Neste contexto, a interpretação sugerida neste trabalho
auxilia na descrição de estados satisfazendo condições de
máximo emaranhamento global, considerando não apenas o
emaranhamento no sistema biparticionado, como é o caso da
medida de Meyer-Wallach, mas sim entre os diversas partes
de um sistema multipartite.

VII. C ONCLUSÕES

Neste trabalho mostramos que existe uma forma sistemática
de obter estados puros arbitrários de máximo emaranhamento
global. Esta forma sistemática consiste em considerar queas
representações dosketssejam as palavras-código de um código
simplexn-dimensional com parâmetros

(
n, n+ 1, n+1

2

)
, para

n ≡ 3mod 4 e associar a cada um desseskets a amplitude
igual a 1√

n+1
. A interpretação sugerida neste trabalho pode

ser associada a medidas de emaranhamento global mais gerais,
o que nos permite descrever também estados de máximo
emranhamento global em sistemas multipartites. Tais fatos
indicam que muitos outros resultados podem ser obtidos a
partir da associação de medida de emaranhamento e conceitos
de teoria clássica de informação, principalmente no contexto
de propostas de medidas de emaranhamento.
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