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Implementacao de um Equalizador Adaptativo em
FPGA Utilizando o Algoritmo CORDIC
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Resumo— Neste artigo apresentamos uma implementacio em
uma FPGA de um equalizador adaptativo que utiliza o algoritmo
LMS trigonométrico. As funcgdes trigonométricas necessirias as
operacoes de filtragem e adaptacio dos coeficientes sao calculadas
com rotacoes CORDIC. Este algoritmo impode a necessidade
da definicio de um hipercubo, no qual deve estar contido o
ponto de minimo da funcdo objetivo. Este artigo propde a
adocao do procedimento multisplit para facilitar a definicao
desse hipercubo. Simulacgoes realizadas indicam que a utilizacao
deste procedimento permite a convergéncia do algoritmo sem
a necessidade de uma busca exaustiva das coordenadas do
hipercubo.

Palavras-Chave— CORDIC, equalizacio adaptativa, FPGA,
procedimento multisplit.

Abstract—In this paper we present a FPGA implementation
of an adaptive equalizer using the trigonometric LMS algorithm.
The trigonometric functions needed for filtering and coefficient
adaptation are evaluated with CORDIC rotations. This algorithm
needs a hypercube definition, in which the minima of the objective
function must be contained. This paper proposes the adoption
of the multisplit procedure to ease the hypercube definition.
Simulations show that, when using this procedure, the algorithm
converges without the need for an exaustive search for the
hypercube coordinates.

Keywords— CORDIC, adaptive equalization, FPGA, multisplit
procedure.

I. INTRODUCAO

O principal problema em um sistema de comunicagdo é o
surgimento das interferéncias entre simbolos (IES) devido a
transmissdo do sinal por um canal de comunicagdo ndo ideal.
Tais interferéncias corrompem a mensagem transmitida, sendo
necessaria a utilizagdo de um dispositivo de compensacao no
receptor. Filtros equalizadores sdo comumente utilizados para
compensar a IES.

Desde seu surgimento, em 1958, o algoritmo CORDIC
(Coordinate Rotation Digital Computer) € utilizado em varias
aplicacdes de comunicagdes e processamento de sinais, devido
a sua eficiéncia na solucdo de problemas trigonométricos [1].
Entretanto, para filtros adaptativos, a utilizacdo do algoritmo
CORDIC era limitada aos filtros em trelica, ja que os cdlculos,
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a cada estdgio desse tipo de filtro, podem ser diretamente
relacionados a rotagdes angulares [2], [3].

Para filtros adaptativos transversais, o algoritmo LMS trigo-
nométrico foi introduzido por Chakraborty ef al. em 2005 [4].
Nesse algoritmo, os célculos necessdrios para as operagdes de
filtragem e atualizacdo dos coeficientes podem ser realizados
simultaneamente por processadores CORDIC. No entanto, o
artigo citado ndo € claro quanto ao método de definicdo das
coordenadas do hipercubo que contém o ponto de minimo da
fungdo objetivo.

Neste artigo é apresentada uma implementacdio em uma
FPGA (Field Programmable Gate Array) de um equaliza-
dor adaptativo que utiliza o algoritmo LMS trigonométrico
com o procedimento multisplit. Este procedimento aumenta
a poténcia do sinal transformado, diminuindo assim os va-
lores dos coeficientes do equalizador e tornando possivel
a convergéncia do algoritmo LMS trigonométrico com um
hipercubo fixo.

As FPGAs tém sido freqiientemente utilizadas em sistemas
de comunicag¢des devido a sua grande flexibilidade, eficiéncia e
possibilidade de reprogramacg@o dindmica. Na implementacao
do equalizador utilizou-se uma FPGA Virtex-4 produzida pela
Xilinx.

O restante do artigo é organizado como segue. A Secdo
IT contém uma breve introducdo ao algoritmo CORDIC. Ja
a Secdo III apresenta o equalizador adaptativo baseado em
CORDIC com a utilizagdo do procedimento multisplit. A
Secdo IV apresenta o procedimento multisplit. As principais
caracteristicas de uma FPGA da série Virtex 4 da Xilinx e
do seu ambiente de desenvolvimento, o System Generator,
sdo apresentadas na Secdo V. A Secdo VI contém os resul-
tados de simulagdo do equalizador implementado na FPGA.
Finalmente, a secdo VII conclui o trabalho com algumas
observagdes e propostas de continuidade para este trabalho.

II. CORDIC

O algoritmo CORDIC oferece uma formulagdo que, com
apenas pequenas modificacdes, pode calcular de maneira efi-
ciente fungdes trigonométricas, hiperbdlicas, entre outras. O
CORDIC foi desenvolvido por Jack E. Volder, em 1956,
para substituir os computadores analdgicos do sistema de
navegacdo do bombardeiro B-58 por computadores digitais,
ja que os analdgicos eram pouco precisos. Walther [5] foi o
primeiro a estender o trabalho de Volder, a fim de resolver
outros problemas, tais como relagdes hiperbdlicas e sistemas
lineares. Outros pesquisadores seguiram seu caminho, e muitas
propostas de utilizacdo dos modos de operacio do CORDIC
foram apresentadas.
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O CORDIC € um algoritmo que utiliza um método itera-
tivo de rotagdes vetoriais, utilizando apenas deslocamentos e
adi¢des [6]. Tal caracteristica o torna muito interessante pela
facil implementacdo em hardware, especialmente naqueles
sem multiplicadores.

O algoritmo ¢ derivado das equacdes gerais de rotagdo de
um vetor com coordenadas (x,y) por um angulo ¢ qualquer,
como ¢ representado na Figura 1:

y T 1
1 f"é
y I T :— B -‘; -------- 1
1 3 1
X X'
Fig. 1. Rotagdo Vetorial
Esta rotagdo vetorial pode ser expressa por:
z = xcos¢ — ysin g, (1
y/ =y cos ¢ + x sin ¢, )

onde x’ e y’ sdo as novas coordenadas.
Tais equacdes podem ser modificadas para atingirem a
seguinte forma:

z =cos¢r —ytang], 3)
y = cosd [y + z tan @] . 4)

Limitando tan ¢; a £27%, & possivel resolver estas equacdes
utilizando apenas operacdes de soma e deslocamento. Angulos
quaisquer, dentro de uma certa precisdo, podem ser formados
por sucessivas rotacdes cada vez menores.

Para que ndo haja rotagdes desnecessdrias, é necessdrio
somar os angulos das iteragdes ja realizadas. Este processo
¢é feito com outro somador, que adiciona os angulos corres-
pondentes as rotagdes calculadas.

As equagdes bdsicas do algoritmo sdo:

/ /

T = ki [ — ;- di 27 5)

Virr = ki [y + - di 27 ©

onde d; = £1 e k; é um ganho. O sinal + ou - de d; vai
depender do sinal de z;, com

Zig1 = 2 — d; - tan” " 277, (7N
d; =1se z; >0, (®)
d; = —1 se z; <0, ©)]

onde zp € o angulo de rotagdo final.

O ganho k;, introduzido pelas rotagdes inerentes ao algo-
ritmo, depende do nimero de itera¢des; quando n — oo, seu
valor é 0,607253. Este ganho pode ser compensado antes ou
depois das iteragdes.

I11. EQUALIZAQAO ADAPTATIVA TRIGONOMETRICA

Para analisar a formulacdo matemadtica do algoritmo LMS
trigonométrico, considera-se o procedimento de “steepest des-
cent” de filtragem FIR 6tima. Assim, € necessario definir:

« a seqiiéncia de entrada:

x(n) = [z(n),z(n—1),...,z(n— N+ 1), (10)
e N nimeros positivos Ay, k=0,1,...,N —1,
e 0 vetor de coeficientes do filtro:
w(n) = [w(0),w(1),...,w(N =1, (11

« ¢ a resposta desejada d(n).

Primeiramente, sdo escolhidos N niimeros positivos Ay,
k = 0,1,...,N — 1, para a definicio do hipercubo que
contém os minimos da superficie de desempenho de erro. Tal
hipercubo terd os vértices [+Ag, +A1,... = Ay—_1]. Desta
maneira, pode-se expressar os coeficientes wy, do filtro como:

wg = Agsinbi, k=0,1,... N —1, (12)

com —7/2 < 6 < m/2.

Como cada wy, € (—Ag, +Ag) e os valores Ay, sdo fixos, os
coeficientes wy, dependem unicamente dos angulos 6. Desta
maneira, a variavel a ser efetivamente adaptada € 6.

Define-se o filtro 6timo de Wiener W =
[@(0),w(1),..., (N —1)]* pela minimizagdo da fun¢do de
erro J(n) = Ele(n)e*(n)], onde e(n) = d(n) — w'x(n). O
erro médio quadratico é fungdo dos coeficientes do filtro w,
e define a superficie de desempenho de erro de dimensdo
N+1.

Uma busca utilizando o algoritmo “steepest descent’” ¢ feita
dentro do hipercubo no espaco 6 para alcangar o 6 6timo.
Utilizando-se procedimentos matemadticos relativamente sim-
ples, o vetor gradiente

VoJ(n) = [0 (n)/080, 8 (1) /861, ..,0J(n) /00 1]t

(13)
pode ser escrito como:
VoJ(n) = —2A(p — Rw), (14)
onde:
w = [Agsinfy, Aysinfy,... Ay_1sinfy_q]%, (15)
p = Ex(n)d(n)], (16)
R = Elx(n)x'(n)], a7

e A é uma matriz diagonal com o j-ésimo elemento dado por:

(5j7jZAjCOSQj,j:O,l,...,N—l. (18)
Assim, a iteragdo 6(i) é calculada como:
0(i+1)=46(i) — (/L/Q)Vg](n)|9:9(i)7 (19)

onde y € o passo de adaptagdo do algoritmo.
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Para passar do modo “steepest descent” para a forma LMS,
¢ necessdrio substituir as esperangas na Equagdo 14 por
seus valores instantaneos, a fim de obter uma estimativa do
gradiente no instante n. Desta forma, chega-se ao algoritmo
LMS trigonométrico, cujas equagdes sdo dadas a seguir:

N—-1
e(n) =d(n) — Y Agsinbi(n)z(n — k), (20)
k=0

O(n+1) =60(n) + pA(n)x(n)e(n). (21)

O algoritmo LMS trigonométrico é especialmente apropriado
para a realizacdo por processadores CORDIC.

Para uma realizacdo pipelined do LMS trigonométrico, é
mais apropriado considerar o LMS atrasado (DLMS) [7], [8].
Neste, os coeficientes no instante n sdo atualizados utilizando
uma estimativa anterior do gradiente (por exemplo, um instante
(n—D), onde D € um inteiro). Assim, a equagdo de atualizacdo
dos coeficientes do LMS trigonométrico atrasado é dada por:

O(n+1)=60(n)+ pA(n — D)x(n — D)e(n — D). (22)

Esta variacdo do LMS necessita de um valor de passo menor
para convergéncia, mas possibilita a adocdo de uma taxa de
amostragem muito maior [9].

IV. FILTRAGEM MULTISPLIT

O procedimento multisplit parte do pressuposto de que
qualquer seqiiéncia finita pode ser expressa pela soma de suas
partes simétricas e anti-simétricas. Portanto, qualquer filtro
FIR pode ser implementado conforme mostrado na Figura 2,
onde w, é a parte simétrica do filtro, enquanto w, € a parte
anti-simétrica [10].

Ws

x(n)

Fig. 2. Filtragem split

Com o vetor de coeficientes do filtro FIR dado por

cwn-]f (23)

w = [wo, w, .
pode-se mostrar que [10]:

ws = (w+JIyw)/2 (24)

we = (w—Jyw)/2, (25)

onde wg € a parte simétrica da seqii€ncia, w, a antisimétrica
e Jn é a matrix de reflexdo NxN.

As condigdes de simetria e anti-simetria das seqiiéncias w
e W, sdo expressas, respectivamente, como:

Ws = JNWS (26)

W, = —JI N W,. Q7

Estas equacdes podem ser facilmente obtidas a partir das
equacdes 24 e 25.

As condi¢des de simetria e anti-simetria dos filtros w, e
w, podem ser impostas via restricdes lineares. Tais restricdes
podem ser expressas como:

Ciw, = f; (28)

t —
C,w, =1,

(29)

onde C,; é a matriz de restricdio de simetria de dimensdo
Nz(N — K), definida por:

Ix

.

onde I é a matriz identidade de tamanho K e C, é a matriz
de restricdo de anti-simetria de dimensdo Nx(N — K), que é

definida por:
Ix
Jx |

Os vetores de resposta f; e f,, que devem ser nulos a fim de
satisfazerem as restricdes, t€ém dimensao Kx1.

Aplicando o GSC (Generalized Sidelobe Canceller) [11],
é possivel transformar este problema de otimizagdo restrito
em um irrestrito. Assim, pode-se representar o esquema de
filtragem split com o esquema da Figura 3.

C; = (30)

Ca: 31

d(n)

e(n)

Y1a(n)

Fig. 3. Filtragem split usando o GSC

Pode-se repetir o processo de splitting dos filtros w4 e
W, em suas partes simétricas e anti-simétricas, seguindo
0s mesmos conceitos anteriores. Depois de L passos, que
consistem em 2/=! (I = 1,2,..., L) operagdes de splitting
cada, chega-se a um conjunto de 27 filtros de ordem zero.

Desta maneira, o equalizador adaptativo trigonométrico
também pode ser implementado através de um conjunto
de 271 filtros paralelos de um tnico coeficiente, onde a
seqiiéncia de entrada de cada filtro € dada por:

x1 (n) = T'x(n), (32)
onde .
C,. Cizoi --- Clh
Ci, Ciy .- Cy
T = (33)
CéL CgLfl R C‘tsl NaN
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x(n) =[zio(n),z11(n), ...,z n_1(n)]" (34)

Para N = 2L, T é uma matriz composta por +1s e -1s, em
que o produto interno entre quaisquer duas colunas é zero,
ou seja, as colunas de T sdo mutuamente ortogonais. Por este
motivo, as colunas de T podem ser permutadas entre si sem
afetar as caracteristicas da matriz. Uma dessas permutacdes
transforma a matriz T na matriz de Hadamard de ordem
N, possibilitando a representagdo do equalizador adaptativo
trigonométrico multisplit, como mostrado na Figura 4.

z10(n)

Transformada
de
x(n)
Hadamard
N Hy

Fig. 4. Equalizador Adaptativo Trigonométrico Multisplit

A transformada de Hadamard é muito utilizada em siste-
mas de processamento digital de sinais devido a sua fécil
implementac¢do e baixo custo computacional. A matriz utili-
zada pela transformada de Hadamard € composta por +1, e
tem dimensdo de N x N, sendo N = 2L, Uma matriz de
Hadamard de ordem N pode ser formada a partir de uma de
ordem N/2, seguindo o seguinte esquema:

H2L—1
H2L—1

H2L—1

,L=2,..., sendo H; = [1].
—H2L71
(35)

A transformada rdpida de Hadamard ¢ uma maneira com-
putacionalmente mais eficiente de realizar os calculos da
transformada de Hadamard. Enquanto a transformada normal
necessita de N2 operagdes de adigdo e subtragio para fornecer
o resultado, a transformada rdpida requer apenas LN adicdes e
subtracdes, N = 2%, como pode ser visto na Figura 5. Como
menos operacdes sd0 necessdrias, 0 espaco necessdrio para
implementagdo da transformada de Hadamard em uma FPGA
também ¢ menor.

Um dos efeitos do procedimento multisplit utilizando a
transformada de Hadamard € o aumento da poténcia do sinal
transformado. Em vdrias aplicacdes, tais como [10] e [12],
uma normaliza¢do da poténcia deste sinal € utilizada. Mas
para o algoritmo LMS trigonométrico, é possivel explorar
esse aumento da poténcia para simplificar o procedimento de
definicdo do hipercubo.

O aumento da poténcia do sinal de entrada causa a
diminuicdo do valor dos coeficientes do filtro adaptativo. E

zio(m) ho(n) 24o(n)
¥

an) > zh(m)

33,(n) 235(n)
+

() 245(n)

o{4(n) ()
+

224(n) > ais(m)

oia(n) 4 24e(n)

() > 24,(n)

()

zla(n)

Fig. 5.

Transformada Rapida de Hadamard

com o aumento da poténcia, pode-se considerar apenas o valor
sin(f) para os coeficientes, fixando assim as coordenadas
do hipercubo como unitdrias e descartando a necessidade da
defini¢do de um hipercubo através de outros valores Ay.

Assim, as equagdes de filtragem e adaptacdo dos coefici-
entes no algoritmo LMS trigonométrico utilizando o procedi-
mento multisplit podem ser reescritas como:

O(n+1) =0(n) + pA(n)x(n)e(n), (36)
N-1

e(n) =d(n) — Z sin O (n)x(n — k), 37
k=0

e A torna-se uma matriz diagonal com o j-ésimo elemento
dado por:

(5j’j:COSQj,j:O’l,___’N_l. (38)

V. FPGA VIRTEX-4 E SYSTEM GENERATOR

Nos dltimos anos, a tecnologia de dispositivos FPGAs t€ém
evoluido significativamente, alcangando elevados niveis de
densidade, altos indices de desempenho e menores custos
de fabricacdo. Esta evolucdo tem tornado cada vez menor a
distancia entre FPGAs e CIs (Circuitos Integrados) de uso
especifico. Além dos avangos em capacidade, desempenho e
reducdo de custos, os fabricantes de FPGAs tém introduzido,
no decorrer dos anos, cada vez mais recursos de reconfigura-
bilidade.

Os recursos de reconfigurabilidade recentemente implanta-
dos pelos fabricantes de FPGAs tém possibilitado o projeto
de sistemas dinamicamente reconfiguraveis. O termo “‘dinami-
camente reconfiguravel” indica a possibilidade de se alterar
parcialmente a funcionalidade de um dispositivo enquanto
ativo, sem prejudicar o funcionamento de sua légica restante,
que pode estar em operacdo [13].

A FPGA Virtex-4 produzida pela XILINX, compreende o
seguinte conjunto de familias de FPGAs:

o Virtex-4 LX: aplicacbes de alto desempenho;

o Virtex-4 SX: aplicagdes DSP (Digital Signal Processing)
de alto desempenho;

¢ Virtex-4 FX: solucdo completa e de alto desempenho para
aplicacdes de plataformas embutidas.

Os componentes da Virtex-4 sdo uma evolugdo dos com-
ponentes ji existentes em outras familias (Virtex, Virtex-E,
Virtex-2, Virtex-2 Pro e Virtex-2 Pro X) [14].
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A. System Generator

O System Generator é uma ferramenta de projeto integrado,
em nivel de sistema, para FPGAs, que utiliza o Simulink,
como suporte de desenvolvimento e é apresentado em forma
de uma biblioteca (blockset) [15]. Como ilustrado na Figura 6,
o System Generator através de co-simulagdo gera um arquivo
de configuracdo (*.bit) necessdrio para a programacdo da
FPGA [15]. O projeto utilizando o System Generator facilita
a implementagdo dos equalizadores em FPGA, pois todos os
detalhes de implementagdo sdo realizados nesta ferramenta e
sem a necessidade de se estar conectado com a placa.

{ MATLAB® Simullink*

Tl WK
SYETEM
Ca:Zinailagia “ GENERATOR'

Fig. 6. Fluxo de projeto no System Generator [15]

VI. RESULTADOS

Para as seguintes simulagdes no System Generator, con-
sideramos que um sinal 4-PAM estd sendo transmitido por
um canal real. As relacdes sinal-ruido utilizadas sdo 20 e
30 dB. Trés algoritmos serdo comparados em suas formas
atrasadas: o LMS convencional, o LMS trigonométrico e
o LMS trigonométrico utilizando o procedimento multisplit.
Para o algoritmo LMS trigonométrico sem o procedimento
multisplit, a busca de valores para o pardmetro Ay, foi limitada
a valores que sdo poténcia de 2. Assim, sua implementacio
em hardware pode ser realizada através de um simples deslo-
camento, que ndo consome recursos extras. Os processadores
CORDIC utilizados foram implementados na forma paralela.
Todos os equalizadores utilizados nas simulagdes t€m oito
coeficientes.

Utilizando a ferramenta de estimacgao de recursos do System
Generator, foi realizada uma estimagao de area em FPGA para
os equalizadores trigonométricos. Os resultados sdo apresen-
tados na Tabela I.

TABELA 1
FPGA VIRTEX 4 - ESTIMACAO DE RECURSOS

Estrutura || Sem Multisplit [ Com Multisplit |
Slices 10670 12032
Flip-Flops 11630 11686
BRAMs 0 0
LUTs 19091 22427
I0Bs 52 60
Bem. Mults. 0 0
TBUF's. 0 0

Como pode-se observar, a ado¢do do procedimento mul-
tisplit ndo aumenta muito 0s recursos necessarios para o
equalizador.

O canal de fase minima h; = [0,8316; 0,5325; 0,4578|
foi utilizado para a obtencdo dos resultados da primeira
simulagdo. O valor de A, utilizado para o algoritmo LMS
trigonométrico atrasado € 1. Os passos de adaptacdo utilizados
para a Simulagdo 2 sdo: urys = 0,004, purryps = 0,003
e purrms—ms = 0,0005. 250 curvas de aprendizado foram
mediadas para a construgdo das figuras 7 e 8, que mostram os
resultados referentes a Simulacdo 1.

10' ; ; ; ; ; ;
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Fig. 7. Curvas de aprendizado da Simulagdo 1 - SNR 30 dB
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Fig. 8. Curvas de aprendizado da Simulacdo 1 - SNR 20 dB

Como ¢é possivel ver nas figuras 7 e 8, o algoritmo LMS
trigonométrico tem o erro médio quadritico na saida muito
acima dos outros dois algoritmos, o que indica que o valor
adotado para Ay, estd longe de um valor que permita uma boa
convergéncia. Outros valores de Ay, como 0,5 e 2, fazem com
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que a convergéncia ndo seja alcancada. Para esta simulagdo, o
desempenho dos outros algoritmos € similar.

Na segunda simulagdo foi utilizado um canal de fase nao-
minima com resposta a amostra unitdria dada por hy, =
[—0,40; 0,85; 0,34; 0,27]. Para esta simulag@o, os passos de
adaptacdo sdo: pryps = prrms = 0,006 e purrvs—ms =
0,0008. O valor de Ay, para o algoritmo LMS trigonométrico
€ 1. As figuras 9 e 10 apresenta as curvas de convergéncia
para a Simulagdo 2.

10 T T T T T
1-DLMS
2-DTLMS
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Fig. 9. Curvas de aprendizado da Simulagio 2 - SNR 30 dB
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Fig. 10. Curvas de aprendizado da Simulag@o 2 - SNR 20 dB

Nessa simulacgdo, o valor de Aj adotado permite uma boa
convergéncia, mas os algoritmos LMS e LMS trigonométrico
com multisplit convergem mais rapidamente.

VII. CONCLUSOES

Este artigo apresentou um equalizador adaptativo que utiliza
o algoritmo LMS trigonométrico para a adaptacdo dos seus

coeficientes. Com os resultados das simula¢des, indica-se que
a adocdo do procedimento multisplit faz com que seja des-
necessdria uma busca exaustiva dos valores das coordenadas
do hipercubo, permitindo assim a convergéncia para varios
canais. Para continuar esse trabalho planeja-se a utilizacdo do
passo de adaptacdo varidvel e a expansdo do algoritmo LMS
trigonométrico para canais e constelagdes complexas.
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