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Um Algoritmo Aritmético
para Análise Espectral Não-Uniforme

Juliano B. Lima, Ricardo M. Campello de Souza e Hélio M. de Oliveira

Resumo— Este artigo apresenta uma extensão da transfor-
mada aritmética de Fourier que permite analisar o espectro de
um sinal discreto em freqüências arbitrárias. O procedimento
proposto, que está relacionado à transformada discreta de
Fourier não-uniforme, possui características atrativas em termos
de complexidade computacional. Resultados de simulações e
cenários de aplicação são discutidos.

Palavras-Chave— Análise espectral, transformada aritmética
de Fourier, transformada discreta de Fourier não-uniforme.

Abstract— This paper presents an extension of the arithmetic
Fourier transform which allows to perform the spectral analysis
of a discrete-time signal in arbitrary frequencies. The pro-
posed procedure, which is related to the nonuniform discrete
Fourier transform, has attractive characteristics in terms of
computational complexity. Results of simulations and application
scenarios are discussed.

Keywords— Spectral analysis, arithmetic Fourier transform,
nonuniform discrete Fourier transform.

I. I NTRODUÇÃO

As ferramentas matemáticas para análise espectral de sinais
possuem extrema importância em diversas aplicacões de En-
genharia. Quando se fala em analisar sinais discretos, a trans-
formada discreta de Fourier (DFT) é, sem dúvida, a técnica
mais conhecida e utilizada, sendo importante, particularmente,
no projeto de filtros para modificação das características deum
sinal e para detecção de tons [1], [2], [3].

Em muitos cenários, entretanto, o fato da DFT amostrar
o espectro de forma equispaçada compromete, em termos
de precisão, a sua aplicabilidade direta. Quando se calcula
a DFT de uma seqüênciax[i], com N pontos obtidos pela
amostragem de um sinal contínuo a uma freqüênciafs, apenas
as freqüênciasfk = k fs

N , k = 0, 1, . . . , N − 1, podem
ser analisadas com precisão. Isso equivale a avaliarX(z), a
transformadaz de x[i], em N ângulos igualmente espaçados
sobre a circunferência unitária no planoz.

Para eliminar a restrição descrita, Bagchi e Mitra pro-
puseram a transformada discreta de Fourier não-uniforme
(NDFT) [2] que, avaliandoX(z) em pontos arbitrários, pos-
sibilita análise espectral em outras freqüências. Usualmente, a
NDFT é implementada através do algoritmo de Goertzel, que
é eficiente em situações em que apenas algumas componentes
de um sinal precisam ser calculadas.

O presente artigo propõe o cálculo da NDFT através da
transformada aritmética de Fourier (AFT). Originalmente,a
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AFT foi introduzida como um algoritmo para a obtenção
dos coeficientes da série de Fourier de um sinal contínuo,
sendo, posteriormente, adaptada para o cálculo da DFT [4],
[5], [6]. Aqui, dois procedimentos para o cálculo da NDFT
via AFT são apresentados. A principal motivação para o de-
senvolvimento de tais procedimentos é a baixa complexidade
aritmética envolvida na implementação da AFT, que é, na
maioria dos casos, mais eficiente que o algoritmo de Goertzel.

Este artigo está organizado como segue. Na Seção II,
uma breve revisão da teoria da transformada aritmética de
Fourier é apresentada. Na Seção III, dois procedimentos para o
cálculo da NDFT via AFT são introduzidos. Na Seção IV, um
cenário de aplicação da AFT à análise espectral não-uniforme
é estudado. Resultados de diversas implementações da AFT
aplicáveis ao cenário proposto são discutidos. Na Seção V,
são apresentadas as conclusões desse trabalho.

II. A T RANSFORMADA ARITMÉTICA DE FOURIER

A possibilidade de expressar qualquer função periódica
através de uma série de Fourier representou o primeiro passo
no desenvolvimento da teoria para análise de sinais. Na forma
trigonométrica, como é mais conhecida, a série de Fourier de
um sinal contínuox(t), com períodoT e banda limitada, é
escrito sob a forma:

x(t) = a0 +

N
∑

k=1

[ak cos(2πkt/T ) + bk sin(2πkt/T )] . (1)

Na equação acima,ak e bk são denominados coeficientes
harmônicos e, classicamente, sua obtenção requer o cálculode
integrais. Em 1903, H. Bruns desenvolveu um procedimento
para computarak ebk usando a fórmula de inversão de Möbius
para séries finitas [7]. Diferentemente do método clássico,
apenas adições e algumas multiplicações por fatores de escala
são necessárias, o que envolve complexidade computacional
relativamente baixa.

Posteriormente, o procedimento proposto por Bruns recebeu
o nome de transformada aritmética de Fourier (AFT), técnica
que foi redescoberta e revisitada em diversos outros trabalhos.
Dentre as diferentes versões da AFT [8], a mais eficiente em
termos de complexidade computacional é a proposta em [4].
Esse algoritmo, chamado AFT simplificada, é resumido na
definição e no teorema que seguem.

Definição 1 (Médias de Bruns):A 2k-ésima média alter-
nante de Bruns,B2k(α), relacionada a um sinalx(t), com
períodoT , é definida por

B2k(α) =
1

2k

2k−1
∑

m=0

(−1)mx

(

m
T

2k
+ αT

)

.
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Teorema 1 (AFT simplificada):Os coeficientes harmônicos
ak e bk da série de Fourier, comN termos, de um sinalx(t),
com períodoT e banda limitada, são dados por [4]

a0 =
1

T

∫ T

0

x(t)dt (2)

ak =

⌊N/k⌋
∑

l=1,3,...

µ(l)B2kl(0), (3)

bk =

⌊N/k⌋
∑

l=1,3,...

µ(l)(−1)
(l−1)

2 B2kl

(

1

4kl

)

, (4)

ondek = 1, . . . , N , µ(.) é a função de Möbius eB2k(.) é a
2k-ésima média alternante de Bruns.

O cálculo de todos os coeficientesak e bk pelas equações
acima requerN multiplicações reais e cerca deN2/2 adições
reais [4].

A. A Transformada Discreta de Fourier Via AFT

A transformada aritmética de Fourier torna-se particular-
mente interessante quando aplicada a sinais discretos. Nesse
contexto, é possível calcular os coeficientes da transformada
discreta de Fourier (DFT) de uma seqüênciax[i], com N
pontos, que é definida por [1]

X[k] =

N−1
∑

i=0

x[i]e−
j2πki

N .

A DFT inversa é obtida por

x[i] =
1

N

N−1
∑

k=0

X[k]e
j2πki

N .

Como a DFT de uma seqüência complexa pode ser obtida a
partir das transformadas de duas seqüências reais, sem perda
de generalidade, considera-sex[i] uma seqüência real. Em-
pregando a representação trigonométrica para a exponencial
complexa e efetuando a substituiçãoX[k] = R[k] + jI[k],
ondeR[k] e I[k] representam, respectivamente, a parte real e
a parte imaginária deX[k], reorganiza-se a última equação e
obtém-se [5]

x[i] =
R0

N
+

2

N

N
2

∑

k=1

[

R[k] cos

(

2πki

N

)

− I[k] sin

(

2πki

N

)]

.

Realizando uma comparação direta entre a equação acima e a
Equação (1), identificam-se as relações

ak =
2R[k]

N
e bk = −

2I[k]

N
.

para k = 1, 2, . . . , N/2. Adicionalmente, o períodoT é
trocado pelo comprimentoN e, no limite do somatório,N
é substituído porN/2. Desse modo, as médias de Bruns são
redefinidas e o Teorema 2 é enunciado.

Definição 2: A 2k-ésima média alternante de Bruns,
B̃2k(α), relacionada a uma seqüênciax[i], com N pontos,
é definida por

B̃2k(α) =
1

2k

2k−1
∑

m=0

(−1)mx

[

m
N

2k
+ αN

]

. (5)

Teorema 2:As componentesR[k] e I[k] deX[k] = R[k]+
jI[k], k = 1, . . . , N/2, da transformada discreta de Fourier de
uma seqüência realx[i], com N pontos, são calculadas por

R[k] =
N

2

⌊ N
2k⌋

∑

l=1,3,...

µ(l)B̃2kl(0), (6)

I[k] = −
N

2

⌊ N
2k⌋

∑

l=1,3,...

µ(l)(−1)
(l−1)

2 B̃2kl

(

1

4kl

)

. (7)

As componentesX[k], k = N/2 + 1, . . . , N − 1, são obtidas
por simetria. De forma análoga à AFT simplificada original,
a obtenção de todas as componentesX[k] envolve N/2
multiplicações e cerca deN2/8 adições.

III. A T RANSFORMADA DISCRETA DEFOURIER

NÃO-UNIFORME V IA AFT

A. A Transformada Discreta de Fourier Não-Uniforme

A transformada discreta de Fourier não-uniforme de uma
seqüênciax[i], de comprimentoN , é definida como

X(zk) =

N−1
∑

i=0

x[i]z−i
k , k = 0, 1, . . . , N − 1, (8)

onde z0, z1, . . . , zN−1 são pontos distintos localizados arbi-
trariamente no planoz. O cálculo da NDFT de um vetorx é
escrito como uma multiplicação matricial

X = Dx.

A NDFT inversa é calculada com o uso da matrizD
−1,

cuja existência é assegurada e cuja obtenção envolveO(N3)
operações [2].

Quando se deseja simplesmente avaliar o espectro de um
sinal em freqüências não amostradas por uma DFT, um caso
particular da NDFT pode ser considerado. Para isso, introduz-
se o parâmetroβ, 0 < β < 1, responsável por deslocar os
pontos que, na freqüência, seriam amostrados por uma DFT;
na Equação (8), basta escolherzk = e

j2π(k−β)
N . Isso resulta na

definição a seguir.
Definição 3: A transformada discreta de Fourier não-

uniforme de uma seqüênciax[i], i = 0, 1, . . . , N − 1, é a
seqüênciaX[k], k = 0, 1, . . . , N − 1, cujas componentes são
calculadas por

X[k] =
N−1
∑

i=0

x[i]e
−j2π(k−β)i

N , k = 0, 1, . . . , N − 1. (9)

Teorema 3:A transformada discreta de Fourier não-
uniforme inversa de uma seqüênciaX[k], k = 0, 1, . . . , N−1,
é a seqüênciax[i], i = 0, 1, . . . , N −1, cujas componentes são
calculadas por

x[i] =
1

N

N−1
∑

k=0

X[k]e
j2π(k−β)i

N , i = 0, 1, . . . , N − 1. (10)

Demonstração: A prova desse teorema parte da subs-
tituição da Equação (9), com o índicei trocado porr, na
Equação (10).
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Desse ponto em diante, o termo transformada discreta de
Fourier não-uniforme refere-se à definição apresentada na
Equação (9). O exemplo a seguir ilustra sua aplicabilidade.

Exemplo 1:Deseja-se analisar a freqüênciaf = 2062,5 Hz
num sinalx[i], de comprimentoN = 64, obtido mediante
amostragem de um sinal contínuox(t) à freqüênciafs =
8000 Hz. A componente espectral associada af é dada por

k − β = f
N

fs
= 2062,5

64

8000
= 16,5.

Portanto, na Equação (9), calcula-seX[17], com β = 0,5.
A forma mais eficiente de realizar o cálculo propriamente

dito de uma componenteX[k], como no exemplo acima,
é através do algoritmo de Goertzel. Para cada componente
calculada, são necessáriasMG(N) multiplicações eAG(N)
adições reais, dadas por [3]

MG(N) = N + 4,

AG(N) = 2N + 2.

B. NDFT Via AFT

Nesta subseção, mostra-se como as componentes da trans-
formada discreta de Fourier não-uniforme de uma seqüência
podem ser calculadas através da AFT. Duas abordagens são
propostas. A primeira delas consiste, basicamente, em modi-
ficar a seqüênciax[i], cuja NDFT deve ser calculada, e gerar a
seqüênciâx[i]. A AFT é aplicada âx[i] conforme descrito na
Seção II-A. Na segunda abordagem, a expressão para o cálculo
das médias de Bruns é alterada e a AFT é, então, aplicada à
própria seqüênciax[i].

1) Abordagem 1 (AFT1): Como ponto de partida, reescre-
ve-se a Equação (10), que expressa a NDFT inversa, como

x[i] =
1

N
e−

j2πβi
N

N−1
∑

k=0

X[k]e
j2πki

N , i = 0, 1, . . . , N − 1.

Daí, define-se a seqüência

x̂[i] = x[i]e
j2πβi

N =
1

N

N−1
∑

k=0

X[k]e
j2πki

N , i = 0, 1, . . . , N − 1.

Observando a equação acima, percebe-se queX[k], k =
0, 1, . . . , N − 1, equivale à DFT dêx[i], i = 0, 1, . . . , N − 1.
Esta última seqüência é, entretanto, complexa, podendo ser
escrita comôx[i] = x̂R[i]+jx̂I [i], ondex̂R[i] e x̂I [i] denotam,
respectivamente, a parte real e a parte imaginária dex̂[i].
Nessas condições, aplica-se a AFT separadamente ax̂R[i] e a
x̂I [i]. Como resultado, obtém-se as seqüênciasX̂R[k] e X̂I [k],
que compõemX[k] = X̂R[k] + jX̂I [k].

Um fator que permite avaliar a praticidade do procedimento
descrito é a complexidade aritmética que o mesmo demanda.
Assim, com o objetivo de realizar uma comparação com o
algoritmo de Goertzel, determina-se o número de multipli-
cações e o de adições reais envolvidas na obtenção de uma
componente específica da NDFT via AFT.

A obtenção de uma componentêXR[k] requer, no cálculo
das médias de Bruns,2⌊(N/2k + 1)/2⌋ multiplicações por
fatores de escala, as quais podem incorporar as multipli-
cações porN/2 nas Equações (6) e (7). Para somar as

médias, 2(⌊(N/2k + 1)/2⌋ − 1) adições são necessárias;
2
∑⌊N/2k⌋

l=1,3,...
(2lk − 1) adições de amostras são requeridas para

obter todas as médias. Esses mesmos números de multipli-
cações e adições estão envolvidos no cálculo deX̂I [k]. A
obtenção deX[k] por X̂R[k] e X̂I [k] requer mais2 adições.
Assim, o número total de multiplicações e o de adições
requeridos para o cálculo de uma componenteX[k] são dados,
respectivamente, por

M1(N, k) = 4

⌊

N + k

2k

⌋

, (11)

A1(N, k) = 4







⌊

N − k

2k

⌋

+

⌊ N
2k⌋

∑

l=1,3,...

(2lk − 1) +
1

2






. (12)

A complexidade aritmética determinada pelas Equações
acima é consideravelmente menor que aquela associada ao
algoritmo de Goertzel. No entanto, para que a AFT seja
aplicada, é necessário obter as amostrasx̂[i] usadas no cálculo
das médias de Bruns. Numa situação extrema, em que se
precise obterx̂[i] para i = 0, 1, . . . , N − 1, cerca de2N
multiplicações reais extras seriam necessárias. Isso tornaria a
AFT ineficiente, quando comparada ao algoritmo de Goertzel.

A estratégia para diminuir o número de operações requeri-
das por essa abordagem é, então, considerar apenas os termos
em quel = 1 nos somatórios das Equações (6) e (7). Esses
termos estão associados a uma freqüência específicaf . Os
termos em quel = 3, por sua vez, estão associados à
freqüência3f e serão significativos apenas se essa freqüência
estiver presente no sinal analisado. Fato análogo acontecepara
os termos em quel ≥ 5 (l ímpar). Em cenários em que é
possível a presença e é necessária a análise de apenas algu-
mas componentes espectrais, a condição descrita é facilmente
respeitada, tornando, portanto, a consideração inicial válida.

Assumindo a realização do truncamento descrito acima,8k
multiplicações são requeridas na obtenção de amostrasx̂[i]
necessárias ao cálculo das4 médias de Bruns mais significa-
tivas. Seguindo um raciocínio análogo ao desenvolvido para
derivar as Equações (11) e (12), chega-se ao número total de
multiplicações,M1,T (N, k), e ao de adições,A1,T (N, k), para
se obter uma componenteX[k], que são dados por

M1,T (N, k) = 8k + 4,

A1,T (N, k) = 8k − 2.

Nas Equações acima, o subscritoT refere-se ao truncamento
realizado.

2) Abordagem 2 (AFT2): É possível calcular componentes
X[k] da NDFT de x[i] a partir de uma modificação na
Definição 2. Sendof a freqüência que se deseja analisar e
considerando o cenário descrito no Exemplo 1, os parâmetros
k e β são obtidos por

k − β = f
N

fs
.

Após algumas manipulações, a última equação é reescrita
como

k = f
N

(

fNfs

fN+fsβ

) = f
N

f ′
s

.
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Observando a última expressão, pode-se afirmar que, caso
o sinal x(t) tivesse sido amostrado a uma freqüênciaf ′

s,
produzindo uma seqüênciāx[i], i = 0, 1, . . . , N − 1, a
freqüênciaf estaria associada à componenteX̄[k] da DFT
dessa seqüência. É como se o ajusteβ, em vez de ter
sido aplicado à amostragem espectral, como anteriormente,
tivesse sido incorporado à freqüência de amostragem usada
no processo de discretização dex(t). Assim, o cálculo de
X̄[k] = R̄[k] + jĪ[k] implicaria usar as Equações (6) e (7),
que incluiriam médias de Bruns computadas a partir de

B̃2k(α) =
1

2k

2k−1
∑

m=0

(−1)mx̄

[

m
N

2k
+ αN

]

. (13)

Como não se dispõe da seqüênciax̄[i], usam-se as relações
x[i] = x(i/fs) e x̄[i] = x(i/f ′

s) para verificar que

x̄[i] = x

[

i

(

1 +
βfs

fN

)]

.

Substituindo o resultado da relação acima na Equação (13),
obtém-se a seguinte expressão para as médias de Bruns:

B̃2k(α) = 1

2k

2k−1
∑

m=0

(−1)mx
[

(

m N
2k + αN

)

(

1 + βfs

fN

)]

. (14)

Utilizando essa abordagem, a análise espectral com precisão
da freqüência desejada é factível, não havendo necessidadede
se obter qualquer componente da seqüênciax̂[i], anteriormente
introduzida. O número de multiplicações,M2(N, k), e o de
adições,A2(N, k), envolvidas na presente abordagem, são

M2(N, k) = 2

⌊

N + k

2k

⌋

, (15)

A2(N, k) = 2







⌊

N − k

2k

⌋

+

⌊ N
2k⌋

∑

l=1,3,...

(2lk − 1)






. (16)

Se o truncamento descrito anteriormente for considerado, a
vantagem computacional desta segunda abordagem torna-se
maior ainda. Nesse caso, o número de multiplicações,M2,T ,
e o de adições,A2,T , valem

M2,T (k) = 2,

A2,T (N, k) = 4k − 2.

IV. A NÁLISE ESPECTRALNÃO-UNIFORME V IA AFT

Nesta seção, a aplicação da NDFT via AFT à análise espec-
tral não-uniforme é discutida. Focaliza-se uma situação emque
se pretende verificar, com determinada precisão, a presençade
freqüências específicas num sinal. Assume-se que os tons a
serem detectados não estão espaçados de maneira uniforme
ao longo do espectro. Portanto, o uso de uma DFT com
comprimento prático não provê a resolução necessária. Esteé o
motivo que torna essencial o emprego da NDFT, por exemplo,
na detecção de sinaisdual-tone multifrequency(DTMF) [3],
cujo cenário é usado como referência na descrição a seguir.

Um sinal DTMF ideal é composto pela soma de dois tons
senoidais. Um desses tons pertence a um grupo de freqüências
baixas (697Hz, 770Hz, 852Hz e 941Hz), associado às linhas
do teclado DTMF; o outro pertence a um grupo de freqüências

altas (1209Hz, 1336Hz, 1477Hz e 1633Hz), associado às
colunas do mesmo teclado [3]. Cada combinação específica
entre uma freqüência baixa e uma alta representa um dos 16
símbolos presentes no teclado (0–9, A–D,∗, #).

A. Componentes Espectrais

Dentre os diversos requerimentos necessários à concepção
de um detector DTMF comercial, a capacidade de avaliar a
energia associada a cada uma das 8 freqüências padrão é de
fundamental importância [3]. Esse é o aspecto que é tratado
no presente trabalho. A execução dessa tarefa requer, inicial-
mente, a determinação do tamanho das janelas a serem usadas
na aplicação do algoritmo. Nesse contexto, mostra-se que
janelas de comprimentoNL = 212, para as freqüências baixas,
eNH = 106, para as altas, atendem às exigências relacionadas
à duração e à variação sobre as freqüências operacionais do
sinal recebido [9]. Daí, aplicando o mesmo procedimento do
exemplo apresentado na Seção III-A, determina-se a compo-
nente espectral associada a cada freqüência. A componente
referente af = 697 Hz, por exemplo, é

k − β = 697
212

8000
= 18,47,

ou sejak = 19 e β = 0,53.

B. Médias Alternantes

Considere-se a detecção da freqüênciaf = 697 Hz pela
aplicação da AFT. Usando a Equação (6), parak = 19 e
N = 212, verifica-se que as seguintes médias alternantes de
Bruns são necessárias ao cálculo deR[19]:

B̃38(0), B̃114(0), B̃190(0).

Analogamente, o cálculo deI[19] requer as médias:

B̃38

(

1

76

)

, B̃114

(

1

228

)

, B̃190

(

1

380

)

.

Cada uma das médias requeridas é calculada aplicando-se
ao sinal que se deseja analisar a Equação (5), se a primeira
abordagem for utilizada, e a Equação (14), caso se opte pela
segunda abordagem. Neste ponto, observa-se que amostras
do sinal em instantes de tempo discreto não-inteiros são
necessárias. Uma vez que tais amostras não estão disponíveis,
procedimentos de interpolação são requeridos para que as
mesmas sejam estimadas.

Em [8], técnicas para interpolação em transformadas arit-
méticas são propostas. Entre elas, destaca-se a de interpolação
ideal, que permite obter o valor exato do sinal no respectivoin-
stante de tempo discreto não-inteiro. Naturalmente, a aplicação
deste procedimento eleva consideravelmente o custo computa-
cional da AFT. Como a principal vantagem das transformadas
aritméticas é a baixa complexidade, quando comparada aos
métodos usuais para o cálculo de transformadas discretas, nos
resultados apresentados a seguir, opta-se por utilizar apenas
interpolações de ordem um e de ordem zero para estimar as
amostras não disponíveis. Na primeira opção, cada amostra a
ser estimada requer uma multiplicação e uma adição extras;
na interpolação de ordem zero, nenhuma operação aritmética
extra é necessária, uma vez que, simplesmente, utiliza-se a
amostra disponível mais próxima.
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C. Simulações e Resultados

A implementação das duas abordagens desenvolvidas para
o cálculo da NDFT via AFT foi realizada no Matlabc©.
Para fins de comparação, o cálculo através da Equação (9),
que seria efetuado pelo algoritmo de Goertzel, foi também
implementado. Para cada uma das freqüências DTMF, foi
gerado um sinal discreto na forma

x[i] = cos

(

2πfi

fs

)

, i = 0, 1, . . . , N − 1, (17)

onde fs = 8000 Hz, ao qual os algoritmos mencionados
foram aplicados visando à obtenção da componenteX[k] de
interesse.

No caso particular da detecção da freqüênciaf = 697 Hz,
foi gerado um sinal na forma da Equação (17), comN = 212.
O valor de|X[19]|2, β = 0,53, foi então computado via algo-
ritmo de Goertzel, AFT1, AFT1,T , AFT2 e AFT2,T (usando
interpolações de ordem um e de ordem zero). Na Tabela I, os
resultados obtidos são apresentados. Tomando como referência
o algoritmo de Goertzel, verifica-se que a diferença entre o
valor de|X[19]|2 computado por uma AFT e aquele obtido por
sua versão truncada é desprezível. Esse resultado se mantém
para os outros tons DTMF. Assim, no cenário considerado,
constata-se a validade de utilizar apenas os algoritmos AFT1,T

e AFT2,T , os quais, conforme exposto na seção anterior,
demandam complexidade aritmética mais baixa.

TABELA I

VALORES DE |X[19]|2 OBTIDOS PELA APLICAÇÃO DE DIVERSOS

ALGORITMOS AO SINAL x[i] (f = 697 HZ, N = 212, fs = 8000 HZ).

Goertzel AFT1 AFT1,T AFT2 AFT2,T

Int. Ordem1 106,13 103,33 103,20 103,37 103,37

Int. Ordem0 106,13 104,85 104,53 105,50 104,66

Calcular o valor de|X[k]|2 = R[k]2 + I[k]2 permite
avaliar a energia associada à respectiva freqüência físicaf .
Este procedimento equivale a aplicar ao sinal sendo analisado
um filtro passa-faixa em quef é a freqüência central, ou
seja, a freqüência que recebe maior ganho. Baseando-se nessa
interpretação, é possível traçar curvas nas quais se observa
a resposta às freqüências em torno def e comparar as
diversas alternativas abordadas ao longo deste trabalho. Com
esse propósito, para cada sinal com freqüência na faixaf =
697±200 Hz (com passo igual a1 Hz), o valor de|X[19]|2 foi
computado. Os resultados obtidos estão ilustrados nas curvas
das Figuras 1 e 2. Além disso, apresenta-se na Tabela II
o número de multiplicações e o de adições necessários à
obtenção deX[19].

D. Discussão

Na Figura 1, onde se utiliza interpolação de ordem um,
verifica-se que a curva obtida pela AFT1,T está, praticamente,
superposta àquela obtida pelo algoritmo de Goertzel. O único
aspecto em que se observa alguma disparidade é a altura do
lóbulo principal, que, devido ao truncamento (vide Tabela I),
é ligeiramente menor, tanto para aAFT1,T quanto para a

TABELA II

COMPLEXIDADE ARITMÉTICA ENVOLVIDA NO CÁLCULO DA COMPONENTE

X[19] (f = 697 HZ (N = 212, fs = 8000 HZ).

Interpolação – Ord. 1 Ord. 0

Goertzel AFT1,T AFT2,T AFT1,T AFT2,T

# Multiplic. 216 308 78 156 2

# Adições 426 302 150 150 74

AFT2,T . A curva obtida por essa última abordagem também é
bastante semelhante àquela gerada via algoritmo de Goertzel.
Nesse caso, destaca-se a largura dos lóbulos secundários que,
devido ao ajuste aplicado à freqüência de amostragem, são
ligeiramente mais estreitos (basta observar os pontos em que
a curva pontilhada passa pelo zero).

Na Figura 2, onde interpolação de ordem zero é empregada,
as tendências da Figura 1 são mantidas. Adicionalmente,
verifica-se, para as duas abordagens utilizadas, à medida que
a freqüência se afasta da freqüência central, uma gradativa
disparidade em relação à curva obtida pelo algoritmo de
Goertzel. Todavia, uma vez que o formato do lóbulo principal
é mantido, a análise com precisão na freqüência de interesse
não é comprometida.

Em termos de complexidade aritmética, a alternativa que
merece maior destaque é a que usa a AFT2,T com interpolação
de ordem zero. Ao custo de apenas duas multiplicações
e de um número de adições que é menos da metade do
requerido por outras alternativas, essa implementação é ca-
paz de prover resultados satisfatórios, como se pode avaliar
nas curvas expostas. Naturalmente, quando se deseja analisar
um conjunto específico de freqüências, combinações entre as
opções propostas são válidas, uma vez que a sensibilidade às
interpolações realizadas deve variar. Isso pode ser visualizado
na Figura 3, onde se ilustra a aplicação da AFT2,T , com
interpolações de ordem um e zero, à análise def = 1209 Hz
(N = 106, fs = 8000 Hz). Para essa freqüência, tem-se

k − β = 1209
106

8000
= 16,02,

ou sejak = 17 e β = 0,98. Na referida figura, percebe-se
que a diferença entre as curvas obtidas via AFT e a obtida
usando o algoritmo de Goertzel é mais aparente. Isso acontece
porque, quanto mais elevada a freqüência de um sinal, para
uma freqüencia de amostragem específica, maiores são os erros
cometidos na estimativa de amostras em instantes de tempo
não-inteiros.

V. CONCLUSÕES

Este trabalho propõe um novo procedimento para a reali-
zação de análise espectral não-uniforme, baseado na transfor-
mada aritmética de Fourier. A partir da teoria desenvolvida
e dos resultados discutidos, é possível concluir que a AFT é
uma ferramenta com alto potencial de aplicação. Por oferecer
diversas alternativas de implementação, esse algoritmo é capaz
de se adaptar a requisitos de precisão e de custo distintos.
Nesse sentido, a forma como a amostragem espectral não-
uniforme é realizada e a ordem da interpolação empregada
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Fig. 1. Resposta em freqüência (magnitude ao quadrado) para análise def = 697 Hz (interpolação de ordem um).
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Fig. 2. Resposta em freqüência (magnitude ao quadrado) para análise def = 697 Hz (interpolação de ordem zero).

são aspectos de fundamental importância. Tais características
devem ser escolhidas de modo a balancear o número de
operações aritméticas necessárias e a diferença em relaçãoao
resultado da NDFT implementada por métodos usuais.
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Fig. 3. Resposta em freqüência (magnitude ao quadrado) para análise de
f = 1209 Hz (interpolações de ordem um e zero).
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