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Analise Estatistica do Algoritmo LMS
Largamente Linear e Calculo do Atraso Otimo
para Equalizagao Largamente Linear.

Francisco J. A. de Aquino, Carlos A. F. da Rocha e Leonardo S. Resende

Resumo — Este artigo apresenta uma analise estatistica do
algoritmo LMS largamente linear. Modelos analiticos para o
comportamento do vetor de coeficientes e do erro quadratico
médio sao derivados. Estes novos modelos permitem a
determinacio do comportamento transitério e o estado
permanente do algoritmo que podem ser iteis para propoésitos
de projeto. Além disso, sao desenvolvidas expressoes para o
cilculo do atraso o6timo no caso de uma equalizacio
largamente linear de um canal de comunicac¢io. Simulacoes de
Monte Carlo mostram uma excelente concordincia com os
resultados tedricos na predicio do comportamento do
algoritmo.

Palavras-Chave -  Algoritmo LMS, processamento
largamente linear, filtragem adaptativa, equalizacio de canal.

Abstract — This paper presents a statistical analysis of the
widely-linear LMS algorithm. Analytical models are derived
for the mean weight-error vector and the mean square error
behaviors. These new models allow the determination of the
transient behavior and steady-state results that should prove
useful for design purposes. Furthermore, expressions are
developed for calculating the optimum delay in the case of a
widely linear communication channel equalization. Simulation
experiments show excellent agreement with theoretical results
in predicting the convergence behavior of the algorithm.

Keywords— LMS algorithm, widely linear processing,
adaptive filtering, channel equalization.

I. INTRODUCAO

Em algumas aplicacdes de filtragem adaptativa, tais
como a transmissido de dados reais (M-PAM ou BPSK) ou
OQAM (offset quadrature amplitude modulation) por um
canal complexo, o sinal recebido € imprdprio [1].

Um vetor de sinal complexo x ¢ impréprio
(rotacionalmente variante ou ndo circular) se a sua matriz
de pseudo-covaridncia Ex = E{(x - E{x}) (x - E{x})"} é ndo
nula [2, 3], onde (.)” denota a operagiio de transposigio e
E{.} denota a operacdo de esperan¢a matemadtica. Quando o
sinal € imprdprio, os filtros largamente lineares podem
alcangar um desempenho significativamente maior que uma
filtragem linear convencional [1, 2, 3, 4]. Nestes casos, o
algoritmo LMS (least mean square) largamente linear
(LMS-LL) ¢ atualmente o método mais popular para ajustar
os coeficientes do filtro [1, 4, 5, 6].
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O projeto de um filtro adaptativo € facilitado pela
disponibilidade de modelos analiticos que sdo capazes de
predizer o comportamento do algoritmo utilizado na
atualizagdo dos parametros do filtro.

Este artigo prové uma andlise estatistica do algoritmo
LMS-LL. Um modelo simples é obtido, permitindo a
determinacdo das condi¢des necessdrias para a estabilidade
do algoritmo, o seu comportamento transiente e de regime
permanente. Estes resultados tedricos novos podem servir,
por exemplo, como diretrizes fidedignas para o projeto de
equalizadores  largamente lineares.  Adicionalmente,
apresenta-se uma andlise do atraso 6timo para o caso de
equalizagdo largamente linear usando o algoritmo LMS-LL.
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Fig. 1. Filtragem transversal largamente linear.
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II. FILTRAGEM LARGAMENTE LINEAR
A Figura 1 ilustra o esquema de filtragem largamente
linear ndo adaptativa, onde f e g sdo filtros transversais
representados por vetores de coeficientes Nx1, ()* indica a
operagdo de conjugagdo complexa e X(n) = [x(n), x(n-1), ...,
x(n-N+1)]" o vetor de entrada. O sinal de entrada x(n) e o
sinal desejado d(n) sdo modelados como processos
estocdsticos estaciondrios, gaussianos e de média nula, com
varidncia ¢;* e g%, respectivamente.
O erro de estimagdo € dado por:

e(n)=d(n)~ y(n)
=d(n) - yp (n) = yg(n)

=d(n)-wun), (D
onde
_| x(m)
U(n) - |:Xk (n):|2le ’ (2)
w= |:f:| , 3)
g 2Nx1

e H denota transposicdo Hermitiana (i.e., transposi¢do
combinada com conjugacdo complexa).

O vetor de coeficientes w € escolhido de tal forma que o
erro quadratico médio (MSE) seja minimizado:



XXVI SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICACOES - SBrT 2008, 03-06 DE SETEMBRO DE 2008, RIO DE JANEIRO, RJ

1) = Effeln) } =7 v w-wv v ow,

onde > =E{ld(n)I*} é a variancia de d(n),

)

R=E{x(n)x"(n)} é a matriz de autocorrelagio NxN de x(n),
S=E{x(n)x"(n)} é a matriz de pseudoautocorrelagio NxN de
x(n),

v=E{u(n)d’ (n)}{?} : (©6)

2Nx1

p=E{x(n)d"(n)} é vetor Nx1 de correlacio cruzada entre
x(n) e d(n), e q=E{x"(n)d" (n)} é o vetor Nx1 de pseudo
correlagdo cruzada entre o vetor x(n) e d(n). O vetor 6timo é
dado por [1, 2]:

w,, =U'v, )
assumindo que U é ndo singular. Substituindo (7) em (4)
chega-se ao MSE minimo:
2 p—

J i =04

min _VHU_IV : (8)

H o2
vw, =0,

II. ALGORITMO LMS LARGAMENTE LINEAR
O algoritmo adaptativo para atualizar o vetor de
coeficientes w € muito similar ao algoritmo LMS
convencional. O gradiente instantdneo do vetor de erro

quadratico J(n) = le(n)* é dado por:

(m)d (n) ()" () (n)
(n)(d" (n) " (m)w(m)) )
=—u(n)e (n),

e a relacdo recursiva para atualizagdo do vetor de
coeficientes do algoritmo LMS-LL € dada como segue [1,7]:

VJ(n)=-u

w(n) = w(n-1) + pe*(n)u(n), (10)
onde e(n) =d(n)-w(n—-1)"u(n) é o erro de estimago e u

¢ o passo de adaptagdo do algoritmo.
IV. ANALISE EsTATISTICA

Nesta se¢@o € detalhada a anélise estatistica do algoritmo
LMS-LL. Em [7], é feita a mesma andlise para o algoritmo
LMS, mas considerando que o passo de adaptagdo &
“pequeno”. Aqui, esta hipdtese ndo serd considerada,
podendo o passo de adaptagdo assumir valores “grandes”,
ou seja, préximo a um valor maximo.

A. Comportamento médio do vetor de coeficientes

Usando (1) e calculando o valor esperado em ambos os
lados de (10) encontra-se

n—1)}+uE{u(n)d (n)} (11)
—UuE u(n)u“(n)w(n—l)}.

Desprezando a dependéncia estatistica entre o vetor de
coeficientes e o vetor de sinal, de (11) obtém-se:

E{w(n)} = E{w(n—1)} + uv— pUE{w(n-1)}

12)
= (I—,uU)E{w(n—l)}+,uv,

onde I é uma matriz identidade. A Equagdo (12) € uma
recursdo deterministica para o comportamento médio do
vetor de coeficientes do algoritmo LMS-LL. Fazendo n —
oo, 0 valor em regime permanente deste vetor € dado por:

wmzlimE{w(n)}=U‘lv=w (13)

opt >
n—eo P

o qual corresponde ao filtro 6timo em (7). Definindo o vetor
de erro como

&(n)=w(n)-w,, (14)
e substituindo por w(n) em (10) e (12) chega-se a
8(n)=8(n—l)+,ue* (n)u(n) (15)

E{e(n)} = (I-uU) E{e(n—1)} = (1- £U)"£(0), (16)

que é uma recursio para o comportamento médio do vetor
de erro. Usando a transformagdo de similaridade para a
matriz U, obtém-se:

E{e(n)} =(1-4QAQ") £(0)

( a7
=Q(I-uA) Q"¢(0),
onde A é uma matriz diagonal consistindo dos autovalores
de U, que estdo associados aos autovetores da matriz
unitaria Q.
Do equacionamento acima, segue que a condigdo para a
convergéncia do algoritmo LMS-LL é

0<,u<i, (18)

A

max

onde 4,,,, € o maior autovalor da matriz U.
B. Comportamento médio do erro quadrdtico

Usando (14), o erro de estimagdo pode ser descrito como
19)

e(n)=d(n)~(s(n-1)+w,,) u(n).

A partir da equacdo acima, pode ser mostrado que
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opt

(20)

Calculando o valor esperado em ambos os lados de (20) e
desprezando as dependéncias estatisticas de d(n) e u(n) com
respeito a g(n—1), obtém-se

E{|e(n)|2} = 0'3 - VHE{S(n—l)}— VHWDPI —E{s” (n—l)}v
—E{e" (n-1)}v+er (UK (n-1))+ E{e” (n-1)} Uw,,,

—WOHPIV+WZ,IUE{8(H—1)}+WOPIUW
21

onde K(n—1)=E{g(n—1)e"(n—1)} é a matriz de correlagiio
do vetor de erro &(n—1). Pés-multiplicando (15) por sua
transposta e calculando o valor experado tem-se:

K(n-1)=K(n-2)+uE{e(n-2)u" (n-1)e(n-1)}
+,uE{e* (n—l)u(n—l)s” (n—2)}

+,L12E{u(n—l)e* (n—l)uH (n—l)e(n—l)}.

(22)

Assumindo que u(n-1) e e(n-1) sdo conjuntamente
guassianos de média zero, a ultima parcela do valor
esperado em (22) pode ser calculado usando o teorema da
fatoracdo dos momentos de varidveis conjuntamente
gaussianas [8]. Negligenciando novamente a dependéncia
estatistitica de e(n-1) e u(n-1) com £(n—2), obtém-se:

K(n-1)=K(n-2)-uK(n-2)U-uUK(n-2)

+4 (UE{S(n—Z)}E{sH (n-2)}+ E{|e(n—1)|2})U
(23)
onde

E{le(n-1)1?} = J,., + tr(UK(n-2))

= Jmin + Jex(n_ 1 )’ (24)

Jex(n—1) corresponde ao erro quadritico médio em excesso
no instante n—1 e (") denota o traco de (). Segue que (24)
pode ser escrita como:

K(n-1)=K(n-2)-u(K(n-2)U+UK (n-2))
+ 12 (UE{e(n-2)} E{e" (n-2)}U)

+ 12° (1 g +1r (UK (- 2)) ) UL

min

(25)

Entdo, (25) € uma recursdo para matriz de correlag@o
do vetor de erro de coeficientes.
Fazendo n—e em (24), obtém-se o erro quadraitico
médio em regime permanente, que é dado por

Joo =lim,, ., E{e* (n—1)}
= Jmin T11TUK ]
= ‘]min + JL’X (oo) 4 (26)

onde K.=lim, ..K(n—1). De (25), obtém-se entdo que o
erro quadratico médio em excesso é
Jop () =1r (UK,,)

,utr(U)
=——"—J 27
2—prr(U) "D 7
e
,utr(U)
Joo =J in | 1 +——————= |- 28
= mm( 2~ pir (U) 29)
Finalmente, o desajuste ¢ dado por
J, (o0 tr(U

Jow  2—ur(U)

Desde que ¢ precisa ser um valor finito, o limitante
superior de u para a estabilidade do algoritmo LMS LL &

2
tr(U) .

A Tabela I apresenta o sumario do modelo desenvolvido.

M < (30)

Tabela I. Modelo Largamente Linear

Inicializagdo:

2 H
w(0) =0, &0) = -Wopr, 0 <t <——, K(0) = Wopr W ot
tr(U)
Regime permanente:
tr(U
W =W S =T+ (), §=—W( ) L&) =0
2—utr(U)

Comportamente transiente:

E{w(n)}= ( ,uU E{w (n=1)}+uv,
Efe(n)}=( £(0),
K(n—l):K(n—2)—,u(K(n—2)U+UK(n—2))
+ 122 (UE{e(n-2)} E{e” (n-2)}U)
+ 12 (1 o +1r (UK (n-2)) ) U,

min

E{le(n_l)lz} = Jmin + Jex(n_l)

Quando aplicado a equaliza¢do com treinamento, o sinal
desejado d(n) é, em geral, uma versdo atrasada do sinal
transmitido a(n). O desempenho do equalizador ¢
fortemente influenciado por este atraso [9]. Por este motivo,
na proxima secdo, ¢ feita uma andlise do atraso 6timo para
a equalizag¢do adaptativa usando um algoritmo LMS LL.
Essa andlise € inspirada em [10], onde é encontrada uma
expressdo fechada para o cédlculo do atraso 6timo no caso de
um receptor usando equalizacdo cega fracionalmente
espacada.
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Fig. 2. Equalizador LL adaptativo treinado.

V. ATrRASO OTIMO PARA UM EqQuALIZADOR LL

Em sistemas de comunicacio é de fundamental
importancia o combate a interferéncia entre simbolos (IES)
provocada pelo canal de comunicacdo [11]. A reducdo da
IES pode ser conseguida pelo emprego de equalizadores
largamente lineares adaptativos [1].

Para o célculo do atraso 6timo A do equalizador LL
adaptativo, ver Fig. 2, serd considerado um canal complexo
de ordem L conhecido cuja resposta ao impulso é dada por
h = [hy, Ay, ..., hy]. Por questdo de simplicidade, na andlise
a seguir serd considerado que o canal é fixo. Note que esse
atraso 6timo leva em conta o atraso total do sistema canal +
equalizador.

Pode-se expressar o sinal de entrada x(n) do equalizador
LL, ver Fig. 2, por:

L

x(n) =2 ha(n=k)+n(n),

k=0

€2V)

sendo 7p(n) um ruido aditivo complexo, guassiano, de média
Zero com variancia o',,2 e a(n) um sinal pertencente a uma
constelacio real e variancia ¢,>. O vetor de dados x(n) pode
ser expresso por

X(n) = Ha(n) + 1(n), (32)
onde
h, h h, 0 0
po| O oA b 0 (33)
O 0 h A ok

¢ a matriz de convolugdo do canal com dimensdo Nx(L+N),
a(n) = [a(n) a(n-1) ... a(n-L-N+1)]" é o vetor de dados com
dimensdo (L+N+1)x1 e n(n) = [7(n) n(n-1) ... n(n-L-N+1)]"
¢ o vetor de ruido de mesma dimensio de a(n). E
considerado que N > L. Note que, devido a operacdo de
conjugacido complexa, o sinal a ser processado pelo
equalizador LL € u(n), ja definido em (2).

A. Atraso otimo para equaliza¢do ZF
Quando a relacdo sinal-ruido € alta, o ruido pode ser
desprezado e o equalizador LL pode ser visto como um
equalizador ZF (zero forcing). Neste caso, deseja-se que a
convolugdo do canal com o equalizador resulte em um
impulso atrasado. Sob algumas condigdes, é possivel que o
equalizador LL ZF equalize perfeitamente o canal [4, 12].

A convolug@o do canal com o equalizador LL pode ser
expressa por:

chz = hA’ (34)
onde H, = [H? H”], com H definido em (33), w, € um vetor
coluna com os coeficientes do equalizador segundo o
critério ZF ¢ h, é um vetor coluna com um elemento
unitdrio na posicdo A e zeros nas demais linhas, isto €, hy
representa um atraso A. Note que H, é uma matriz
retangular e o sistema (34) admite infinitas solucdes. Nessa
situagdo, para um certo atraso A, a solug@o procurada € a de
norma minima dada pelo cédlculo da pseudo-inversa de H:

= H: h,,

=(H'H,) H'h, (35)

onde H representa a pseudo-inversa de H.. Na presenca

de ruido na entrada do equalizador LL, a varidncia do ruido
na saida do sistema serd dado por

2 2. H

Oz pn =0, W, AW, A (36)

Logo, o objetivo é encontrar um atraso A de tal forma

que w,, possua a menor norma entre todas as possiveis

solugdes que geram atrasos de equalizagio variando entre 0

e N+L amostras. Portanto, considerando-se, uma

equalizacdo usando o critério ZF, o atraso 6timo € aquele

que seleciona a coluna da matriz pseudo-inversa que possui
a menor norma:

Aoy = arg mAin{"H:hAHZ} . 37)

B. Atraso otimo para equalizagdo MSE
Serd calculado agora o atraso A 6timo levando usando o
critério MSE. Inicialmente, note que, para o caso do canal
ser conhecido, o cdlculo do filtro 6timo expresso por (7)
pode ser calculado por [1]:
-1
w,, =(H/H +£1) H'h (38)
sendo ¢ = O',,z/ 0,2 a relagio sinal-ruido.
Para um equalizador LL 6timo w,,,, segundo o critério
MSE, com um dado atraso A de equalizagdo, o erro na

saida do equalizador, considerando que o ruido ¢ AWGN e
a fonte de sinal € i.i.d., pode ser expresso por:

e(n)=a(n=A)=w,u(n)
e( )= a( A)=wo,z.(n)+w,m.(n)
—4)-w,Hea, (n) + wym,(n),

N
IES residual ruido filtrado

(39

sendo z(n) = Hea,(n), a,(n) = [a(n) a"(n)]" e n(n) = [n"(n)
T]H(n)]T. Note que agora H.w, - hy # 0. A IES residual em
(39) pode ser escrita como

IES (n) =hja, (n)-w" Hla,(n)

=(h} -w" H! )a,(n)

opt

=al (n)(h,—-Hw,,).

(40)
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Considerando o ruido filtrado e a IES residual
independentes, podemos escrever o MSE resultante como

J(A)=o0 (h -H wm) (h -H wop,)+0' wop,wop,
2(hYh, -h{H W —w H'h, +w! H'HwW,,)
+ O';WUP,WW,
2(hih, -h{H W, —w H'h,)
+olw (,p,( +§I) W,

(41)
Aplicando (38) em (41), obtém-se:
H H
opt W()ptH h + W()ptH h )

+§1) H'h )

H, +&1) Hf)hA.

J(A)=0; (hih, —hH w,

=of(hth—th (m”

—o?n 1-H, (!
(42)

, sendo M

uma matriz quadrada, resulta no elemento da diagonal
principal correspondente a coluna e linha de indices A.
Logo, para a minimizagdo de J(A), segundo o critério MSE,
o atraso 6timo A deve ser escolhido de tal forma que

selecione o menor elemento da diagonal principal de

1-H_ (H! +§1)

Como h, é um atraso puro, o produto hY Mh,

. Em termos matematicos:

AopFMSE=argmAin{h (1 H,(H/H,+£1) H ) A}.(43)
VI. RESULTADOS DE SIMULACAO
Para verificar a precisdo dos resultados tedricos

apresentados nas ultimas secdes, aplica-se o modelo ao
problema de equalizacdo largamente linear de um canal
complexo, como mostrado na Fig. 2.

Considere um sinal a[k] pertencente a uma constelagio
4-PAM, uma relacdo sinal-ruido de 30 dB e um canal cuja
resposta ao impulso é dada por h = [0,519; 0,467+0,104;;
0,1413-0.47465; -0,3174+0,1455j; 0,3612+0,0689j]. Neste
exemplo, estamos considerando que os filtros f e g tém seis
coeficientes cada. A seqiiéncia de treinamento € d[k] = alk-
Aq], sendo A, um atraso igual a 3 amostras.

A Fig. 3 apresenta as curvas tedricas e simuladas (média
de 500 realizagdes) para o erro quadrdtico médio. Nota-se
que o comportamento previsto e o experimental apresentam
uma excelente concordancia. J4 a Fig. 4 mostra a evolugdo
dos valores dos coeficientes para o filtro f e os valores
preditos pelo modelo, obtido com a média de apenas 5
realizagdes. Observa-se que existe uma boa concordancia
entre o modelo tedrico e a simulagio.

A Tabela II compara o MSE obtido na simula¢do com o
resultado tedrico esperado e o erro tedrico de estado
permanente, considerando-se os dois valores de u
simulados. Novamente, existe uma boa concordincia entre
os valores tedricos e os obtidos por simulacdo.

A Fig. 5 compara o desempenho do equalizador em
fung¢do do atraso escolhido. Observe que atraso A; escolhido
para a equalizac@o do canal foi o atraso 6timo. Pela Fig. 5,
também € possivel perceber que o atraso 6timo, para uma
relagdo sinal-ruido de 20 dB, difere do atraso 6timo, usando
o critério MSE, quando a relacdo sinal-ruido é de 30 ou 40
dB. Como esperado, o atraso 6timo usando o critério ZF
independe da relagdo sinal-ruido. Entretanto, o equalizador
LL ZF apresenta um desempenho sempre inferior ao
equalizador LL MSE.

Foi verificado por meio de vdrias simula¢des que o atraso
6timo para um equalizador LL MSE serd o mesmo que para
um equalizador LL ZF se ambos tiverem o mesmo nimero
de coeficientes, a ndo ser que o nivel de ruido seja muito
alto (baixa relacdo sinal-ruido).

= Hmax
A=T3
10° i =
Hmax = 0,0336
g 10"} :
=
H
LA
107 A
[]
W .
minimo MSE para cada u
0 5000 10000 15000
Numero de iteragdes (1)
Fig. 3. Comportamento do MSE.
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Coeficientes
parte imagindria
[
,

1 I I 1 I I I
300 400 500 GO0 700 800 900 1000

Numero de iteragdes (1)

1 !
100 200

=N

Fig. 4. Valores teéricos e simulados para o filtro f.

Tabela II: comparagdes entre os MSE, A = 3, n = 15000

J(n) J(n) Jo
Simulagdo tedrico teorico
H1 0,00918 0,00844 0,00820
H2 0,00574 0,00640 0,00566
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1 U 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Atraso A

Fig. 5. Atraso 6timo segundo os critérios MSE e ZF para vdrias relacoes de
sinal e ruido.

VII. CONCLUSAO

Neste artigo, apresentou-se uma andlise estatistica do
algoritmo  LMS largamente linear. Recursdes
deterministicas foram encontradas para o erro quadratico
médio e para o comportamento médio do vetor de erro dos
coeficientes. Além disso, foram encontradas as condic¢des
para a convergéncia do algoritmo e o desajuste esperado,
trazendo um maior conhecimento sobre o comportamento
do algoritmo. Também foram encontradas expressdes
fechadas para o cdlculo do atraso 6timo de equalizacdo
quando o canal e a relagdo sinal-ruido sdo conhecidos ou
possuem boas estimativas. O atraso 6timo, usando os
critérios ZF ou MSE resultam no mesmo valor, a ndo ser
que a relagdo sinal-ruido seja baixa.
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