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Capacidade erro-zero de canaiassicos-ganticos

Rex A. C. Medeiro&, Francisco M. de Assis Romain Alleaumé, Hugues Randriaie Gérard Cohen

Resumo—A capacidade erro-zero de canais ganticos & de- 3) a capacidade adaptativa de Shor [6], em que o sistema
finida como sendo o supremo das taxas com que informag de medicao dos estados quanticos na saida do canal pode

clgssmae transmitida sem erro atraves de um cangl gantico variar segundo o resultado de medicdes passadas.
ruidoso. Neste trabalho,é feito um estudo da capacidade erro-

zero de uma classe importante de canais: 0s canaisaskicos- Todas estas capacidades preveem uma probabilidade de
quanticos. Mais especificamenteg¢ mostrado que o élculo da erro assintoticamente baixa (porém maior do que zero) para
capacidade erro-zero de tais canai® um problema puramente cpdigos cujas taxas se aproximam da capacidade do canal,
classmo: equlva_lente ao aculo gle} capa0|qa_1de erro-zero de um mesmo para o melhor esquema de codificacio.
canal classico discreto sem mefria especifico. . . .. .
Recentemente, Medeiros e Assis definiram a capacidade
Palavras-Chave— Capacidade erro-zero, canais qanticos, ca- erro-zero de canais quanticos [7], que & a taxa maxima em
nais clssicos-qanticos. _ que informagado classica pode ser transmitida atraeésn
Abstract—The zero-error capacity of quantum channels has an4| quantico com uma probabilidade de erro igual a zero. A
been defined as the supremum of the rates at which classical . .~ . .
information can be transmitted through a noisy quantum chamel capamdad_e erro-zero quantica (CE_ZQ)_ € uma generatbzag_
with a zero probability of error. In this work, we study the da capacidade erro-zero de canais discretos sem memoria,
quantum zero-error capacity of an important class of quantun  definida por Shannon em 1956 [8].
channels, the so-called classical-quantum channels. Morspe- Desde a sua definicdo, a CEZQ vem despertando um inte-
cifically, it is shown that the problem of finding the quantum oqqq crescente junto & comunidade cientifica. Recenteme
zero-error capacity of such channels is purely classical,ni the L. . L
sense that it is equivalent to the problem of finding the zero- Beigi e Shor [9] gstudaram a CompIeXIda(.?le algor!tmlca do
error capacity of a given classical discrete memoryless chael. Calculo da capacidade erro-zero de canais quanticos; mos
trando que a mesma pertence a classe de problemas QMA-
Keywords— Zero-error capacity, quantum channels, classical- ¢OmMpleto. Num outro trabalho, Duan e Shi [10] estudaram
guantum channels a CEZQ para o caso em que transmissores desejam se
comunicar comn receptores. Os autores mostraram uma ca-
racteristica inédita da capacidade erro-zero de canaistigos
gue nao se verifica no caso classico. Para m = 2, foi
Um dos principais objetos de estudo da teoria da informag@ostrado um canal quantico em que era possivel transmitir
classica [1] e da teoria da informacgao quantica [2] &lewdo informagdosem erroa uma taxa nao nula desde que fossem
da capacidade de canais. A capacidade de canais classictistos dois ou mais usos do canal, enquanto que com apenas
um nimero que indica a taxa assintbtica com que a infdimagim uso do canal nenhuma informacgao poderia ser transmitid
pode ser transmitida confiavelmente através do canal. PoNeste artigo sera estudada a CEZQ de uma classe im-
sua vez, 0s canais quanticos possuem diversas capacidpdemnte de canais quanticos, os canais classicogiqogn
dependendo do tipo de informacao a ser transmitidagicias que por sua vez & um caso particular dos canais de quebra
ou quantica), dos recursos fisicos empregados e do plotoade emaranhamento [11]. Sera mostrado que o problema de
de comunicacao. Para a transmissao de informac@sictfs encontrar a CEZQ de tais canais & puramente classico,i€ equ
estao definidas na literatura: valente a calcular a capacidade erro-zero de um determinado
1) a capacidade de Holevo-Schumacher-Westrmoreldnal classico discreto sem memoria. O artigo esta agdo
(HSW), definida como a taxa assintotica maxima na que®mo segue. Na Sec. Il & feita uma revisdo dos principais
a informacao classica pode ser transmitida confiavéonceitos relacionados a CEZQ. Os canais classicostiqog,
mente, usando codificacio e decodificacio quanti¢as [3em como algumas de suas propriedades, sao considerados ne
[4]; Sec. lll. A contribuicao deste artigo esta na Sec. IV, ®ad
2) a Capacidade auxiliada por entre|agamgﬁ’m que & CEZQ de canais ClaSSiCOS-QUéntiCOS & estudada. Por $im, a
0 supremo das taxas para transmissio de informaé@fclusdes sao apresentadas na Sec. V.
classica através de um canal quantico quando uma
quantidade ilimitada de entrelacamento esta dispbnive ||. CAPACIDADE ERRO-ZERO DE CANAIS QUANTICOS
entre o transmissor e o receptor [5];

I. INTRODUCAO
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mapeamento linear, completamente positivo e que preserva ®efinigo 1: Seja £(-) um canal quantico num espaco
traco dos operadores de densidatles {E,}, em queFE, sdo de Hilbert de dimensad. A capacidade erro-zero quantica
operadores de Kraus et satisfazendd_, EiE, = 1 [13]. (CEZQ) de&, denotada po (¥ (£), & o supremo das taxas
A saida do canal para uma entrggaé dada por alcancaveis com probabilidade de erro igual a zero,dsto *

1
E(pi) = Z EapiE]. (1) c® (€) = supsup - log K., (5)
a S n

O canal¢ & sem memoria quando n&o produz entrelagame®@® duel’, & o nimero maximo de mensagens classicas que o
entre varias saidas do canal, mesmo para entradas eattata Sistema pode transmitir sem erro, quando um cddigo de bloco

entre varios usos. Assim, a saida do canal para uma entré@rmo-zerq K, n) com alfabetaS & usado. . )
do tipo 5, = p;, ® -+ ® p;,, €m que sao feitos usos do Uma propriedade fundamental de estados quanticos & a
(3 n’

canal, & dada por distinguibilidade. Dois estados quanticos sao disfingis se,
e somente se, os espacos de Hilbert definidos pelos suportes
Em) = Elpi) @ - ®@E&(pi,) dos respectivos estados sao ortogonais. Dois estadofaps
- p1,p2 € S sdo ditos ndo-adjacentesse E(p1) e E(p2)
= @ﬂpij). ) sao distinguiveis. Neste caso, denotgsecp.. Se nao for
j=

possivel distinguir€(p,) de £(p2), entdop; e po sao ditos
O protocolo de comunicagao associado a capacidadezerco- seradjacentesPara um canal quantico dado, a CEZQ & maior
é resumido como segue. Define-se um subconjunto fifiitoque zero se, e somente se, existir pelo menos dois estanlos na
de estados quanticos no espaco de Hildérde dimenséao adjacentes. Um resultado importante que concerne os sstado
d, S = {pi,...,m}. Estes estados serédo, na verdade, emS & que o supremo na Eg. (1) pode sempre ser alcangado
alfabeto de um co6digo quantico de erro zero. O conjunto dasando um conjunt® composto somente de estados puros.
palavras-codigos de comprimento & um subconjunto das Dado um conjunto de estad8s= {|¢1),...,|¢;)} paraum
segliéncias de produtos tensoriais de estados&ledenotado canal quantic&, as relagdes de adjacéncia entre os estados de
por S®™, ou seja, ai-ésima palavra-codigo & dada par= S permitem construir um grafo caracteristi@ocomo segue:
piy, ®---®p;,, €M quep;, € S. Na saida do canal, Bob pode Ve = (1 0 ©6)
efetuar medicdegoletivas (entrelacadas). Isto significa que T
Bob espera a chegada dosstados correspondentes a palavra- ~ £(9) = {(6,4); [¥i) Lelvj)si # jsi,j € St (7)
codigo atualmente transmitida e efetua uma medicaomnogsto &, dois vertices estao conectados €nmse os estados
estados usando para isto um POVRbgitive Operator-Valued quanticos correspondentes eSnsao nao-adjacente& facil
Measurement{},, }, em que cada operador de medigdo verificar que o nimero maximo de mensagens que pode ser
@ um operador no espaco de Hilbert de dimeng&oEm transmitidas sem erro usando uma transmissao & dado pelo
resumo, o protocolo de comunicacdo empregado aqui &-sef@mnero de clique dg, K, = w(G), isto &, a cardinalidade
Ihante ao protocolo de Holevo-Schumacher-Westmoreldnd [§o maior sub-grafo completo dé. De maneira em geral,
[4]. em que palavras-codigos entrelagadas entre di¥arsos se produtos tensoriais de estados deS sao considerados,

do canal ndo s&o permitidas. _ “a CEZQ pode ser escrita da seguinte forma:
Antes de definir a capacidade erro-zero de canais quanticos 1
é conveniente a definicdo de um codigo. Um codigo dedsloc CO(&) = supsup — logw(G"), (8)
A - S n N
de erro zero quantic@k ,,n) de comprimenta e alfabetaS ; °
é definido como sendo composto de: em queg" & o grafon-ésimo produto de Shannon dg
1) um conjunto de indiceL, .. ., K, }, em que cada indice d€finido por:
esta associado a uma mensagem classica; V@g") = {1,...,1}" 9)

2) uma funcdo de codificacak” : {1,...,K,} — §®", E(G™)
gue associa a cada uma d&S, mensagens classicas
uma palavra codigo de produtos tensoriais de estados
de S;

S [11. CANAIS CLASSICOSQUANTICOS
3) uma fung¢do de decodificacdp : {1,...,m} — . . 5 - Q R
{1,..., Ky}, que associa deterministicamente e univo- Em teoria da informacdo quantica, um canal quantico

camente cada saidac {1,...,m} de uma medicao para o qual estad¢ll ® £)(I') & sempre separavel (mesmo

POVM {M; M,,} a uma mensagem classica corpara umrl’ entrelagado) &€ chamado de canal de quebra de
a seguinte E).ré).pjrieglade' "~ entrelagamentoefitanglement breaking channglgiorodecki

et. al[14] mostraram que canais de quebra de entrelacamento
Prg(Y =y) #i|X"=X"(1))=0Vie{l,...,K,}. podem ser escritos como:
3

= {1 tn,J1---Jn); %) Lel|tb;, ) para ao
menos uml < k < n;v;,), [¢;,) € S}(10)

. . - - i E(p) = At [pXi], 11
E facil verificar que a taxa de um codidé’,,, n) & dada por (o) ;0 o Xil (11)
polt log K, bits/uso (4) em que{o;} & uma familia fixa de estados quanticog’e; }
n define uma medicado POVM. O cartak chamado delassico-

Desta forma: guantico (c-q) seX; = |¢;){¢;|, em que{|;)} & uma base
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ortonormal, i.e., os operadores do POVM sao projetores 8e= {|¢1),...,|vq)}. Por fim, & mostrado que nao & possivel
dimensdo um. Por outro lado, g = |¢;)(1;| entdo o canal ir alem desta taxa pelo uso (inclusdo) de mais estados no
€ chamado deuantico-clssico(g-c). conjuntoS. Antes de provar o primeiro fato, & conveniente
Canais classicos-quanticos possuem a propriedade oedefinir a CEZQ em termos da taxa de transmissao de
superposi¢cdes na entrada do canal nunca sao destmddamformacao.
saida. Para visualizar isto, considere o canal c-q definéda Dado um conjunto arbitrari de estados de entrada (alfa-
familia {o;} e pelo POVM com operadoreX; = |¢;){¢;|. beto do cbdigo) para um canal quant&cé possivel construir
Suponha que o estado em superposiggo= >, v;|1»;) € um grafo caracteristicg. A taxa méxima de transmig® de
enviado através do canal. O operador de densidade na @ntiafbrmag@o sem erroRs usando um codigo de erro-zero com
do canal & dado pgr, = >_,; v;v}|¢:)(¢;|. O estado se saidaalfabetoS & dada por:
seré:

1
Rs = sup — logw(G"). (15)
E(py) = > ot [pultri) (i) up
i De forma direta, a capacidade erro-zero quanticd éedada
= Z<¢Z|Pv|wz>01 por:
: Co(€) = sup Rs. (16)
n s
= D Wil Wrllvi)e

PR A primeira parte da demonstracdo da Proposicao 1 rekere
a prova da seguinte proposicao.
> llil*o: (12) i - ini
_ 1P e Proposi¢io 2: Para um canal c-q de dimensédpdefinido

por {o;} e {X; = [i) (il }iy,

Outra propriedade interessante do canal c-q, &€ que a saida

do mesmo dado que a entrada & um dos estados: Sﬁg‘lzdRS (17)
E(lvi)) = Zaz‘tr [[0a) (Willhi) (il pode sempre ser alcangado pelo conjunto
= o, (13) S={[v1),-..,[va)}- (18)

E importante lembrar, que se um dado estadg € S,
sendo portanto igual ag; correspondente no modelo do Ca”abntéogcq(wi)) = 0;, enquanto que sp) & uma combinagao
linear de{|y;)}, entdo a saida & dada pela Eq. (12). Lembre-
IV. CAPACIDADE ERRO-ZERO DE CANAIS se também que dois vérticase v estdo conectados no grafo
CLASSICOSQUANTICOS caracteristico se, e somente sdfttu))E(|v))] = 0, i.e., 0s

Nesta secao, sera estudada a capacidade erro-zeroale Cgﬁtados quénticos-correspondentes na saida do canagposs
classicos quanticos. Antes de enunciar o resultado ipahc SUPOIeS ortogonais. .~ L
deste trabalho, & importante lembrar que, no contextorde er ~ Demonstrago: (da Proposigo 2). O resultado & obtido
zero quantico, o supremo na Eq. (8) pode ser sempre akbancBC" constru¢ao. Seja o nUmero maximo de estados dois a

usando um conjunts de estados quanticos puros. O princip&l®S ortogonais no conjuntgo;}, €.9., {0y, ..., o}, k <
resultado deste trabalho &: d. Devido a Eg. (13), a taxa maxim&g, para qualquer

Proposigio 1: Seja &, um canal classico-quantico numc0digo com|S| < k & alcancada pelo conjunts, =
espaco de Hilbert de dimensépdefinido pela familigo;} e {[¥1), .., |¥x)}, visto que o grafo caracteristiad®, corres-

pelo POVM {X; = |v;)(:[}%_,, em que{|t;)} & uma base pondente a5, &€ um grafo completo. Sk < d, & conveniente

ortonormal para o espaco. Ento, a capacidade erro—nero""g!c!on""r estados dpurds} a‘ﬁ’@ ate se(;_er_k = d. O fato de
canal c-q pode ser sempre alcancada pelo conjunto adicionar um estado 5k~|mp ica em adicionar um vertice a )
Gi. As arestas que serao adicionadas dependem das relacoes

S={t1),...,[va)}- (14) de adjacéncia entre 0 novo estadd e os estados en§y.
Desta forma, o estado a ser adicionad&;adeve ser tal
A consequéncia principal da Proposi¢ao 1 & que o pnobleque uma quantidade maxima de vértices seja adicionada ao
de encontrar a capacidade erro-zero quantica de um capalaonjunto E(Gy), ou seja, o grafdi,,; deve ter o maximo
é, na verdade, um problema classico. Este problema seeesmimero de vértices conectados. Em outras palaiés))
a encontrar as relacdes de adjacéncia entre os estadoslel@ ter seu suporte ortogonal com 0 maximo numero palssiv
conjunto{|t;)} para o qual o canal c-q & definido, montar erde sup o;, i < k. Suponha quév) & uma combinacao linear
seguida o grafo caracteristicbassociado, e por fim calcularde {|v;)}. Entao,&(|v)) = >, pios. Sep; > 0Vi, entdo
a capacidade de Shannon [15] de tal grafo, que & dada por & adjacente a todos os estados §m Devido ao fato
Co = sup,, = logw(G"), em que o produt@” & tal como de que interferéncias causadas por superposicdes agosst
definido anteriormente. {|®#:)} nunca sdo destruidas na saida do canal, o estado a
A idéia usada para provar tal resultado & de mostrar, nser adicionado|v), deve ser um dos estados remanescentes
primeiro momento, que a maidaxa de transmig® sem |¢,,), m > k, pertencente aS\Sk, tal que o conjunto
erro usando um coédigo quantico de erro-zero de alfabdtpy [¢.,) Le|®;);1 < j < k} tenha cardinalidade méaxima,
Sk = A{|v1) ..., |ve) }, k < d, & alcangada usando o conjuntga que E(Gry1) = E(Gr) U{(3,); [vi) Lelv;); 1 < j < k}.
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0 0 SejaGg = (V, E) o grafo caracteristico associad&SaSei
€ o0 vértice associado com o estddg), entdo
4 1 4 1 V(G = {1,....d} (20)
E(G) = {(i,4);i,j € V(G);i # jitr [oio;] = 0}.(21)
3 (a) 2 3 (b) 2 Denote porjy44+1) 0 estado puro a ser adicionadé&aDesde

que{|v;)} &€ uma base ortonormal para o espaco de Hilbert de
dimensaod, pode-se considerar, sem perda de generalidade,
que|yqy1) € uma combinagao linear dos primeifogstados
deS: |Ya41) = ar|1) + - - - + ax|vr). Entdo,

Fig. 1. (a) Um grafoG. (b) O grafo3-clonadoG’

O novo conjunto seréiy1 = {|Y1),..., |Yk+1)}, em que

0 estado adicionaddy,,) possui indicek + 1 em Si1. k

ClaramenteRs,,, > Rs,. Repetindo este processo, obtem-se Ecq([thatr)) = Z lail[?o:, a; # 0. (22)
Sq=S8. [ i=1

Antes da demonstracdo da Proposicao 1 ser apresentggafmagaes de adjacéncia entre o esthtn ;) e os estados
faz-se necessario enunciar um resultado bastante iséertes de S podem ser obtidas como segue. Sgja € S. Entéo

tanto para a teoria de erro-zero classica quanto parargicaa
SejaG = (V, E) um grafo nao direcionado tal qué =
{1,...,d} e E C {(i,5);i,j € V;i # j}. Para cada vertice tr [Eqq(|ar1))Eeq(|1i))]
i € V(G), denote porN (i) o conjunto de vértices aos quais
1 esta conectado:

k
tr [ D llajlP; | o
=1

k
> laglPtr [ojou] . (23)
N(i) = {j € V(G); (i,j) € E(G)}. (19) i=1

O conjuntolN (i) & conhecido como sizinhangade i E facil ver qgue sel < i < k, pelo menos um termo do lado
) ! cade. direito da Eq. (23) €& diferente de zero (o termo em gjueq).

Seja_w(G") o0 nimero de cliqgue d&™ , i.e., a c;ardinglidade Entao,[¢a41) & adjacente a today;), 1 < i < k. Uma analise
do maior sub-grafo completo d&", em queG™ & 0n-esimo . -is detalhada mostra que

produto de Shannon do grate.

Definigdo 2 (Grafok-clonado deG [16], [17]): O grafo V(@gh = {1,...,d+1} (24)
k-clonado de@, denotado porG’, € um grafo comd + 1 B(G) = BQ) U{(i,d+1)iecV(G)k<i<d;
vértices obtido de> através dalonagemdo vérticek de G: . [O_’ o ’ . [U’U | (?} ’(25)

1) V(G')={1,...,d,d+ 1}, em qued + 1 & o rbtulo do
vértice clonado. A Eq. (25) possui uma interpretacao interessante. Ela diz
2) E(G") = E(G)u{(d+1,5);j € N(k)}, i.e, ambos que o vértice adicionadd + 1 esta conectado ao vertige
os vérticesd + 1 e k possuem os mesmos vizinhosse, e somente séy);) &€ nao-adjacente a todos os estados
N(d+1) = N(k). [t1), ..., |Yx). Consequientemente, o novo vértide+ 1 de
G’ pode ser visto como sendo o vértice clonado no sentido

Como exemplo, sej& o grafo ilustrado na Fig. 1(a). Notedo Corolario 1, em que o vértice original no grafopode
que no grafo3-clonadoG’ da Fig. 1(b), o vértice original 3 S€r f:jlualquer gm dos vérticés. .., k deG. Pelo Corolario 1,
possui 0s mesmos vizinhos do vértice clonado 5. w(g™) =w(@"). u

Teorema 1 ([16], [17]): Para todon, w(G™) = w(G'™). Uma consequiéncia imediata da Proposic¢ao 1 € que,laalcu

O teorema implica que a capacidade erro-zero (classicaaOUCEZQd de, um _canaI c-q definido pdw;} € (X =
quantica) associada com o gradb & igual a capacidade erro- Vi) (Vil}i=1 € equivalente a encontrar a capacidade erro-zero
zero do canal associado cafh classica [8] do canal classico discreto sem memoria (PSM

L. . . com alfabetos de entrada e saida= )Y = {1,...,d} e

Corolario 1 ([16], [17]): SejaVi, C N(k). Se o conjunto matriz de adjacéncia = [a;;] [8], em que

de arestas do grafe-clonado for tal queE(G’) = E(G) U s

{(d+1,j);j € Vi)}, entdo para toda, w(G") = w(G™). {O, se trfo;0;] = 0
Qi =

1, se trlo;o4] # 0. (26)

O corolario afirma que no caso em que os vizinhos do
vérticed + 1 em G’ formam um subconjunto dos vizinhos

do vérticek em G, o resultado do Teorema 1 nao se alterde fato, o grafo caracteristico de um canal DSM [15] é tal
Neste ponto, uma prova da Proposicdo 1 pode ser escrita:gue os vértices sao simbolos do alfabeto de entrada,s doi
vérticesi, j estao conectados se, e somentenge= 0. Note
Demonstrago: (da Proposiéo 1). Devido ao resultado que o grafo caracteristico do canal DSM acima € igual afogra
da Proposicao 2, a demonstracao se resume a mostrar qearacteristico associado ao conjuste= {|¢1),...,|¥q)}, ou
adicdo de um estado ao conjuriondo aumentais. seja, ambos possuem a mesma capacidade de Shannon.
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1) Baseado numa construcao de Shannon [8], & possive-escr

ver um cbdigo quantico de erro-zero que atinge a capaeidad

13) de &,

12)

p1=10)[0), Py =[1)[2), P3=[2)[4)

Py =13)1), D5 =14)3).

Note que, embora a CEZQ tenha sido obtida usando estados
dois a dois ortogonais para a sinalizacao (alfabeto dagod,

sao necessarios dois ou mais usos do canal para que a
capacidade erro-zero seja alcancada.

1)

Fig. 2. Grafo caracteristico correspondente ao conjudhtque alcanga a
capacidade erro-zero do canal c-q.

|4)
(36)

A. Um exemplo
Como exemplo, considere o canal classico-quanéigp

num espac¢o de Hilbert de dimensao 5, definido por:
l07) = li) +]i+1 mod 5) Neste trabalho foi estudada a capacidade erro-zero gaanti
V2 dos canais classicos-quanticos (c-q). Foi mostrado pae
e um determinado canal c-q num espaco de Hilbert de dimensao
X; =i, 0<i<d4, 28) @ definido pela familigo; } e pelo POVM{ X, = |4;){¢;|}, a
capacidade erro-zero quantica pode sempre ser alcapefaa
em que{|0),...,]4)} & a base computacional do espaco dmnjuntoS = {|i1), ..., |¥q)}, que corresponde a uma base
Hilbert de dimensao 5. ortonormal do espaco de Hilbert no qual o canal esta definid
Pela Proposicao 1, o conjunibque alcanca o supremo na A conseqiiéncia imediata deste fato, € que o calculo da
Eq. (8) & dado por: CEZQ de um canal c-q reduz-se a encontrar a capacidade erro-
zero classica de um canal DSM cuja matriz de adjacéncia foi
S={l0),..-, explicitada. Por fim, foi mostrado um exemplo de um canal c-
g para o qual sao necessarios dois ou mais usos de canal para
gue a capacidade seja atingida. Um cédigo de bloco quantic
de erro-zero atingindo a capacidade foi construido.

V. CONCLUSOES

o0 = o) (oi|  (27)

4}

As saidas correspondentes as entradass esao:

4
> ol )P
j=0

;.

(29)
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As relacBes de adjacéncia podem ser explicitadas: defta
€ nao-adjacente @) e |3). Para ver isto, note que

COQC (contrato # IST-2003-506813).
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