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Modelo Estocastico do Algoritmo LMS de
Passo Variavel Baseado no Gradiente
do Sinal de Erro Quadratico

José Gil F. Zipf, Orlando J. Tobias e Rui Seara

Resumo—Este artigo discute o algoritmo LMS de passo de
adaptacio variavel baseado no gradiente proposto por Okello.
Um modelo estocastico para o comportamento médio dos pesos e
para a curva de aprendizagem do algoritmo em questido ¢é
apresentado. A principal caracteristica do algoritmo de Okello é
o uso da poténcia média do gradiente estimado para a
atualizacdo do passo de adaptacdo. Uma analise em regime
permanente é também considerada. Simulagdes numéricas,
comparando os resultados obtidos a partir do método de Monte
Carlo e através do modelo proposto, permitem avaliar a
qualidade das predicdes obtidas.

Palavras-chave—Algoritmo de Okello, algoritmo de passo
variavel baseado no gradiente, comportamento médio dos pesos,
curva de aprendizagem.

Abstract—This paper discusses the gradient-based variable
step-size LMS algorithm proposed by Okello. A stochastic model
for the mean weight behavior and the learning curve of the
referred algorithm is presented. The main characteristic of
Okello’s algorithm is the use of the average power of the
gradient estimate for updating the variable step size. A
steady-state analysis is also carried out. Numerical simulations
comparing the results obtained via Monte Carlo and the
proposed model allow assessing the accuracy of the achieved
model predictions.

Keywords—Okello’s  algorithm, gradient-based variable
step-size algorithm, mean weight behavior, learning curve.

1. INTRODUCAO

Nas duas ultimas décadas, o algoritmo LMS
(least-mean-square) vem sendo amplamente utilizado em um
nimero consideravel de aplicagdes de filtragem adaptativa
devido essencialmente a sua simplicidade e robustez [1], [2].
Nesse algoritmo adaptativo, o parametro que controla a
velocidade de convergéncia tem um grande impacto sobre o
erro em excesso obtido. Assim, de forma geral, quanto maior
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for o valor do passo de adaptacdo, maior serd a velocidade de
convergéncia. Em contrapartida, o erro em excesso também
aumentara proporcionalmente, o que ¢é indesejavel. Em
muitas aplicagdes, tais como identificagdo de sistemas [2],
cancelamento de ruido [2], cancelamento de eco [2],
equalizagdo de canal [2], dentre outras, é desejavel que o
filtro adaptativo apresente simultaneamente uma alta
velocidade de convergéncia associada a um pequeno
desajuste em regime permanente. E nesse contexto de
aplicagdes que os algoritmos LMS de passo variavel
(variable step-size LMS — VSSLMS) sdo requeridos, visando
ajustar dinamicamente, durante o processo de convergéncia, o
passo de adaptacdo. Entdo, varias estratégias de ajuste de
passo vém sendo propostas na literatura, as quais sdo
baseadas em diferentes principios, tais como no gradiente do
erro quadratico [3]-[5], no erro quadratico instantaneo [6], na
autocorrelagdo do erro [7], no valor do erro absoluto [8], na
normaliza¢do do vetor de erros [9] e em outros critérios aqui
ndo nomeados [10]-[11].

Em [4], é proposto um algoritmo VSSLMS bastante
simples e eficiente, baseado na estimativa do gradiente do
erro quadratico, aqui denominado algoritmo de Okello. Esse
algoritmo exibe uma alta velocidade de convergéncia e uma
muito boa imunidade ao ruido aditivo. O comportamento do
algoritmo, discutido em [4], ¢ avaliado através de resultados
de simulacdo, ndo sendo apresentado qualquer modelo
analitico que possibilite predizer o seu desempenho. Por outro
lado, com o modelo analitico do algoritmo em maos, pode-se
entender melhor o seu comportamento assim como propor
modificacdes que melhorem o seu desempenho para certas
aplicagdes. Neste trabalho, o algoritmo VSSLMS proposto
em [4] ¢é revisitado ¢ um modelo estocastico para o
comportamento médio do vetor de coeficientes como também
para a curva de aprendizagem ¢ proposto. Além disso, uma
breve analise do comportamento do algoritmo em regime
permanente ¢ realizada. A precisdo do modelo aqui proposto
¢ verificada através de simula¢Ges numéricas.

II. ALGORITMO DE OKELLO

O algoritmo de Okello ¢ discutido nesta secdo
considerando um problema de identificagdo de sistemas,
ilustrado pela Fig. 1.
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Fig. 1. Diagrama em blocos de um esquema de identificacdo de sistema.

A saida do sistema desconhecido, corrompida por um ruido
aditivo n(n) (ver Fig. 1), é dada por

d(n) =wx(n)+n(n) (1)

onde x(n)=[x(n)x(n—1)---x(n— N+ 1)]T denota o vetor de
entrada, sendo {x(n)} um processo gaussiano de média zero
com varidncia ci, n(n) é um ruido de medicdo gaussiano
com média zero e varidncia cf] e W, =[wy(mwy,(n=1)
Wwon-1(n—N +1)]" caracteriza a resposta ao impulso do

sistema a ser identificado. O sinal de erro ¢ dado por
e(n)=d(n)=y(n) 2

onde y(n)= wl (n)x(n) ¢ a saida do filtro adaptativo e w(n)
=[w(n) win—1)---w(n—N+1]", o vetor de coeficientes do

filtro, cuja equagdo de atualizacdo é [4]
w(n+1)=w(n)+ wn)e(n)x(n). 3)

Em (3), n(n) representa o passo de adaptagdo variavel. O

algoritmo de Okello realiza uma estimativa da correlagéo
cruzada entre o sinal de erro ¢ cada componente do vetor de
entrada, a qual ¢ dada por

gi(n)=Pg;(n—=1)+e(n)x(n-i) “)

onde 0<PB<1 ¢é o parametro de controle do processo de

estimacdo. O valor do passo variavel é entdo ajustado
recursivamente através da seguinte expressao [4]:

N
nm)=op(n-1+y> g’ (n), O<a<l, y>0. (5)
i0

De modo a garantir uma operagdo estavel do algoritmo, os
limites de variagdo do passo de adaptagdo sdo fixados pela
seguinte inequagdo [2]:

0 < pu(n) <

3tr(R) ©

onde R= E[x(n)xT (n)] representa a matriz de autocorrelagdo

do vetor de entrada.

ITII. MODELO PARA O COMPORTAMENTO MEDIO DO VETOR DE
COEFICIENTES

O modelo aqui proposto ¢ derivado & luz da Teoria de
Independéncia (TI) [2], levando em conta também as
seguintes hipoteses simplificativas:

i) O passo variavel de adaptagdo p(n) ¢é independente e

descorrelacionado de qualquer outro sinal no sistema.

i) E[u ()]~ E*[u(n)].

As hipdteses (i) e (ii) sdo validas sob condi¢des de
adaptagao lenta.

O modelo para o comportamento médio do vetor de
coeficientes ¢ obtido tomando o valor esperado de (3),
levando em conta a hipdtese (i). Dessa forma, tem-se

E[w(n+1)]= E[w(n)]+ E[u(n)]{p -RE[w()]}  (7)

onde p = E[d(n)x(n)] é o vetor de correlagdo cruzada entre o
sinal desejado e o vetor de entrada. Para se obter o modelo
desejado, E[u(n)] deve ser determinado em (7).

O ajuste do passo variavel, em (5), pode ser expresso em
termos do vetor gradiente g(n) como

u(m) = ap(n=1)+yg' (mg(n) ®)
com o vetor gradiente obtido por
g(n) =Pg(n—1)+e(n)x(n). €))

Agora, tomando o valor esperado de ambos os lados de (8),
pode-se entdo escrever

E[u(m)] = oE[u(n )]+ vE[g" (m)g(n)]. (10)

Para resolver (10), o segundo termo no lado direito deve ser
determinado. Assim, utilizando (9), obtém-se

g (n)g(n)=p>g" (n-)gn-1)+Be(m)g" (n-1)x(n) an
+Be(n)x" (n)g(n—1)+e* (n)x" (n)x(n).

Entao, rearranjando (11), tem-se

g' (m)g(n) =p*g" (n—Dg(n—1)+2Be(m)g" (n—1)x(n)

+e* (X' (n)x(n).

(12)

Finalmente, determinando o valor esperado de ambos os
lados de (12), E[gT(n)g(n)] pode ser obtido de forma

recursiva por

Elg" (mg(n)] =B Flg’ (n=Dg(n-D)] a3
+2BE[e(n)x" (n)g(n—D] +E[e* (n)x" (n)x(n)].

Em (13), o termo E[¢® (n)XT(n)x(n)] pode ser aproximado
por
E[e* (m)x" (m)x(n)] ~ E[¢* (m)]E[x" (m)x(n)]

14
~ J(n)tr(R) (19
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onde J(n) representa a curva de aprendizagem do algoritmo.
O termo E[e(n)xT (n)g(n—1)] ¢é obtido sob a condigdo de
adaptacdo lenta, resultando na seguinte aproximacao:
Efe(n)x” (m)g(n 1]~ E[e(n)x" (n)]E[g(n~1)]
~ {p~RE[w(n)]}" E[g(n - D).

Entdo, para finalizar, E[g(n—1)] pode ser obtido, de forma

(15)

recursiva, tomando o valor esperado de ambos os lados de (9).
Assim,

E[g(n)] = BE[g(n— D]+ {p —RE[w(n)]}. (16)

IV. CURVA DE APRENDIZAGEM

Nesta se¢do, ¢ derivado um modelo para predizer a curva
de aprendizagem do algoritmo de Okello. A partir desse
modelo, tanto o desajuste do algoritmo quanto o valor
maximo do passo de adaptagdo podem ser determinados,
considerando que o algoritmo opere na regido de estabilidade.

Entdo, definindo o vetor de erro nos coeficientes como
v(n) =w(n)—w, eusando (3), obtém-se

(17)

Representando agora o sinal de erro como uma fungdo do
vetor v(n), tem-se

v(n+1)=v(n)+wn)e(n)x(n).

e(n)=d(n)~[x" (n)w(n)]

18
=d(n)—x" (n)v(n)—x" (n)w,. (1%)
Substituindo entdo (18) em (17), obtém-se
v(n+1) = v(n)+uwn)[d(n)x(n)
(19)
- x(n)xT (n)v(n)— x(n)xT (mw,].
Como
d(n)—x" (myw, =n(n) (20)
pode-se entdo escrever
v(n+1)=v(n)+pmnm)xm-xmx" (mv(n)]. (21)

Agora, definindo a matriz de covariancia do vetor de erro nos
. T .
coeficientes como K (n) = E[v(n)v (n)], considerando as

hipoteses (i) e (ii)) e também o teorema de fatoragdo de
momentos para sinais gaussianos [2], obtém-se

K(n+1) =K(n) - E[u(n)][RK(n) + K(n)R]
+E2[u(n)]{Rt[RK(n)]+ 2RK ()R}
+E*[u(m)]Ro; .

(22)

Finalmente, a expressdo para a curva de aprendizagem ¢ dada
por

J(n) = E[¢*(n)] = o} + tr{ RK (n)]. (23)

V. ANALISE EM REGIME PERMANENTE

Assumindo que o filtro adaptativo converge, apresenta-se
aqui uma analise em regime permanente do vetor gradiente
estimado g(n), do passo varidvel p(n), do vetor de

coeficientes w(n) e do erro quadratico médio (EQM).

A. Vetor Gradiente Estimado
Considerando (16) para n — o, obtém-se
g(0) = Pg(e0) +{p — RE[w(c0)]}
_p-RE[W(=)]
1-p)

onde w(w) ¢ o valor em regime permanente do vetor de

(24)

coeficientes. Tomando agora (13) para n — o, obtém-se a
seguinte expressao aproximada:
2BJ (0)tr(R)

25
(1-p%) @9

g' ()g(x0) =
B. Passo de Adaptagdo Variavel

O valor em regime permanente do passo de adaptacio,
obtido de (10), ¢ dado por

2ByJ (0)tr(R)

. 26
1-pH(1-) 20

H(e0) =
C. Vetor de Coeficientes

A partir de (7), o valor em regime permanente do vetor
w(n) €

w(©) =w()+p()[p—Rw(»)] 27)
levando a
p()[p —Rw(x)]=0. (28)
Agora, dado que [p — Rw(0)]=0, obtém-se entdo
w(0)=R'p. (29)

D. EOM em Excesso
Assumindo que o passo de adaptagdo (variavel) p(n)
converge para um valor constante p(o) quando 7 — oo,

pode-se utilizar a mesma expressao para calculo do erro em
excesso do algoritmo LMS convencional. Assim, observando
a condicdo de adaptagdo lenta, tem-se

Jex(oo):l't( )Jmln Z}\‘ _ BYJ( )

2 A7 a-pHi-w

Como J, () = J ()= J i, , Obtém-se

o;[tr(R)F. (30)

Jo) = o
" - P R
20-p)(1-a) "

3D
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Fig. 2. Exemplo 1. Sinal de entrada branco. (a) Evolugao do passo de adaptagdo varidvel: simulagdo (linha cinza), modelo (linha preta). (b) Vetor gradiente
estimado: simulagdo (linhas cinzas), modelo (linhas pretas). (c) Comportamento médio do vetor de coeficientes: simulacdo (linhas cinzas), modelo (linhas
pretas). (d) Curva do EQM: simulagdo (linha cinza irregular), modelo (linha preta).

VI. RESULTADOS DE SIMULACAO

Nesta se¢do, sdo apresentadas simulagdes numéricas que
comprovam a precisdo do modelo aqui desenvolvido. Para
tal, utiliza-se um problema de identificag@o de sistemas com a
planta desconhecida dada pelo vetor w, =[2,0 -2,0 1,5
-1,51,0-1,00,5 —0,5]T. Para o sinal de entrada, sdo
utilizados tanto um ruido branco quanto um sinal colorido,
ambos gaussianos com média zero e variancia o> =1. O sinal
colorido é obtido de um processo AR(1), dado por
x(n)=ax(n—-1)+u(m) com a=0,6 ¢ u(n) sendo um ruido
branco gaussiano de média zero e varidncia o> =0,65. A
dispersdo dos autovalores da matriz R do sinal de entrada
colorido ¢ y =13,2. Além disso, um ruido aditivo branco

gaussiano m(n) com variancia cfl =0,01 ¢ adicionado a

saida da planta. Os pardmetros do algoritmo utilizados nas
simulagdes sdo ajustados conforme indicado na Tabela I.

A. Exemplo 1: Resultados do Modelo Proposto

Neste exemplo, os resultados de simulagdo Monte Carlo
(média de 200 rodadas independentes) e os obtidos com
modelo proposto sdo comparados considerando tanto um
sinal de entrada branco quanto um sinal colorido. As Figs. 2 e
3 ilustram, respectivamente, esses resultados. As Figs. 2(a) e
3(a) mostram a evolugdo do passo de adaptagdo. As Figs. 2(b)
e 3(b) apresentam as curvas do vetor gradiente estimado. Nas
Figs. 2(c) e 3(c), o comportamento médio do vetor de
coeficientes ¢ mostrado e nas Figs. 2(d) e 3(d) sdo
apresentadas as curvas de EQM. A partir dessas figuras,
constata-se o bom casamento entre os resultados de simulacao
e aqueles obtidos através do modelo proposto.
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Fig. 3. Exemplo 2. Sinal de entrada colorido. (a) Evolugdo do passo de adaptag@o varidvel: simulagdo (linha cinza), modelo (linha preta). (b) Vetor gradiente
estimado: simulagdo (linhas cinzas), modelo (linhas pretas). (¢) Comportamento médio do vetor de coeficientes: simulagdo (linhas cinzas), modelo (linhas
pretas). (d) Curva do EQM: simulagdo (linha cinza irregular), modelo (linha preta).

B. Exemplo 2: Validagdo da Suposigdo (ii)

Dado que a suposicdo (ii), considerada na Secdo III,
facilita sobremaneira os calculos do modelo proposto, ela é
entdo verificada através de simulagdo nesta se¢do. A Fig. 4

mostra a evolu¢do de E[uz(n)] e Ez[u(n)], obtida por

simulacdo MC, para o caso em que ¢ utilizado um sinal de
entrada colorido. Observa-se um casamento muito bom entre
as curvas, atestando que a suposi¢ao (ii) pode ser eficazmente
adotada na derivacéo do modelo proposto.

VII. CONCLUSOES

Neste trabalho, expressdes analiticas para o momento de
primeira ordem do vetor de coeficientes e para a curva de
aprendizagem (EQM) sdo apresentadas. As expressdes do
modelo sdo obtidas considerando algumas hipoteses

simplificativas, as quais sdo devidamente comprovadas
através de simulagdes numéricas. Observa-se um 6timo
casamento entre as simulagdes MC ¢ o modelo de predigdo
desenvolvido tanto na fase transiente quanto em regime
permanente para sinais de entrada branco e colorido.

TABELA 1
PARAMETROS UTILIZADOS NAS SIMULAGOES

Entrada Parametros

o=0,97

Ruido Branco B=0,99
y=1x107°

a=0,97

Sinal Colorido B=0,99
y=6x10"°
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Fig. 4. Validagdo da suposi¢do (ii): evolugdo de E[u>(n)] ¢ EX[u(n)].
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