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Resumo— Este artigo apresenta uma t́ecnica de expurgo
para limitantes da probabilidade de erro de ćodigos esṕacio-
temporais em treliça em canais com desvanecimentos do tipo
Rayleigh e Rice. A t́ecnica apresentada neste artigóe de simples
implementaç̃ao e conforme simulaç̃oes os limitantes obtidos com
esta t́ecnica s̃ao muito apertados.

Palavras-Chave— Códigos esṕacio-temporais, limitante da
probabilidade de erro.

I. I NTRODUÇÃO

Considere um esquema de transmissão, conforme a
Figura 1, que emprega ḿultiplas antenas (MIMO - do inglês
multiple input multiple output) comnT antenas de transmissão
e nR antenas de recepção, causando uma superposição linear
dos nT sinais em cada uma dasnR antenas de recepção,
devido aosnT × nR percursos existentes. Considere que a
transmiss̃ao é realizada em um canal com desvanecimento
plano, ñao seletivo em freq̈uência, e que os coeficientes do
desvanecimento do canal,hij , i = 1, . . . , nT , j = 1, . . . , nR,
permaneçam constantes durante a transmissão de um bloco
de sinais, de comprimentoL, transmitidos por cada antena.
Considere, ainda, que estes coeficientes mudem independente-
mente a cada novo bloco transmitido, e que existe espaçamento
suficiente entre as antenas de recepção de modo que os sinais
transmitidos em cada um dosnT×nR percursos experimentem
desvanecimentos independentes. A expressão do sinal de saı́da
do esquema MIMO, sob tais considerações, pode ser dada na
forma matricial:

Y = HC + W, (1)

ondeC é a matriz de sinais transmitida,nT ×L, cuja energia
média da constelação é Es, H é a matriz nR × nT dos
coeficientes de desvanecimento do canal eW a matriz de rúıdo
branco,nR × L, com ḿedia zero e variância complexaN0.
Considere ainda que por este canal MIMO são transmitidos
códigos esṕacio-temporais (STTCs - do inglês space time
trellis codes) [1]. Considerando que o receptor tenha uma
estimativa perfeita do estado do canal, um limitante superior
para a probabilidade do primeiro evento erro de um bloco,
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Fig. 1. Esquema MIMO denT × nR antenas.

que est́a diretamente relacionado com a taxa de erro de
bloco (FER - do ingl̂es frame error rate), de tal esquema
de transmiss̃ao empregando STTCs pode ser obtido após uma
pequena modificação de (5) em [1] para:

Pfe|HnR
1

(e) '
|S|∑

i=1

aiQ




√√√√γ

2

nR∑

j=1

HjAiH∗
j


 , (2)

ondeHnR
1 = [H1, . . . ,HnR ], Hj = [H1,n, . . . ,HnT ,n] é um

vetor linha dos coeficientes do desvanecimento,(·)∗ implica
em conjugado transposto de(·), γ = Es/N0 é a relaç̃ao
sinal rúıdo (SNR - do ingl̂essignal to noise ratio) por antena
transmissora eAi é a matriz Hermitiana do evento erro (EEM -
do ingl̂eserror event matrix) [2] do STTC eai a sua respectiva
multiplicidade. As EEMs dominantes são especificadas por
um conjuntoS, de cardinalidade|S|. Em [3], o espectro de
dist̂ancias de ordemN de um STTC,́e a enumeraç̃ao do con-
junto ordenado de pares de determinantes e suas respectivas
multiplicidades ḿedias,{∆k, a∆k

}N
k=1, tal que∆k < ∆k+1.

Para a aplicaç̃ao de (2), precisamos enumerar as EEMs. A
técnica proposta neste artigo consiste em enumerar, em ordem
de import̂ancia, as EEMs que dominam o limitante em (2),
de modo a obtermos o espectro de distâncias que proporcione
um limitante mais apertado possı́vel.



A. Obtenç̃ao das EEMs

Empregando um algoritmo de programação simb́olica [4],
foram extráıdas v́arias EEMs para alguns STTCs da literatura.
As Tabelas I e II, III e IV, V e VI relacionam, para os
códigos de [1], [5] e [6], com 4 e 8 estados respectivamente,
os ńumero de estados,ı́ndice da EEM, a EEM, a multiplicidade
da EEM, o determinante da EEM, e a multiplicidade do
determinante, denominados2ν , i,Ai, aAi

, ∆, a∆, respectiva-
mente. Para exemplificar a indexação do ı́ndice i à matriz
Ai, ilustraremos o caso da terceira linha da Tabela III:i =
5 − 8; [6, 8,±2 ± j6], que corresponderiàas matrizesA5 =
[6, 8, 2 + j6],A6 = [6, 8, 2− j6],A7 = [6, 8,−2 + j6],A8 =
[6, 8,−2− j6], sempre nesta ordem.

TABELA I

ESPECTRO DOS SEIS PRIMEIROS DETERMINANTES PARA OSTTC DE [1],

QPSK,COM 4 ESTADOS.

2ν i Ai aAi
∆ a∆

4 1 [2, 2, 0] 2 4 2
2-3 [4, 4,±2] 1 cada 12 4
4-5 [4, 4,±j2] 1 cada
6 [4, 4, 0] 1 16 1

7-8 [6, 6,±4] 1/2 cada 20 2
9-10 [6, 6,±j4] 1/2 cada
11-14 [6, 6,±2± j2] 2 cada 28 9
15-16 [8, 8,±j6] 1/4 cada
17-18 [8, 8,±6] 1/4 cada
19-22 [8, 8,±4± j4] 1/4 cada 32 1

TABELA II

ESPECTRO QUATRO PRIMEIROS DETERMINANTES PARA OSTTC DE [1],

QPSK,COM 8 ESTADOS.

2ν i Ai aAi
∆ a∆

8 1-4 [2, 10,±2± j2] 1/2 cada 12 2
5 [4, 4, 0] 1 16 1

6-7 [6, 6,±4] 1/2 cada 20 4
8-9 [6, 6,±j4] 1/2 cada
10 [10, 2, 0] 2

11-12 [4, 8,±2] 1 cada 28 21/2
13-14 [4, 8,±j2] 1 cada
15-18 [6, 6,±2± j2] 1/2 cada
19-22 [8, 12,±8± j2] 1/16 cada
23-26 [8, 12,±2± j8] 1/16 cada
27-28 [8, 4,±2] 1 cada
29-30 [8, 4,±j2] 1 cada

B. Estat́ısticas das EEMs

Com o objetivo de determinar a ordem de importância de
cada EEM no espectro de distâncias de um STTC, foi realizado
atrav́es de simulaç̃ao da Equaç̃ao (2), a estatı́stica para cada
uma das EEMs de cada STTC. O limitante expurgado da união
em (2), associado a uma técnica modificada de limitação e a
técnica de calcular a ḿedia antes de limitar foi aplicada em [3]
para calcular um limitante expurgado da união o mais pŕoximo
posśıvel da FER em termos do espectro de distâncias. Isto
resultou em:

FER ' E [f (min (1, Pfe(e|h)))] , (3)

ondef(x) = 1− (1− x)L, sendoL o comprimento do bloco
transmitido eE[α] o valor esperado da variável aleat́oria α.

TABELA III

ESPECTRO DOS SEIS PRIMEIROS DETERMINANTES PARA OSTTC DE [5],

QPSKCOM 4 ESTADOS.

2ν i Ai aAi
∆ a∆

4 1-2 [6, 2,±j2] 1/2 cada 8 3
2

3-4 [6, 8,±6− j2] 1/8 cada
5-8 [6, 8,±2± j6] 1/16 cada
9-10 [2, 8,±2] 1/2 cada 12 17

8
11-14 [2, 8,±2± j2] 1/4 cada
15-16 [8, 10,±8 + j2] 1/16 cada
17-20 [4, 6,±2± j2] 1/4 cada 16 1
21-24 [10, 4,±2± j4] 1/8 cada 20 1
25-28 [10, 6,±2± j6] 1/16 cada
29-32 [10, 6,±6± j2] 1/16 cada
33-36 [8, 4,±2± j2] 1/4 cada 24 3

2
37-40 [8, 8,±2± j6] 1/16 cada
41-44 [8, 8,±6± j2] 1/16 cada
45-46 [4, 12,±4− j2] 3/8 cada 28 77

32
47-48 [8, 6,±4− j2] 1/4 cada
49-50 [4, 12,±4 + j2] 1/8 cada
51-52 [8, 8,±6] 1/8 cada
53-56 [12, 4,±4± j2] 1/8 cada
57-60 [8, 10,±4± j6] 1/32 cada
61-64 [12, 12,±4± j10] 1/128 cada

TABELA IV

ESPECTRO DOS QUATRO PRIMEIROS DETERMINANTES PARA OSTTC

DE [5], QPSKCOM 8 ESTADOS.

2ν i Ai aAi
∆ a∆

8 1-4 [4, 6,±2± j2] 1/4 cada 16 1
5-8 [10, 10,±4± j8] 1/64 cada 20 29

8
9-12 [10, 10,±8± j4] 1/64 cada
13-16 [10, 4,±4± j2] 1/8 cada
17-20 [10, 4,±2± j4] 1/8 cada
21-24 [10, 6,±6± j2] 1/16 cada
25-28 [10, 6,±2± j6] 1/16 cada

29 [2, 10, 0] 1
30-31 [2, 12,±j2] 1/2 cada
32-35 [12, 8,±2± j8] 1/32 cada 28 3

4
36-39 [12, 8,±8± j2] 1/32 cada
40-43 [12, 4,±2± j4] 1/8 cada
44-47 [8, 8,±4± j4] 1/16 cada 32 47

16
48-49 [6, 8,±j4] 1/4 cada
50-51 [6, 8,±4] 1/4 cada
52-53 [6, 6,±j2] 1/2 cada
54-57 [14, 12,±10± j6] 1/256 cada
58-61 [14, 12,±6± j10] 1/256 cada
62-65 [14, 6,±4± j6] 1/32 cada
66-69 [14, 6,±6± j4] 1/32 cada
70-73 [12, 14,±10± j6] 1/256 cada
74-77 [12, 14,±6± j10] 1/256 cada
78-81 [12, 6,±6± j2] 1/16 cada
82-85 [14, 8,±4± j8] 1/64 cada
86-89 [14, 8,±8± j4] 1/64 cada

Em [3] foi observado que uma boa precisão do limitante
é alcançada com um espectro de distâncias composto dos
primeiros determinantes, não necessariamente os menores. A
técnica que propomos analisa a importância individual de cada
EEM e ñao uma classe de EEMs com mesmo determinante.

Considerando a ordem de dominância de uma variável
aleat́oria, propomos neste trabalho uma metodologia para
identificar o conjunto dominante de EEMs que proporciona
um limitante apertado. SejaP i (HnR

1 ) a contribuiç̃ao de cada



TABELA V

ESPECTRO DOS SEIS PRIMEIROS DETERMINANTES PARA OSTTC DE [6],

QPSK,COM 4 ESTADOS.

2ν i Ai aAi
∆ a∆

4 1-4 [6, 6,±4± j4] 1/16 cada 4 1
4

5-8 [8, 2,±2± j2] 1/4 cada 8 2
9-12 [2, 8,±2± j2] 1/4 cada
13-16 [8, 8,±4± j6] 1/32 cada 12
17-20 [6, 8,±4± j4] 1/16 cada 16 1

2
21-24 [8, 6,±4± j4] 1/16 cada
25-26 [6, 6,±4] 1/8 cada 20 27

16
27-28 [6, 6,±j4] 1/8 cada
29-32 [10, 4,±4± j2] 1/8 cada
33-36 [4, 10,±4± j2] 1/8 cada
37-40 [10, 10,±8± j4] 1/64 cada
41-44 [10, 10,±4± j8] 1/64 cada
45-48 [4, 8,±2± j2] 1/4 cada 24 2
49-52 [8, 4,±2± j2] 1/4 cada

TABELA VI

ESPECTRO DOS SETE PRIMEIROS DETERMINANTES PARA OSTTC DE [6],

QPSK,COM 8 ESTADOS.

2ν i Ai aAi
∆ a∆

8 1-4 [8, 6,±6± j2] 1/16 cada 8 1
2

5-8 [8, 6,±2± j6] 1/16 cada
9-12 [10, 2,±2± j2] 1/4 cada 12 1
13-14 [2, 10,±2] 1/2 cada 16 1
15-18 [8, 8,±6± j2] 1/16 cada 24 1

2
19-22 [8, 8,±2± j6] 1/16 cada
23-26 [6, 8,±4± j2] 1/8 cada 28 1

2
27-30 [8, 6,±2± j2] 1/8 cada 40 3

2
31-34 [6, 8,±2± j2] 1/4 cada
35-36 [6, 8,±j2] 1/4 cada 44 1

2

matriz Ai paraPfe|HnR
1

(e):

P i (HnR
1 ) = aiQ




√√√√γ

2

nR∑

j=1

HjAiH∗
j


 . (4)

SejaA (HnR
1 ) = {Aj1,Aj1, . . . ,Ajk, . . .} ser o conjunto

de EEMs tal queP jk (HnR
1 ) ≥ P jk+1 (HnR

1 ). Defina uma
variável aleat́oria Xi como a posiç̃ao da matrizAi em
A (HnR

1 ). Esta varíavel aleat́oria é uma funç̃ao dos coeficientes
de desvanecimento(HnR

1 ). Utilizaremos o valor esperado
de Xi, denominadoX̄i = E [Xi], para ordenar as matrizes
em ordem decrescente de dominância. As Tabelas VII, VIII
e IX ilustram as classificações das EEMs, obtidas através de
simulaç̃oes, para os STTCs de [1], [5] e [6], respectivamente,
para o canal Rayleigh. As Tabelas X, XI e XII ilustram as
classificaç̃oes das EEMs destes mesmos STTCs para o canal
Rice.

Os valores distintos dēXi, ordenados de forma crescente
formam o conjunto ordenadoβι = {βk}ι

k=1 com ι elementos,
ondeβk < βk+1. Por exemplo, a partir dos valores listados
na Tabela VII para o STTC de 4 estados, obtemosβ6 =
{1, 0; 6, 0; 6, 1; 10, 4; 11, 1; 13, 2}. Seja Sι o conjunto de
todas as EEMsAi tal queX̄i ∈ βι. A FER expurgada obtida
com as EEMs emSι é denotada por FERι.

As condiç̃oes utilizadas para as simulações das estatı́sticas
das EEMs para ambos os modelos de canais foram: SNR=15
dB, blocos de comprimentoL = 130, nR = 1. No caso do

canal Rice, foi empregado um fator de RiceKr= 3 dB.

TABELA VII

X̄i PARA OSSTTCS DAS TABELAS I, II. CANAL RAYLEIGH .

i (4 estados) X̄i i (8 estados) X̄i

1 1.0 5 6.3
2− 5 6 1− 4 13.7

6 6.1 6− 18 13.8
7− 10 10.4 27− 30 14.0
11− 14 11.1 19− 26 20.8
15− 18 13.2

TABELA VIII

X̄i PARA OSSTTCS DAS TABELAS III, IV. C ANAL RAYLEIGH .

i (4 estados) X̄i i (8 estados) X̄i

1− 2 14 1− 4 22.1
9− 10, 17− 20 20.3 52− 53 28.1

33− 36 25.7 29 30.6
11− 14 26.4 13− 20 32.7

3− 8, 47− 48 30.6 48− 51 34.5
21− 24 31.1 30− 31 36.5

25− 29, 31, 37, 39 35.5 21− 28 38.4
41,43,45,46,51-56 35.5 40− 47 39.5

30, 32, 38, 40 36.1 78− 81 44.8
42,44,49-50 36.1 6− 12 48.1
15− 16 38.9 32− 39 49.1
57− 60 39.8 62− 69 49.5
61− 64 46.7 82− 89 53.6

70− 77 59
54− 61 59.4

TABELA IX

X̄i PARA OSSTTCS DAS TABELAS V, VI. CANAL RAYLEIGH .

i (4 estados) X̄i i (8 estados) X̄i

5− 12 18.4 13− 14 14.6
1− 4 22.5 9− 12 15.2

25− 28, 45− 52 23.3 31− 36 17.9
17− 24, 29− 36 27.8 23− 26 18.3

13− 16 31.0 1-8 18.4
37− 44 36.4 27-30 18.5

19-22 21.8
15-18 22

TABELA X

X̄i PARA OSSTTCS DAS TABELAS I, II. CANAL RICE.

i (4 estados) X̄i i (8 estados) X̄i

1 1.0 7 3.6
3 2.8 5 6.3
8 5.5 21, 22 7.8

4, 5 6.2 12, 17, 18, 28 8.5
6 6.4 3, 4 9.1
18 7 8− 10, 13, 14, 29, 30 14

13, 14 9 1, 2 19
2 9.6 11, 15, 16, 27 19.5

9, 10 10.8 25, 26 19.8
15, 16 13.3 6 23.8
11, 12 13.7 23, 24 25.1

7 15.1 19, 20 28.2
17 17.2



TABELA XI

X̄i PARA OSSTTCS DAS TABELAS III, IV. C ANAL RICE.

i (4 estados) X̄i i (8 estados) X̄i

2 6.3 23, 24 12.2
4 7.7 3, 4 13

hline 16 10.7 13, 14 13.6
10, 19, 20, 52 12.5 15, 16 15.7
31,32,43,44 13,2 51 16.4

48 15.7 38, 39 17
35, 36 18.5 11, 12 17.3
13, 14 18.9 80, 81 20.5
55, 56 21.5 46, 47 23.5
46, 50 22.2 88, 89 24.1
7, 8 23.5 19, 20 26

1, 23, 24 24 68, 69 27.2
59, 60 27 56, 57, 72, 73 27.7
27, 28 29.2 52, 53, 29 29.3

9, 17, 18, 39, 40 29.5 27, 28 32.5
33, 34 34.5 42, 43 33
11, 12 34.9 1, 2 33.2

5, 6, 21, 22 38.7 7, 8 35.5
63, 64 39.1 30, 31, 48, 49, 64, 65 36.2
25, 26 43.2 84, 85 42
37, 38 43.6 17, 18 43.8

47 45.3 76, 77, 60, 61 44.4
45, 53, 54 48.7 34, 35 44.7

49 49 40, 41, 25, 26 49.4
41, 42 50.2 50 51.7

3 51.1 44, 45 56.5
57, 58 52.3 32, 33 58
29, 30 54.5 21, 22 62.5

51 55.2 5, 6, 62, 63 63.9
61, 62 57 78, 79 66.8

15 60.7 82, 83 68
66, 67 70.3
9, 10 74.8
36, 37 75.4
74, 75 76.3
58, 59 76.7
86, 87 78.1
70, 71 83.7
54, 55 84.1

TABELA XII

X̄i PARA OSSTTCS DAS TABELAS V, VI. CANAL RICE.

i (4 estados) X̄i i (8 estados) X̄i

26 9 3, 4 9.6
3, 4 9.5 14, 25, 26 12

7, 8, 11, 12 11.8 11, 12 12.3
19, 20, 23, 24, 31, 32, 35, 36 15.2 17, 18 13

39, 40 15.5 33, 34 15
47, 48, 51, 52 17.6 7, 8, 29, 30 15.35

15, 16 20.5 9, 10, 13, 35, 36 18.2
27, 28 24.6 21, 22 18.8

5, 6, 9, 10 26 5, 6 21.2
43, 44 28.4 31, 32 21.4

45, 46, 49, 50 30.6 27, 28 21.8
1, 2 35.7 19, 20, 23, 24 24.5
25 37 1, 2 26.7

17, 18, 21, 22, 29, 30, 33, 34 40 15, 16 29.7
13, 14 42.3
41, 42 45.7
37, 38 50.1

II. RESULTADOS

Para analisarmos melhor o valor apropriado deι tal que
FERι aproxima a FER obtida por simulação, exemplificaremos
o caso da FER parcial do STTC [1], 8 estados, para o canal

TABELA XIII

EEMS UTILIZADAS NAS SIMULAÇÕES PARA OSSTTCS [1], [5] E [6], DE 4

E 8 ESTADOS, PARA O CANAL RAYLEIGH (VER TABELAS I, II E III).

STTC 2ν Índice i das EEMsAi

[1] 4 1− 5
8 1− 14

[5] 4 1, 2, 9, 10, 17− 20
8 1− 4, 13− 20, 29− 31, 48− 53

[6] 4 1− 12
8 9− 14, 31− 36

TABELA XIV

EEMS UTILIZADAS NAS SIMULAÇÕES PARA OSSTTCS [1], [5] E [6] PARA

O CANAL RICE (VER TABELAS I, II E III).

STTC 2ν Índice i das EEMsAi

[1] 4 1, 3− 6, 8
8 1− 5, 7− 18, 21, 22, 27− 30

[5] 4 2, 4, 10, 16, 19, 20, 31, 32, 35, 36, 43, 44, 48, 52
8 1− 4, 7, 8, 11− 20, 23− 31, 34, 35, 38− 43, 46− 49,

51− 53, 56, 57, 60, 61, 64, 65, 68, 69, 72, 73, 76,
77, 80, 81, 84, 85, 88, 89

[6] 4 3, 4, 7, 8, 11, 12, 19, 20, 23, 24, 26, 31, 32, 35, 36
8 3, 4, 7− 14, 17, 18, 25, 26, 29, 30, 33− 36

1 2 3 4 5 6
10

−2

10
−1

ι

F
E

R
ι

Limitante
Simulado

Fig. 2. FERι versusι, para o STTC 8 estados de [1], canal Rayleigh.

Rayleigh. A Figura 2 ilustra resultados numéricos da FERι

versusι, obtidos a partir de (3) usando as EEMs com valores
de βι listados na Tabela VII. Observa-se que o conjunto
de ḿediasβ4 = {6.3; 13.7; 13.8; 14.0}, resulta em FER4,
um limitante superior, enquanto que o conjunto formado por
FER3 é um limitante inferior. Podemos verificar que estes
limitantes s̃ao apertados. As Tabelas XIII e XIV listam todas
as EEMs utilizadas na simulação dos limitantes expurgados
dos STTCs utilizados neste trabalho para os canais Rayleigh
e Rice, respectivamente.

As Figuras 3 e 4 ilustram as comparações dos limitantes
expurgados com as simulações, paranR = 1, 2, dos STTCs
de 4 e 8 estados de [1], para os canais Rayleigh e Rice,
respectivamente.

As Figuras 5 e 6 ilustram as simulações dos STTCs de
4 e 8 estados, para o canal Rice, dos códigos de [5] e [6],
respectivamente.

III. C ONCLUSÕES

Neste artigo foi mostrado uma técnica para obtenção de
um limitante apertado para STTCs. Esta técnica que con-
siste na enumeração das EEMs do STTC, em uma ordem



de import̂ancia que contribua de forma mais significativa
para (4), difere basicamente da técnica empregada em outros
trabalhos [2] por ñao enumerar as EEMs pelo critério do
determinante, pois em alguns códigos a FER parcial ñao
apresenta um bom ajuste do limitante.

Através de simulaç̃ao semi-analı́tica foram apresentadas as
FERs parciais e posteriormente comparadas ao limitante da
união expurgado, com o critério de expurgo obtido em (4),
onde expurgava-se a EEM de menor significância na ḿedia
(maior ḿedia), foi tamb́em apresentada a simulação do
STTC. Uma grande vantagem da técnica propostáe que
sempre conseguimos um limitante bem apertado incluindo
e/ou expurgando EEMs. Neste artigo foram testados códigos
clássicos da literatura, códigos que foram construı́dos de forma
heuŕıstica [1], com busca exaustiva [5] e com o critério de
maximizaç̃ao da dist̂ancia Euclidiana [6]. Mesmo empregando
códigos com caracterı́sticas de construção diferentes, o em-
prego da t́ecnica proposta teve sucesso. A técnica empregada
mostrou-se eficiente para ambos os tipos de desvanecimento,
Rayleigh e Rice.
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Fig. 3. FER versus SNR por antena recebida para os STTCs de 4 e 8 estados
de [1], nR = 1, 2 e canal Rayleigh.
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Fig. 4. FER versus SNR por antena recebida para os STTCs de 4 e 8 estados
de [1], nR = 1, 2 e canal Rice.
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Fig. 5. FER versus SNR por antena recebida para os STTCs de 4 e 8 estados
de [5], nR = 1, 2, canal Rice.
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Fig. 6. FER versus SNR por antena recebida para os STTCs de 4 e 8 estados
de [6], nR = 1, 2, canal Rice.


