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Complexidade Computacional de Modulos de Trelica
de Codigos Convolucionais

Isaac B. Benchimol, Cecilio Pimentel, Richard Demo Souza ¢ Bartolomeu F. Uch6a-Filho

Resumo—Neste artigo apresentamos uma medida de
complexidade de decodificacio de cédigos convolucionais
baseada em ciclos de maquina consumidos pela execucdo das
operacgdes aritméticas do algoritmo de Viterbi (VA) operando
com decisdo abrupta. Através da simulacio destas operacdes
definimos uma complexidade computacional do VA que mede de
forma mais adequada a complexidade de trelica em esquemas de
decodificacdo implementados por software. Implementacdes
baseadas nos modulos de trelica convencional e minimo sio
consideradas. Uma relagdo entre a complexidade definida neste
trabalho e a complexidade de trelica definida por McEliece e Lin
é investigada. A arquitetura adotada é a familia de processadores
digitais de sinais TMS320C55xx da Texas Instruments.

Palavras-Chave—Codigos convolucionais, complexidade de
decodificacdo, modulo de trelica, algoritmo de Viterbi.

Abstract—We present in this paper a decoding complexity
measure of convolutional codes in terms of machine cycles taken
by the execution of the arithmetic operations of the Viterbi
algorithm (VA) with hard decision decoding. By simulation of
these operations we define a computational complexity of the VA
that is a more adequate complexity measure if decoding is
implemented by software. We conducted implementations based
on both conventional and minimal trellis modules. A relation
between the complexity defined in this work and the one stated
by McEliece and Lin is investigated. The system architecture
adopted is the TMS320CS5xx digital signal processor family
from Texas Instruments.

Keywords—Convolutional codes, decoding complexity, trellis
module, Viterbi algorithm.

I.  INTRODUCAO

Codigos convolucionais sdo amplamente utilizados em
sistemas de comunicagdo digital por sua capacidade de
aumentar a confiabilidade de transmissdo [1]. Estes codigos
podem ser representados por estruturas de trelica que
permitem o uso eficiente de algoritmos de decodificacdo de
maxima verossimilhanga como o algoritmo de Viterbi (VA).
Entretanto, o VA causa um grande impacto no consumo de
energia do receptor. Em [2] sdo analisadas diferentes
implementagdes de receptores para o padrdo de redes sem fio
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IEEE 802.11 [3], mostrando que o VA contribui com 35% do
seu consumo total. Este consumo esta fortemente relacionado
com a complexidade de decodificagdo do VA. Desta forma,
buscar alternativas de decodificagio menos complexas ¢
essencial para sistemas de comunicag@o, sobretudo para os que
tém severas limitagGes de energia.

Um codigo convolucional pode ser representado por varias
trelicas. Estas sdo estruturas periddicas, sendo o menor periodo
denominado de modulo de treliga [4]-[6]. McEliece e Lin [4]
definiram uma medida de complexidade de decodificacdo
baseada no nimero total de bits que rotulam os ramos de um
modulo de trelica (normalizado pelo niimero de bits de
informagdo), denominada de complexidade de trelica de um
modulo M, denotada por 7C(M). Um método para a
construgdo do médulo de trelica minimo foi apresentado em
[4]. Este modulo tem uma estrutura irregular com niimero de
estados em cada sec¢do periodicamente variante no tempo em
que varias medidas de complexidade de mddulo de trelica sdo
minimizadas. A busca de bons co6digos convolucionais
representados por trelicas de baixa complexidade foi conduzida
em [5]-[11], o que demonstra um grande interesse pelo tema.

O VA operando com decisdo abrupta sobre M realiza
operagdes aritméticas de soma e comparagdo de valores
inteiros [4][12]-[14]. O numero de somas por bit de informagao
¢ igual a TC(M). Sendo assim, a TC(M) representa a
complexidade aditiva de M. Por outro lado, o niimero de
comparagoes num estado especifico de M ¢ o numero de
ramos que converge para este estado menos um [13]. O numero
total de comparagdes em M representa a complexidade
comparativa de M. A complexidade de trelica e a
complexidade comparativa sdo duas medidas de complexidade
do VA operando em um modulo M.

Neste trabalho propde-se uma medida de complexidade,
denominada de complexidade computacional de M, denotada
por TCC(M), que reflete mais adequadamente o esforgo
computacional de decodificagio do VA executado por
software. Para definir esta medida sdo considerados o niimero
de somas e comparagdes, € seus respectivos custos
(complexidades) computacionais de implementagdo. Estes
custos sdo medidos em termos de ciclos de maquina
consumidos pela sua execugdo. Desta forma, a TCC(M) pode
ser adotada como medida de complexidade do VA em
aplicagdes em que o receptor seja implementado por software.

A familia de processadores digitais de sinais
TMS320C55xx da Texas Instruments (TI) foi utilizada como
base deste trabalho. As implementagdes foram conduzidas
através de simulagdes com linguagem C.

O restante deste artigo esta estruturado da seguinte forma:
na Secdo I definimos o niimero de operagdes do VA; na Se¢do
III determinamos o custo computacional de cada operagdo e
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definimos a TCC(M). Comparagdes entre a TC(M) e a
TCC(M) sao realizadas para codigos de diferentes taxas e
com duas representagdes de trelica distintas: convencional e
minima. Na Seg¢do IV apresentamos as conclusoes.

II. COMPLEXIDADE DE MODULO DE TRELICA

Considere um cédigo convolucional C(n,k,v), em que v,
k e n s30 o comprimento de restrigdo, o numero de bits de
entrada e o nimero de bits de saida, respectivamente. Em geral,
um modulo de trelica M de um codigo convolucional
C(n,k,v) consiste em n' segdes de trelica, 2" estados na
profundidade ¢, 2" ramos conectando os estados entre as
profundidades ¢ e f+1, e /, bits rotulando cada ramo entre as
profundidades ¢ e t+1, para 0 <¢<n'—1 [5]. Para realizar a
decodificagdo usando o VA sdo necessarios trés componentes
em cada secdo da ftreliga: o calculador de distancia de
Hamming (HDC), o somar-comparar-armazenar (ACS) e o
RAM Traceback. A seguir analisaremos as operagoes
aritméticas requeridas pelo HDC e ACS sobre um modulo de
trelica M para o VA operando com decisdo abrupta. Como a
operacdo do RAM Traceback nao envolve operagdes
aritméticas, este componente ndo serd considerado neste
trabalho.

A etapa de HDC consiste em calcular a distdncia de
Hamming entre a palavra recebida e o bloco codificado em
cada ramo de uma se¢do ¢ do modulo de trelica M. Como
cada ramo ¢ rotulado com /, bits, sdo necessarias /, operagdes
de comparagdo de bit cujos resultados sdo somados com /, —1
operacdes de soma. O niimero total de ramos no modulo ¢ dado
por 2% portanto sdo necessarias 12" operagdes de
comparagdes de bit e (I —1)2"" operagdes de soma.
Definindo o niimero de operagdes de soma por S e o nimero
de comparagdes de bit por C,,concluimos que o numero total
de operagdes do HDC em uma segdo ¢, 7™, é dado por

TPC = (1, - 12" (8) +1,2"""(C). (1)

A etapa de ACS consiste em atualizar a métrica dos estados da
trelica. Primeiramente o incremento de métrica de cada ramo é
somado com a métrica de seu estado inicial, portanto sdo
necessarias 2" "% operagdes de soma. O proximo passo dessa
etapa consiste em comparar as métricas acumuladas dos ramos
que convergem para cada um dos estados da se¢do f+1 e
selecionar a menor. H4 2"+ estados na secio 7+1 e 2+
ramos entre as se¢des ¢ e f+1, portanto sdo comparados
2%*P /2% ramos por estado, que utilizam (2"*% /2%)—1
operagdes de comparagdo. Considerando todos os estados,
teremos 2" —2"1  operagdes de comparagdo de valores
inteiros. Definindo esta operagdo por C,, concluimos que o
ntimero total de operagdes do ACS em uma se¢do t, 7', é
dado por

T,ACS —outh () + [2v,+b, — Q¥ 1(C)). 2

A partir de (1) e (2) define-se o niimero total de operagdes do
VA por bit de informagio de um médulo de trelica M por

1 n'-l1
T(M) =;Z(7;HDC + ]’;ACS)
t=0

n'-1
= ;Zz,zw [C, +S1+ (2" =2")C,. ()
t=0

Considerando que a complexidade de trelica por bit de
informacdo 7C(M) de um moédulo de trelica M, para um
cddigo convolucional C de acordo com [4] ¢ definida por

n'-1
TC(M)=—>"12"" 4
ki

¢ definindo a complexidade comparativa por bit de informagao
MC(M) de um modulo de trelica M, para um codigo
convolucional C por
1 n'-1 !
MC(M) = ;Z(zw”f —2"%) )

t=0

em que v, =v,, reescrevemos (3) usando (4) e (5) da seguinte
forma

T(M)=TC(M)(C, +S)+MC(M)C.. (©)
Para o moédulo de treliga convencional, M, , temos [ =n,
n'=1, v,=v,=v e b, =k . Assim obtemos
N S k+v
mT?wm,,,)=—2 (7
k
vink _ (8)
e =22,

O modulo de trelica minimo é uma estrutura irregular com »n
secdes que podem apresentar nimero de estados diferentes.
Cada ramo ¢é rotulado com apenas um bit [4]. Para este

modulo de trelica minimo, M, , temos n'=n, [ =1
v, =V, Vt, b,=b, Vt ev, =v,. Desta forma
n'-1 -
TC(M,;,) =~ 2" ©)
k=
n'-1 - .
MC(Mmm):;Z:(szb, — Q¥ ). (10)
t=0

Exemplo I: Considere o cédigo convolucional C,(7,3,3) com
matriz geradora G,(D) dada por

1+D 1+D 1 1 0 1 1
G(D)=| D 0 1+D 1+D 1 1 0
D D 0 D 1+D 1+D 1+D

As complexidades de trelica e comparativa do moédulo de
treliga convencional para C,(7,3,3) sdo TC(M =149,33 ¢
MC(M =18,66 . Portanto, obtemos de (6)

COHV)

conv)
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T(M,,)=149,33(S+C,)+18,66(C,).

O modulo de trelica minimo para C,(7,3,3) ¢ mostrado na
Figura 1. Definindo-se as complexidades de estados e de ramos
de um modulo de trelica minimo por v=(V,,...,9, ;) €
b=(b,....b, ), _ respectivamente, obtemos
v=(3,4,3,4,3,4,4) ¢ b=(1,0,1,0,1,0,0) para C,(7,3,3), o
que implica em TC(M,,)=37,33 e MC(M,,,)=8.
Analogamente, obtemos de (6)

min

TWM,,)=37,33(S+C,)+8(C)).

min
Neste exemplo, o namero relativo de operagdes requeridas pela
trelica minima em relagfo a trelica convencional é 25% para S
e C, €e42,8% para C,.

Estados

Segdes

Fig. 1. Modulo de treliga minimo para C,(7,3,3).

Uma vez determinado o niumero de operagdes do VA sobre
um moédulo de treliga, é necessario obter os custos individuais
das operagées S., C, © q para que a comparagdo de
complexidade seja mais significativa. Estes custos sdo
determinados na préoxima se¢do com base numa arquitetura
particular.

III. COMPLEXIDADE COMPUTACIONAL DO VA

Nesta se¢do descreveremos a implementacdo das operagdes
S, C, e C, para obter seus respectivos ciclos de maquina
através de simulagdo da familia de DSPs TMS320C55xx da
TI. Estes processadores utilizam processamento com ponto-
fixo e possuem desempenho otimizado, alta densidade de
codigo e baixo consumo de energia [15]. Mais detalhes sobre
estes processadores sdo encontrados em [16]. O ambiente de
desenvolvimento integrado (IDE) utilizado foi o Code
Composer Studio (CCStudio) v4 da TI [17].Uma vez obtidos
estes valores, definiremos uma medida de complexidade
computacional de um moédulo de trelica.

A. Implementag¢dao em DSP das operagoes do VA

Operagdo soma (S)

A Tabela I mostra os detalhes da implementacdo da operagdo
S . Foram usadas varidveis de tipo inteiro. Na primeira coluna
aparece a operagdo soma de dois valores em linguagem C; na
segunda, o codigo em linguagem Assembly do C55x gerado

pelo compilador; na terceira, uma breve descricdo do codigo,
em que ACO.L é o registrador acumulador utilizado para
receber o resultado da soma; na quarta, os respectivos ciclos
de maquina. No total sdo necessarios 3 ciclos de maquina para
implementar a operagdo S.

Operacgdo comparagdo de bits (C,)

A operagdo C, foi implementada com instrugdes logicas XOR
bit a bit, assumindo que cada bit da palavra recebida e da
palavra-codigo em cada ramo do moédulo da treliga tenha sido
previamente armazenado em variavel de tipo inteiro. A Tabela
II mostra os detalhes da implementacdo da operagdo C,. Na
terceira coluna, ACO.L ¢ o registrador acumulador utilizado
para receber o resultado da operagio XOR. No total sdo
necessarios 3 ciclos de maquina para implementar a operagao
C,.

Operagdo comparagdo de inteiros (C,)

A operagdo C, foi implementada com uma instru¢do de
selecdo composta if incluindo o armazenamento do valor da
menor métrica acumulada. A Tabela III mostra os detalhes da
implementacdo da operagdo C,. Na primeira coluna aparece a
instrugdo if que compara duas métricas acumuladas, a menor ¢é
armazenada na variavel de tipo inteiro menor. Na terceira,
uma breve descrigdo do codigo explicada pelos seguintes
passos: ACO.H e ACO.L sio registradores acumuladores que
recebem os valores das métricas acumuladas, aqui
representadas pelas variaveis A e B, respectivamente. A
seguir as métricas sdo comparadas, se B < A entdo o fluxo do
programa ¢ desviado para o rétulo @C1 e o valor de B ¢é
armazenado em menor. Seguindo esse caminho, o codigo
consome 19 (1+1+16+1) ciclos de maquina. Caso A < B o
codigo segue armazenando o valor de A em menor e
desviando o fluxo do programa para o rétulo @C2 onde esta a
préxima instrugo a ser executada. Um detalhe da arquitetura
¢ que o valor em ACO.H nédo pode ser diretamente transferido
para a memoria, precisando ser copiado primeiro para ACO.L
e depois entdo para a memoria. Seguindo esse caminho, o
codigo consome 17 (1+1+6+2+7) ciclos de maquina. Levamos
em consideragdo o valor médio consumido pela operacdo, ou
seja, 18 ciclos de maquina, justificado pela aleatoriedade dos
valores. Em resumo, o custo computacional das operagdes do
VA ¢ mostrado na Tabela IV.

B. Defini¢do da complexidade computacional

Substituindo-se os resultados obtidos em (6) definimos uma
complexidade computacional de um moédulo de trelica M,
para esta arquitetura em particular, por

TCC(M)=TC(M)6+MC(M)18. an

Observa-se que a TCC(M) depende de duas medidas de
complexidade do modulo M, a complexidade de trelica, que
representa a complexidade aditiva, e a complexidade
comparativa, sendo que o peso da tltima ¢ o triplo do peso da
primeira.
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TABELA L.  DETALHES DA IMPLEMENTACAO DA OPERAGAO S.
Implementagdo em C Assembly C55x Descrigdo Ciclos
LO(ACO0) = *SP(#1) ACO.L < codel 1
S =codel + code2; ACO0.L = ACO.L + *SP(#0) ACO0.L < ACO.L + code?2 1
*SP(#2) = ACO.L S« ACO.L 1
Total 3
TABELA I1. DETALHES DA IMPLEMENTAGCAO DA OPERACAO C,7 .
Implementagdo em C Assembly C55x Descrigdo Ciclos
LO(ACO0) = *SP(#1) ACO.L « codel 1
Cb =codel » code2; ACO0.L = ACO.L A *SP(#0) ACO0.L <~ ACO0.L XOR code2 1
*SP(#2) = ACO.L Cb « AC0.L 1
Total 3
TABELA IIl.  DETALHES DA IMPLEMENTACAO DA OPERACAO Ct. .
Implementagdo em C Assembly C55x Descrigdo Ciclos
HI(ACO) = *SP(#1) ACO.H«+ A 1
LO(ACO) = *SP(#2) ACO.L«B 1
o cmp (ACO.H>=ACO.L) goto @C1 | se (ACO.H>=ACO.L) va p/ @C1 6oul6
If@A<Bjmenor =4 | pcoL=ACOH ACO.L « ACO.H 2
else menor = B; « _
goto C2@ | | *SP(#3) = ACO.L va para @C2 | | menor <— ACO.L 1
@C1: *SP(#3) = ACO.L @C1: menor < ACO.L 1
@C2: ... (préxima instrugdo) @C2: ... (préxima instrugio)
Total | 170u 19

TABELA IV. CUSTO COMPUTACIONAL DAS OPERACOES DO VA.

Operacgio Ciclos
Soma § 3
Comparagéo de bit C, 3
Comparagéo de inteiro C, 18
Para o codigo C,(7,3,3) do Exemplo 1 obtemos
rcciumm,,, )=1231,8 e TCC(M,,)=368. Logo, a

complexidade computacional da trelica minima é 30% da
complexidade computacional da trelica convencional, mas em
termos de complexidade comparativa, este percentual € 42,87%
enquanto que para complexidade de treli¢a é 25%.

Nos proximos exemplos vamos analisar o impacto das
complexidades de trelica, comparativa e computacional sobre
codigos de taxas iguais.

Exemplo 2: Considere os codigos convolucionais C,(4,3,3) e
C;(4,3,4) com matrizes geradoras G, (D) e G, (D) dadas por

1 1 1 1
G,(D)=| 0 D 1+D 1
D* 1+D* 1+D 0

D D 1 1
1+D 1 0 1
D+D* 0 D* 1+D?

G3(D) =

e complexidades de estados e de ramos da treliga minima
dadas por v =(1,1,1,0) e b=(3,4,4,4) para C,e v =(1,0,1,1)
e b=(4,4,3,4) para C,. Nesse caso ambos os codigos
apresentam cum,,,)=32, MC(M ., )=13,33 €
TCC(M,,,)=431,94. Entretanto, codigos com a mesma
complexidade de trelica podem apresentar complexidade
comparativa diferente. O proximo exemplo mostra essa
situagao.

Exemplo 3: Considere os codigos convolucionais C,(4,2,3)
com perfis v=(3,2,3,4) e b=(0,1,1,0) e C;(4,2,3) com
perfis v=(3,3,3,3) ¢ b=(1,0,1,0), e matrizes geradoras
G,(D) e Gy(D)dadas

G.(D) = D+D* 1+D D 0

‘ D 0 1+D 1+D
G.(D) = D* D 1+D 1+D
’ 1+D 1+D D 1)

As complexidades de trelica, comparativa e computacional do
modulo de trelica minima de C, s@o respectivamente,
c(M,,;,)=24, MC(M,,,)=6 ¢ TCC(M,,;,)=252. Para
C; esses valores sio TC(M,)=24, MCM,;,)=8 e
TCC(M,,,)=288. Embora ambos apresentem a mesma
complexidade de treliga, isso ndo se reflete na complexidade
comparativa  gerando  complexidades  computacionais
diferentes. Esse fato indica a importancia de adotar a
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complexidade computacional para comparar a complexidade
de codigos convolucionais.

Exemplo 4: Considere os codigos convolucionais C4(4,3,4)
com perfis v=(4,4,4,4)_ ¢ b=(0,1,LL1) ¢ C,(4,3,4) com
perfis v=(4,5,4,4) ¢ b=(1,0,1,1), e matrizes geradoras
G,(D) e G,(D) dadas por

D D D 1+D
G,(D)=|D 1+D 1 1
D D+D* 1+D+D* 0

1 1 1 1

G,(D)=| D D* D+D* 1
D* D+D* 1+D 0

O cédigo C, apresenta TC(M,,;,)=37,33, MC(M,,;,)=16

min min )

e TCC(M,,,)=>512 enquanto que o codigo C, apresenta
c(m,,;,) =42,67, MCWM,,)=16 ¢ TCC(M,,,)=>544.
Embora ambos apresentem a mesma complexidade

comparativa, isso ndo se reflete nas complexidades de trelica e
computacional. Observa-se ainda que o niimero de estados nas
se¢des em que b, =1 € o mesmo para as duas treligas, porém
o numero total de estados ¢ diferente.

IV. CONCLUSOES

r

O objetivo deste artigo é apresentar uma medida de
complexidade computacional de decodificagdo de codigos
convolucionais baseada no VA operando com decisdo abrupta.
Mais precisamente, esta medida é relacionada com o ntimero
de ciclos de maquina consumidos pela decodificacdo. Isto foi
alcangado determinando-se o nimero de operagdes aritméticas
e seus respectivos custos computacionais de execugdo baseado
numa plataforma de processadores digitais de sinais para
modulos de treliga convencional € minimo.

Neste estudo foram calculadas as complexidades de treliga,
comparativa e computacional de codigos de varias taxas. No
universo de codigos de mesma taxa, aqueles que apresentam a
mesma complexidade de trelica podem apresentar
complexidades computacionais diferentes. Portanto, a
complexidade computacional proposta neste trabalho é uma
medida mais fiel em termos de esforgo computacional
requerido pela decodificagdo implementada por software.
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