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Codigos associados a curvas elipticas maximais

Jéfferson Luiz Rocha Bastos

Resumo—Em [4] é proposta uma integracao entre modulacio
e codificacdo de canal baseada no género da superficie na qual
o canal de trasmissio pode ser mergulhado. Esta integracio é
feita usando cédigos de Goppa, sendo assim necessario saber
os parametros destes codigos. Além disto, como o canal de
transmissdo pode variar com o tempo, e assim o género da
superficie, € interessante tentar estabelecer relacdes entre codigos
associados a curvas de géneros distintos. Este artigo apresenta um
resultado onde sao calculados os parametros de todos os codigos
de Goppa associados a curvas elipticas maximais. Além disso,
apresenta uma maneira de se fazer puncionamento no cédigos
associado a curva Hermitiana de género g = 1 obtendo um cédigo
racional.

Palavras-Chave— Curvas Algébricas, Codigos de Goppa, Cur-
vas Elipticas.

Abstract—1In [4] an integration of modulation and channel
codification is proposed based on the surface genus in which the
channel can be embedded. This integration is achieved through
Goppa codes, the parameters of which must be known. Besides,
since the channel may vary in time, and also the surface genus, it
is interesting to try and establish relations among codes associated
to curves of distinct genera. This article shows a result in
which all code parameters related to maximal elliptic curves are
calculated. It also shows a way of punctoring the code related to
the Hermitian curve of genus g = 1 in order to obtain a rational
code.
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I. INTRODUCAO

Sejam k um corpo e k seu fecho algébrico. Nesta secdo
veremos as defini¢des do espago projetivo, o espago onde as
curvas algébricas sdo definidas, de curvas algébricas e outros
conceitos fundamentais a teoria dos cédigos de Goppa.

O plano projetivo P?(k) é definido como o conjunto
quociente de k3 \ (0,0,0) por uma relagdo de equivaléncia

~, Ou seja,

By - A (0.0,0)

~

onde

($173J1,Z1) ~ (I27y2722)

da € k¥ v1 =axe, y1 = ays, 21 = azo.

Como os pontos de P?(k) sdo classes de equivaléncia, vamos
usar a notagdo (x : y : z) para representar estes elementos.

Seja F(X,Y,Z) € k[X,Y, Z] um polindmio homogéneo de
grau d, e tal que f(X,Y) = F(X,Y,1) seja absolutamente
irredutivel. Definimos a curva plana projetiva de grau d
associada ao polindmio F', denotada por X ou por X', como
sendo o conjunto

X ={(z:y:2) € PX(k)| F(z,y,2) = 0},
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ou simplesmente
X:F(X,)Y,Z)=0.

Dada uma curva podemos associar o seu género, denotado por
g(X), que satisfaz a seguinte desigualdade
d—1)(d—-2
< @02
Esta desigualdade passa a ser uma igualdade quando a curva
for nao singular, isto é, quando vale a condi¢do

F(x,y,z) :FX(QT,%Z) =Fy(:(;,y,z) ZFZ(%Z/’«Z) =0
U
(x’ y’ z) = (07 07 0)7

onde F'x, Fy, Fyz denotam as derivadas parciais de F' com
relagdo as varidveis X, Y, Z, respectivamente. Seja X' uma
curva plana projetiva definida por um polindmio homogéneo
F e seja K um corpo qualquer contendo k. Um K —ponto
racional em X é um ponto (z : y : 2) € P*K) tal
que F(z,y,z) = 0. Denotamos o conjunto dos K —pontos
racionais da curva X como

X(K)={(v:y:2) € PX(K)| F(x,y,2) = 0}.

Seja X uma curva definida em [F;. Um divisor D em X’ é uma
soma formal de pontos da curva com coeficientes inteiros, isto
¢, um divisor € um elemento da forma

D = ZTZQQ,

onde ng € Z e () sdo pontos (de grau arbitrrio) em X.
Se ng > 0 V@, dizemos que o divisor D ¢é efetivo e
denotamos por D > 0. Definimos o grau de um divisor como

sendo
gr(D) = nogr(Q),

e o suporte de um divisor D, denotado por Supp(D), como
sendo o conjunto dos pontos () da curva que aparecem com
coeficientes ndo nulos no divisor D, isto é,

Supp(D) = {Q| nq # 0}.

Seja F(X,Y,Z) um polindmio que define uma curva plana
projetiva X' sobre IF; e seja

5 [GXY.2)
- H(X,Y, Z)
O corpo das funcgdes racionais em X', denotado por F,(X)

€ o conjunto quociente de F por uma relacdo de equivaléncia
~, isto €,

|G, H homogéneos de mesmo grau}U{O}.

onde
~ — < GH' — G'H € (F), (1)
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com (F') representando o ideal gerado pelo polindmio F em
kXY, Z].

Seja X uma curva definida pelo polindmio F, e f = T €
F,(X). O divisor de f é definido como
div(f)= Y. IPFGP- Y 1(QFH)Q.
PeXrNXg QEXFNXy
2

Seja D um divisor sobre uma curva nao singular. O espaco
das funcoes racionais associadas a D ¢ o conjunto

L(D) = {f € Fy(X)| div(f) + D > 0} U{0}.

Agora podemos definir os c6digos algébricos-geométricos da
seguinte forma. Considere X como uma curva plana projetiva
definida sobre F,, D um divisorem X e P = { Py, ..., P,,} um
conjunto de n pontos [F,-racionais distintos em A&’. Suponha
que P N Supp(D) = 0.

O codigo algébrico-geométrico associado a curva X, ao
conjunto P e ao divisor D é o conjunto

C(X,P,D) = {(f(P1), ., f(Pa))| f € LID)} €FL. (3)

Os parametros do cddigo definido em (3) sdo dados pelo
seguinte resultado.

Teorema 1 ([1],[3]): Seja X uma curva plana, projetiva, de
género g, definida sobre F,. Seja P C X(F,) um conjunto
de m pontos F,—racionais distintos, € seja D um divisor
tal que 29 — 2 < gr(D) < n. Entdo o cédigo algébrico-
geométrico C(X, P, D) é linear de comprimento n, dimenséo
k= gr(D)+ 1 — g e distdncia minima d > n — gr(D).

II. CURVAS ELIPTICAS

Nesta secdo serdo obtidos os parametros de todos os
codigos associados as curvas elipticas maximais, isto &,
curvas de género g = 1 e que sejam maximais. Isto serd feito
por meio da seguinte proposigao.

Teorema 2 ([4]): Seja X uma curva eliptica maximal sobre
o corpo finito K = Fp2¢, seja Poo = (0 : 1 : 0) o ponto no
infinito de P?(K), D = rP,, um divisor sobre X ¢ P =
{pontos racionais}\{Px }. Entdo vale:
e car(K) =2
O cédigo C(X,P,D) possui parAmetros n = 2% +
241k = r, d = n —r se r for um ndmero par. Se
r for impar entdo d =n—r ou d =n—r+1, o que ndo
altera a quantidade de erros corrigidos pelo cédigo.
e car(K)=p+#2
O cédigo C(X,P,D) possui parimetros n = p?* +
2w, k=7, d=n—r.
Demonstragdo:
o car(K) =2

De acordo com [2] a curva X pode ser escrita como

ZY? +an XY Z +a3Y Z? = X? + a2, ZX? + as X Z° + ag Z°.

“)
Como, por hipétese, a curva € maximal, entdo deverd conter
1+ 22t 4 2!+ pontos racionais. Substituindo Z = 0 em (4)

temos X3 = 0. Assim, P, = (0:1:0) € X e div(X¥NZ) =
3Pw.

Os restantes 22! + 271 pontos racionais possuem coorde-
nada Z = 1. Dado a € [Fj2¢, substituindo X = « em (4)
obtemos

Y2 4 (a1 + a3)Y = o® + aza® + asa + ag. (5)

Se a1 # 0, tomando-se o = Z—i’ a equacdo (5) transforma-se

em
Y2=0a%+ a2a2 + aqa + ag,

possuindo solucgdo tnica. Mais ainda, dado 8 # « a equagdo
Y2+ (018 +a3)Y = 3% + a2 + asf + a6

possui duas ou nenhuma solugdo. Assim, caso a; # O
conseguiremos um nuimero impar de pontos racionais com
coordenada Z = 1. Como precisamos de 22! + 2¢*! pontos
concluimos que, se a curva é maximal, devemos ter a; = 0.
Além disso, existem M = 22t=1 4 9% elementos em [Foo:
para os quais a equacio

Y2+ a3Y = o 4 asa® + aga + ag, (6)

possui duas solucdes. Sejam ay, ¢ = 1,2,..,2%~1 4 2t
os elementos em [Fp2: para os quais a equagdo (6) possui
2 solugdes. Desta forma, os pontos racionais sio (a; : (3% :
1), (;:B8:1), i=1,..,2%"1 42t
Os outros divisores de interseccdo sdo dados por
div(X N X) = Py + Q1 + Q2;
dl’l)(XﬂY) =Ri+ Ry + R3, R; # Pw.
Desta forma, temos

)

div(o Xy Z Q1 + Q) + Ry + Ro+ Rs) — (20 13)) Puc.

Zi+j
Como os divisores sdo da forma D = r P, segue que
Xiyd ) }

o 0 < r=2u< 2% 4201
Neste caso, temos

X'lL

X
1,—,...,.— € L(D).
b Z7 b Zu e ( )
O elemento
Xu Xu—l Xu—2

onde os S;’s sdo os polindmios simétricos elementares e
a = (aq, ..., ), se anula em 2u = r pontos racionais,
isto é, temos uma palavra-cédigo com peso n — 7.
Portanto, d =n —r.

e 0<r=2u+1<2% 4201
Neste caso, sabemos que d =n—roud =n—r+ 1.
Porém, temos também que

[nfgfljl _ |:22t+2t+2172u,2:| —92t-1 4 ot _ 4 1;

n—r+1—17 _ [2% 421 2u—1| _ 92t—1 t_ .
[merglet] = [ 22 — 921 4oty 1,

Portanto, sendo d = n—1r ou d = n—r+ 1, ndo teremos
alteracdo na quantidade de erros corrigidos pelo codigo.
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ecar(K)=p#2
Neste caso, usando a forma candnica de Legendre [2], a curva
tem equacdo da forma

Y2=XX-1)(X -\, A€ K, A#0,1.
Os divisores de intersec¢do sdo dados por

div(X N Z) = 3P.;
div(XNX)=Px+2(0:0:1) =Py + 2P
div(XNY) =Q1 + Q2+ Q3, Q; # Pw.

Desta forma,

iyJ
Portanto, o
X'y . .

Como a curva é maximal ela deve possuir 1+ p?* +2p* pontos
racionais. O ponto P, = (0 : 1 : 0) é, novamente, o tinico
ponto no infinito e, pela equacdo da curva, podemos encontrar
também os pontos P, = (0:0:1), P, =(1:0:1), P3 =
(A:0:1). Os demais p* + 2p’ — 3 pontos racionais sdo da
forma (o : 3% : 1), (e :B5:1), comi=1,.., %.
o 7 =p?* +2p' — 1(par)
Neste caso, temos que d = 1 ou d = 2 e este cddigo de-
notara a modulagdo ou o rétulo dos pontos da constelagio
de sinais.
e O0<r=2u<p®+2pt -3
Neste caso, temos

X X
1, —,....,—— € L(D
7z7 7Zu G ( )7
e o elemento
Xu Xu—l Xu—2
Zu + Sl(@)F + SQ(Q)F + ..+ Su(w)
se anula em 2u = 7 pontos racionais, gerando uma

palavra-cédigo com peso n — r. Portanto, d =n — r.
o I = 3
Neste caso, % € L(3Py) ¢ este se anula em Py, Ps e
Ps, gerando uma palavra-cdigo com peso n — 3.
o« 3<r=2u+1<p*+2Pt
Seja r — 3 = 2v. Temos que

XY XY

B ?, ceey W € L(D)
O elemento
XY Xv-ly v—2 Yy
WJrSl(Q) v +52(Q)F+...+Sv(g)§,

com a = (a1, ...,q4), se anula em 2v + 3 = r pontos
racionais, gerando uma palavra-c6digo com peso n — r.
Além de encontrarmos os parametros dos codigos associ-
ados aos espacos L(rPs,), podemos também encontrar ger-
adores para estes espacos. Para isso, vamos considerar os
seguintes casos:
o = 3(]
Os elementos
X X?2Y XY X?% yi-l Xye! yd

L, = =, =, =
7z7z272’ Z27 23 ) 7Zq71’ Zq ’Zq

estdo em L£(D) e sdo todos linearmente independentes.
Como temos 3(q — 2) + 6 = 3¢ elementos, eles formam
uma base do espago.

o T = 3(] + 1
Os elementos

X X? Yye Xiyd
Y77 e 7

estdo em L(D) e sdo todos linearmente independentes.
Como temos 3(¢—1)+4 = 3g+1 elementos, eles formam
uma base do espago.

o« r=23¢q+2
Os elementos

i=0,1,2, j=1,2,...,¢—1

1 X X2 Yy Xyd XiyJ
comi=0,1,2, j=1,2,...,qg— 1 estdo em L(D) e sdo
todos linearmente independentes. Como temos 3(¢— 1)+
5 = 3q + 2 elementos, eles formam uma base do espago.

Podemos observar que se 7, < ro entdo L(r1Py) é um
subespago de L(ryPs) e o codigo C(X,P,r1Ps) é um
subcédigo de C(X, P, 1o Py). [ |

1II. EXEMPLO

Vamos considerar a curva Hermitiana C, sobre o corpo Fy,
definida pela equagdo

C:2Y?*+ 7%y = X3, (7

Esta curva possui nove pontos racionais listado na Tabela I.
Considerando P = {Py,....,Ps} e D = rP,, temos que

TABELA 1
PONTOS F4-RACIONAIS DA CURVA HERMITIANA.

Poo=(0:1:0)
Ps=(1:a:1)
Ps=(aZ:a?:1)

(0:0:1) P,=(0:1:1)
(1:a2:1) | Bs=(a:a:1)
(02:a:1) | Ps=(a:a?:1)

el fas
i o

se 0 < gr(D) < 8, o cddigo resultante terd pardmetros
(n,k,d) = (8,9r(D),d),com 8—gr(D) < d < 8—gr(D)+1.

Para calcularmos a matriz geradora dos cédigos de Goppa,
precisamos conhecer uma base do espago

L(D) = {p € Fy(C)] div(p) + rPx > 0}

inJ ~
com elementos da forma % Usando a equagdo da curva,

é possivel mostrar que
Xyd . .

Vamos encontrar as bases dos espagos L£(rPy,), com 0 < 1 <
8.

e D=TP,
De (8) temos
X'y . .
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Variando-se ¢ e j e usando a equagdo da curva, con-
seguimos a seguinte base de £(7Px)

XY X? Y? XYy X?Y
AN AN AR A A AN

De acordo com (3), a matriz geradora do cddigo é da

forma
M =[G;(P))), t=1,...,7, j=1,..,8,
com {G;} uma base de L(7P,). Neste caso,
considerando-se
2 2
G1=1 Gz 3, 232% Gi=25,G5 =13,
G6: Zz’ G7_X23Y
temos
1 1 1 1 1 1 1 1]
0 0 1 1 a o & «
01 aa &> a o2 a o
M=]10 0 1 1 o2 a o o
01 &> a &2 a & «
00 a a2 o2 a 1 1
| 0 0 « a? 1 1 o® «o ]
Assim, obtemos um cédigo de Goppa C; com pardmetros
(n7 k? d) = (87 77 2)
° DZGPOO

1 X Y X2 y2 Xy

Yy 70 70 720 720 72 }, gerando um

Possui base By =
(8,6,2)—cddigo.
e D=5P,

Possui base Bs = {1,%,%,)%2,32/—2}, gerando um
(8,5, 3)—cddigo.

e D=4P

2

Possui base Bs = {1,%,%,}%}, gerando um
(8,4,4)—cddigo.

e D=3P,
Possui  base Bj = {1,%,%}, gerando um
(8,3,5)—cddigo.

e D=2P,

Possui base Bs = {1, % }, gerando um (8,2, 6)—cédigo.
Vamos apresentar um modo de se fazer o puncionamento do
cédigo com parmetros (8,7,2) apresentado anteriormente.
O objetivo deste puncionamento é a obtencdo de cédigos
racionais com parametros (4 4,1), (4 3,2),(4,2,3),(4,1,4).
Podemos trocar o gerador & 7z por % e reescrever os geradores
como

Gi=1, Gy=7, i3 = szG4 Z33G5:§7
G6*223G7:XZz~
Reescrevendo os pontos racionais da curva
Po=(0:1:00 P =(0:0:1) P=(1:a:1)
Ps=(a:a?:1) Py=(a?:a%:1) Ps=(0:1:1)
Ps=(1:a%:1) Pr=(a:a:1) PR=(@*:a:1)

a matriz geradora do cédigo fica da forma

My | My
M; ’

M =

onde
M, = [Gi(Pj)], 1=1,2,3,4, j=1,2,3,4;
M, = [Gi(P))], i=1,2,3,4, j=5,6,7,8;
MS: [GZ(PJ)]7 7::576777 .]: 9t
Desta forma
1 1 1 1
01 a o
My = 0 1 o? «
01 1 1

dd origem a um c6digo racional com parmetros (4,4,1)
e, retirando-se as linhas de baixo para cima, d4 origem a
cddigos racionais com pardmetros (4,3,2), (4,2,3), (4,1,4)
respectivamente.

Cada palavra cédigo do cédigo original é da forma

U:U/+U//

onde
= (X1 aiGi(Py), ..., X1 aiGi(Py),0,0,0,0)
= (Xl aiGi(Py), ..., SF aiGi(Py),0,0,0,0)+
(0,0,0,0,ZzaiGi(P5)7...,ZICL,‘Gi(Pg))

Para o puncionamento, troque v por v’ e ignore as 4 ultimas
coordenadas. Este raciocinio pode ser usado para obtengdo dos
outros cédigos racionais.

IV. CONCLUSOES

Dada uma curva eliptica maximal C, tomando-se divisores
com um ponto base da forma D = rP,,, os c6digos de Goppa
associados a curva, em sua maioria, possuem parametros
(n,r,d=mn—r), onde n =C(k) — 1.
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