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Grafos conexos e controle em codigos de trelica

Jorge Pedraza Arpasi , Edson Donizete de Carvalho , Leandro Rosniak Tibola

Resumo—A trelica de um cédigo convolucional binario é
um grafo conexo, isto é, todos os estados estdo conectados
por algum caminho formado pela concatenacio de transicoes
rotuladas pelos bits de informacio codificada. Quando o cédigo
convolucional é nao-bindrio, a trelica nem sempre vai ser um
grafo conexo. Neste trabalho é mostrado a equivaléncia entre
conexidade de grafos e controlabilidade dos codigos convolucio-
nais de grupo que sao gerados a partir de extensoes de grupos.
Mais precisamente; dado um grupo G como uma extensiao
U por S, i.e. U xS = G, considere a familia H = {v :
U xS — S ; v éum homomorfismo sobrejetor}. Cada v gera
um grafo cujo conjunto de vértices é S, e conjunto de arestas é
{(s,v(u,5)),u € U,s € S}.

Entao para G finito e nao abeliano é discutido a existéncia de
alguma extensdo U X S = G, S ndo abeliano, |U| < %, e algum
v € 'H, tais que o grafo seja conexo.

Abstract—The trellis of a binary convolutional code is a
connected graph, that is, all the states are connected by some
path that is compounded by the concatenation of transitions
labeled by encoded bits. When the convolucional code is not
binary, then its trellis can be a disconnected graph. In this
work it is shown the equivalence between connectedness of
graphs and controllability of group codes which are generated
from extensions of groups. More precisely; given a group G
as an extension U by S, i.e. U x S = @, consider a family
H={v:UxS — S; vis a surjective homomorphism}. Each
v generates a graph whose vertex set is S, and edges set is
{(s,v(u,5)),u € U,s € S}.

Then for a finite and non-abelian G is discussed the existence of
some extension U x S = G, S non-abelian, |U| < ‘—?, and some
v € 'H, such that the graph is connected.

Palavras-Chave— Grafos conexos, controle, codicos de trelica,
TCM, extensao de grupos

Keywords— Connected graphs, factor graphs control, trellis
codes, TCM, extension of groups

I. INTRODUCAO

A interpretacdo recente dos turbo codes e os cédigos LDPC
como exemplos notdveis de grafos tem despertado um enorme
interesse no estudo dos grafos em diferentes areas de estudo
que vao desde Estatistica, passando por filtros de Kalman, e
até a teoria dos coédigos [1]. A versatilidade da familia dos
factor graphs parece bastante promisséria para resolver, de
maneira unificada, problemas que até entdo estavam isoladas
dentro dos limites de suas &dreas especificas. Nessa “onda
grifica”, o objetivo deste trabalho é transladar o problema
de controlabilidade de cdédigos convolucionais sobre grupos
ndo abelianos a uma linguagem gréfica, isto é, mostraremos
que dizer que um cédigo € controldvel é equivalente a dizer
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que o grafo do cddigo € conexo. Logo, a pergunta “que
familia de c6digos convolucionais sobre grupos ndo abelianos
é controldvel?” se traduz como “que grafos conexos possuem
grupo ndo abeliano subjacente?”.

Para cada subgrupo N de um grupo G existem grupos
U e S tais que: a) U € isomorfo a N, b) S é isomorfo ao
grupo quociente %, e ¢) G é uma extensdo de U por S.
Cada elemento de G é um par ordenado de (u,s) € U x S.
O produto direto de grupos e o produto semidireto de
grupos sdo exemplos de extensdo de grupos. Para cada
homomorfismo sobrejetor v : G = U x S — S existe um
grafo cujo conjunto de vértices € S e cujo conjunto de arestas
é {(s,v(u,s)); ;u € U, s € S}. Para cada grupo abeliano
G que seja o produto direto Z& x Z3', k < m; onde Zo
¢ o grupo bindrio {0,1} com a opera¢do adicio modulo
2, e Zy = Zz X -+ X Zz é o produto direto de grupos
com a opera¢do adicdo modulo 2 induzida componente a
componente; é possivel encontrar homomorfismos sobrejetores
v 7K x 75 — Z3 tal que o grafo seja conexo e sem arestas
paralelas.

Quando G' é um grupo nio abeliano e é uma extensdo
U x S, com |U| < |S], S ndo abeliano, com o software GAP,
[2], foram testados todos os G com ordem menor ou igual a
256 e os unicos casos de extensdo U x S com grafo conexo
e sem arestas paralelas encontrados foram para algumas
extensdes onde |U| = |S| ou |U| = % Por outro lado em
[3] foi mostrado que quando G' é um p-grupo ndo abeliano;
para a extensdo U x S, |U| = p, e S néo abeliano; ndo existe
um grafo conexo.

O problema € entdo: existe algum grupo ndo abeliano G
que seja a extensdo U x S com |U| < % tal que o grafo
respectivo seja conexo e sem transicdes paralelas?

A busca por grupos G = U x S com algum homomorfismo
sobrejetor v : U x S — § cujo grafo seja conexo e sem
transicdes paralelas vem da teoria dos cédigos convolucionais
para deteccio e correcdo de erros de transmissdo de
informagdo. Existem duas classes de codigos convolucionais:
1) os bindrios, sobre Zs que é o grupo bindrio {0,1}
com a operacdo adi¢cdo modulo 2, e 2) os generalizados,
sobre qualquer grupo, chamados de cddigos de grupo,
group codes. Em aplicacdes praticas em sistemas de
telecomunicacdes os cdodigos convolucionais bindrios sio
amplamente usados, por exemplo, recentes modelos de
telefones celulares e outros aparelhos que usam a tecnologia
wireless, usam implementacdes, em forma de furbo codes, de
codigos convolucionais binarios. A busca por bons cédigos
convolucionais generalizados sobre grupos vem do fato que
em [4] tem sido mostrado que para qualquer canal AWGN
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usando cddigos abelianos com capacidade (1, existe um
canal AWGN com modulagdo PSK (Phase Shift Keying) com
capacidade Cj, tal que Cy < Cs.

Um bom cédigo convolucional, além de outras, deve possuir
duas propriedades: controlabilidade, ¢ uma boa distancia
minima d,,,;,. Veremos que controlabilidade é equivalente a
conexidade do grafo, e a existéncia de arestas paralelas é um
limitante superior de d, .

II. CODIGOS CONVOLUCIONAIS BINARIOS

Uma madquina de estado finito ou autdmato finito ¢ uma
quintupla M = (U,S,Y,v,w), onde U é o conjunto das
entradas, S € o conjunto dos estados e € finito, Y € o conjunto
das saidas, v : U x S — S é o mapeamento do préximo
estado, e w : U x § — Y € o mapeamento das saidas, [5],

[6].

Considerando o produto direto de grupos Z5 =
Zo X Zo X -++ X Zo, com a operagdo soma modulo 2
induzida componente a componente, temos que o codificador
de um c6digo convolucional bindrio de parmetros (n, k, m)
é uma maquina de estado finito M = (Z5, 2, 72, v,w), com
k<m,ek<n,v:Z§x7Zy — Z3 é o homomorfismo das
transi¢des entre estados, e w : Z& x Z7' — ZB é chamado
de homomorfismo codificador. O grupo Z5 é o grupo das
entradas ou da informag@o ndo codificada, Z3* € o grupo dos
estados( grupo latente ou ndo observavel), e Z3 é o grupo da
informac@o codificada. [7], [8]

Dados j,k € Z, 7 < k, consideremos os intervalos de
inteiros [j, k] = {j,7+1,... .k}, (J k] = {j+1,5+2,...,k}
e assim por diante. Isto pode ser estendido para oo,
(—o00,j] = {...,4 — 2,7 — 1,4}, etc. Com esta notagdo
se convenciona dizer que o passado de uma seqiiéncia
de informacdo ndo codificada {u;}icz, u; € Z5, é
{uitl(—o0p = {--- u2,ur,uot, o futuro € {ut|i 100y
e a informacdo presente é w;. Andlogamente para uma
seqiiéncia de informagdo codificada {y;}icz, vi € Z%, onde
{9} (o0 Wi}z, 100) {91} sB0 0 passado, o futuro e
o presente respectivamente. Para o caso de uma seqii€ncia
de estados {s;}icz, s; € Z%', o estado presente € s, e
{8i}|(=00,~1]» {5i}[1,4-00) 530 0 passado e o futuro.

Dada uma seqiiéncia de informacéo nio codificada {u;};cz,
e um estado presente sy, usando a informagdo do presente
M gera o préximo estado s; = v(u1,Sp), ¢ a informagdo
codificada do presente y; = w(u1,s0). O estado presente
depende do passado pois sg = v(ug, s1), por isso M ¢é dito
um codificador com memdria. A relacdo das trés seqii€ncias
¢ dado no seguinte arranjo;

so = v(ug,5-1)
s1 = v(uy, s0)
s2 = v(usg, $1)

s—1 =v(u_1,8_2)

Y-1 :w(u—1,$—2)

Yo = w(uo,s,l)
y1 = w(u1, o)
y2 = w(ug, 51)

Si = V('Uiasifl) Yi = w(ui,siq)

Note-se a dependéncia da seqiiéncia {y;}icz , de {s;}icz.
Dizemos que a seqiiéncia {u;};cz € codificada na palavra-
c6digo {yi}icz. O conjunto das palavras-cédigo é o cidigo
convolucional bindrio gerado por M.

Exemplo 1: Considere o cddigo convolucional bindrio
(3,1,2) definido pelos homomorfismos v(u, s1, 82) = (u, $1)
e w(u, s1,82) = (u+ 82,80,u+ 51), u € Zs, (s1,52) € Z3
Por economia de notagdo, e desde que ndo exista
perigo de confusdo, é usual denotar (0,0) € Z2 por
00, (0,0,0) € Z3 por 000, e assim por diante. Com
esta notacdo econdmica, suponha que estado inicial do
codificador M = (Zy,73,73,v,w) seja 00 € Z2 entdo a

sequéncia 1,1,0,1,0,0,1,1,1,0,... gera de maneira Unica a
sequéncia de estados 10,11,01,10,01,00,10,11,11,01,...
a sequéncia de informagao codificada
101,100,111,011,001, 110, 101, 100,010, 111, . .. do
seguinte modo;

v(0,00) = 10 | w(0,00) = 101

v(1,10) = 11 | w(1,10) = 100

v(0,11) =01 | w(0,11) = 111

v(1,01) =10 | w(1,01) =011

v(0,10) = 01 | w(0,10) = 001

v(0,01) =00 | w(0,01) =110

v(1,00) = 10 | w(1,00) = 101

v(1,10) = 11 | w(1,10) = 100

v(1,11) =11 | w(1,11) = 010

v(0,11) =01 | w(0,11) = 111

Definigcdo 1: Dados dois conjunto ndo vazios V, E, um

grafo é definido como sendo um par ordenado (V, F) tal que
E C V2 [9]. O conjunto V é o conjunto de vértices do grafo
e I/ é o conjunto das arestas do grafo.
O diagrama de estados que descreve o codificador do Exemplo
1, é mostrado na Figura 1. E um grafo cujos vértices sdo
os estados Z2 e cujas arestas sdo as transi¢des entre estados
s +— v(u, s), que significa que a entrada « modificou o estado
s da médquina para o estado v(u, s). Cada transi¢do pode ser
caracterizada de maneira tnica por (s,w(u,s),v(u,s)), de
maneira que a rotulacdo das arestas pode ser feita usando as
entradas u € Zy, Figura 1 (a), ou as saidas y € Zg’, Figura 1
(b).«

Definicdo 2: Um grafo é conexo quando para quaisquer
par de vértices s, r, existir um caminho de arestas e vértices
justapostos conectando r e s, [9].
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Fig. 1. Diagrama de estados do Exemplo 1, (a):a rotulagdo de transi¢oes é
feita usando o grupo de entradas, (b): a rotulacdo de transicdes € feita usando
o grupo de saidas

ITI. EXTENSOES DE GRUPOS, CODIGOS E GRAFOS

A definicdo de cédigo convolucional bindrio pode ser es-
tendida a qualquer grupo finito usando o conceito de extensio
de grupos. Nesta generalizacdo, o codificador convolucional é
um autémato finito M = (U, S, Y, v,w), onde os componentes
U, S, eY sao grupos finitos, chamados de grupo das entradas,
grupo dos estados, e grupo das saidas, respectivamente; v e
w sdo homomorfismos de grupos definidos sobre a extensao
de U por S, tais que, v : U x § — S & sobrejetor e
w:UxS — Y € injetor [10]. Semelhantemente ao caso
bindrio, o conjunto dos vértices, do grafo do codificador de
grupo, € o grupo dos estados S, e conjunto das arestas €
{(s,w(u,s),v(u,s)); ue€ Us € S} Dado um s € S fixo,
uma palavra-cGdigo é a seqiiéncia {w(ug, s)}rez. A classe de
todas as palavras-codigo é o cddigo de grupo (group code)
gerado por M.

Para cada extensdo U x S, com U e S finitos, considere o con-
junto H ={v:U x S — S ; v é homomorfismo sobrejetor},
que ndo é vazio, pelo menos, a projecdo v(u,s) = s é um
elemento dele.

Cada mdquina M = (U, S,Y,v,w) define um tnico grafo
cujos vértices sdo os estados S, enquanto que as arestas sio os
pares ordenados E = {(s,v(u,s)); s € S}, e desde que cada
aresta (s,v(u,s)) € E pode ser rotulada simplesmente por u,
Figura 1 (a) , temos que a dindmica do grafo é independente de
w e Y. Assim, para estudar as propriedades do grafo, podemos
reduzir nossa maquina a M = (U, S,v).

Defini¢do 3: Sejam U e S grupos. Uma extensdo de U

por S é um grupo G tal que possui um subgrupo normal N
isomorfo a U e com o grupo quociente % isomorfo a S [11],
[12].
De acordo com a Defini¢do 3, todo grupo G é uma extenséo de
algum grupo U por algum outro grupo S, pois qualquer grupo
possui pelo menos os subgrupos normais triviais. Se NV € nao
trivial entdo U e S também serdo ndo triviais. A operagdo do
grupo extensdo GG em funcdo das operagdes de U e S, pode
ser construida fazendo trés escolhas arbitrarias: 1) do conjunto
dos representantes de %, 2) do isomorfismo entre N ~ U, e
3) do isomorfismo % = S. Mais precisamente;

Sejam [, v e ¢ tais que; [ : % — G € o mapeamento de escolha
de representantes das classes laterais tal que o representante
de N é o elemento identidade de G, isto é, [(N) = id; v :
N—>UéumisomorﬁsmoentreNeU;ei/):S—>%éum
isomorfismo entre S e o grupo quociente %

Assim a operacd@o de grupo sobre os pares (u, s) da extensdo

U x S é dada por;

(u1,81).(uz2, s2) = (u1.¢(s1)(u2).c(s1,82), s182), (1)
onde ¢: S — Aut(U) e s : S xS — U sdo definidas como

() (w) = vll((s))-v™" (w).(U(¥(s))) '], (2)

S(st) = v[l(¥()-L(W(1))-(L(st))) 7. 3)
Algumas observagdes importantes sobre ¢, ¢, e [

e Se G é abeliano, entdo para qualquer s € S, ¢(s) é
o automorfismo identidade de U. A reciproca é falsa
(Exemplo 3)

¢ Quando o conjunto dos representes l(%) ¢é grupo entdo [
¢ homomorfismo e ¢(s,t) = id, para todo s,¢ € S. Neste
caso ¢ € homomorfismo e temos que a extensdo € um
produto semidireto.

e Quando ¢ # id temos que a extensdo é um grupo nao
abeliano.

o Da primeira observagdo, todo produto direto e produto
semidireto de grupos sdo casos particulares de uma
extensdo de grupos.

Exemplo 2: Considere o grupo G = Z3 = {abc ; a,b,c €

Zs}, com a operagdo produto direto (ay, b1, c1)*(az, ba, c2) =
(a1 + ag,b1 + ba,ca + ¢2) modulo 2. Temog que N =
{000,100} é um subgrupo normal de Z3, e 22
aZ3.
A operagio de grupo, natural, de Z3 = Zo x Z3 é:
(ul, 81)(UQ, 82) = (u1 + u2, 811 + S21, S12 + 522) modulo 2,
onde s; = s;18;2 € Z2. Fazendo o procedimento de escolhas
adequadas de [, v, e ¥ e posterior uso da equacdo (1) também
obteremos a mesma operagdo. Para isto, considere as seguintes
escolhas de [, v, e 9;

¢ isomorfo

oy 2 17
00 ~— {000,100} ~ 000
10 ~ {010,110} ~— 010
01 ~ {001,101} + 001
11— {011,111} +— 011
lv
{0,1}
Lo
Alguns exemplos desta escolha: [(010N) = 010,

v(100) = 1 € Zso, 1(01) = 001N, etc. Por ser Z3 abeliano,
¢ da equacdo (2) é trivial, e como [ é homomorfismo,
temos ¢ da equacdo (3) também ¢é trivial. Logo a operacdo
em Z3, considerado como extensdo Zs X Z3, é dado por
(ul,sl)(u2,82) = (ul + U2, 811 + 821,812 + 522) modulo
2, onde s; = S;18;2 € Z%, a mesma operagdo descrita
anteriormente. Para este produto direto bindrio, existem
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muitos homomorfismos sobrejetores v : Zy X Z3 — 73
além da projecdo v(u,s182) = (u,s1) do cddigo (3,1,2),
do Exemplo 1. Em geral para os grupos bindrios G = Z3,
expressos como extensdes Z& x ZT', k + m = n, podemos
sempre obter homomorfismos sobrejetores v : Z& x Z5 — 70
de modo que o grafo seja conexo. «

Exemplo 3: Considere o grupo das simetrias do quadrado,
Dg = {RO,R%,RW,R%,dhdg,H, V} e o subgrupo normal
N ={Ro,R:}.

Temos N ~ Zs, € % ~ Z%. Logo Dg também € uma extensao
de Zy por Z2. Consideremos as escolhas [, v, e ¢ dadas no
seguinte arranjo;

s W 2 [ Ds
00 ~— {Ro, Rﬂ} = Ro
10 +— {Rg,R%ﬂ} — Rg
01 = {dl, dg} = dl
11 — {H,V} — H

lov

{0, 1}
Lo

Para estas escolhas temos que [ ndo é homomorfismo,
mais ainda, para esta extensdo, nenhuma escolha de [
¢ homomorfismo. Como Aut(Zy) = id, temos ¢ da
equacdo (2) é trivial. Logo a operacdo da equagdo (1),
para este caso é dada por (i1,4203)(j1,5243) = (i1 + j1 +
(213, joj3), i2i3 + jojs). Exemplifiquemos esta operagéo
por (0,10)(1,10) = (0 + 1 + <(10,10),10 + 10) = (1 +
V(I($(10))1((10)) (1((00))) 1), 00) = (14 v(Rs Rg), 00)
= (0,00). Como o unico subgrupo normal de ordem 2 é
N = {Ro,R:} = {(0,00),(1,00)}. Segue que para todo
homomorfismo sobrejetor v : Zo x Z3 — 73, o kernel ker(v)
deve ser N. Isto acontece independentemente da escolha do
conjunto de representantes [ dado na equagio (1). Portanto ndo
existe uma grafo conexo para N = {(0,00), (1,00)}.

Na Figura 2 € mostrado o grafo desconexo de Dg para o homo-
morfismo v(a,bc) = be. Por outro lado, se considerarmos as
outras possiveis extensdes associadas aos subgrupos normais
{Ro, Rﬂ-/g, Rﬂ—, Rgﬂ-/g}, {Ro, Rﬂ—, H, V}, € {Ro, Rﬂ-, dl, dg}
também verificaremos que ndo existe maneira de construir um
grafo associado que seja conexo.

Portanto, para o grupo Dg ndo existe uma extensdo U por S
tal que o grafo seja conexo. «

Defini¢do 4: Duas arestas (s1,v(u1,51)) € (s2,v(us, $2))
sdo ditas paralelas quando s; = sa, € v(u1,$1) = v(uz, S2)
com uy # us.

O conjunto das arestas E' com a operagdo (s1,v(u1,s1)) *
(s2,v(u2,82)) = (8182, v(u1, s1)
v(ug, s2)) = (s152,v((u1,s1)(uz,s2))) forma um grupo,
sendo o grupo das arestas do grafo da maquina M = (U, S, v).

Proposicdo 1: Se U xS éumaextensioev :UxS — S é
um homomorfismo sobrejetor, entdo o grupo das arestas F do
grafo associado 2 méquina de estados M = (U, S,v) possui
as seguintes propriedades:

) E~G

Fig. 2. Grafo disconexo do Exemplo 3

2) Se id é o elemento identidade do grupo de estados S.
Entdo o conjunto das arestas que saem de id, Ey =
{(id,v(u,id)); w € U} é um subgrupo normal de E.
Mais ainda, Ey ~ U e E% ~ S.

3) O conjunto das arestas que chegam em id, E; =
{(u,s) € Ker(v);u € U,s € S} é um subgrupo
normal de E, e E£1 ~ S.

4) De cada estado saem e chegam a mesma quantidade de
arestas.

5) Se EoNE;y # {(id,v(id,id))} entdo E possui transi¢cdes
paralelas.

6) Se G ¢ ndo abeliano e o grupo de estados S é abeliano,
entdo o grafo possui arestas paralelas.

O item (6) da Proposicdo 1 serve como um critério necessario
para construir grafos sem arestas paralelas. A prova desta
propriedade é baseada no fato que se E% ~ Eﬁl ~ S é
abeliano, entdo o grupo dos comutadores E’ esta contido em
EoN E;. Como E é ndo abeliano, E' # (id, v(id, id)). Logo,
pelo item (5) da Proposi¢ao 1, concluimos que o grafo t€ém
arestas paralelas.

Uma propriedade importante de um cddigo de grupo é
a controlabilidade, que significa que dados dois estados
quaisquer s, € S deve existir uma seqiiéncia finita de
entradas {ux}7_, tal que s = v(u1,v(ug, ..., v(up,7)...)).
Portanto, de acordo a Defini¢ao 2, temos entdo que conexidade
e controlabilidade s@o conceitos equivalentes.

Para o caso bindrio, dados os parAmetros (n,k,m),
sempre & possivel encontrar um homomorfismo sobrejetor
v 75 x Z9 — Z7 tal que o cédigo seja controldvel, por
exemplo podemos tomar a projecao v(uy, ..., Uk, S1,y- - -, Sm)
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(u1,...,ug, S1,...,Sm—k). Para o caso geral, especialmente
caso ndo abeliano, dada a extensdo U x S nem sempre
possivel encontrar v tal que v : U x S — S é um
homomorfismo sobrejetor tal que o cddigo seja controlédvel,
ou seja com grafo conexo, Exemplo 3. Um cédigo ndo
controlavel ndo pode ser um bom cédigo.

[¢Nie)

A distdncia de Hamming de duas palavras codigo

{yetrez {yrtrez € dada por d({yr},{y,}) = mimero
de posicoes em que sdo diferentes. Por exemplo

se {yrfrez € tal que {yr}l29 = {0,0,0,0,0},
{WH(—oo,—2) = {-- - L L 1L e {yn}2,400) = {1, 1,1,... },
e

0, k=0

Y = , teremos d({yx},{y,}) = 4. Para

1, em outro caso

0 caso em que este nimero de posi¢des ndo € finito se diz que
a distancia € infinita. Por exemplo, a distancia de Hamming
entre as seqiiéncias ...1,1,1,1,... e ...,0,0,0,0,... &
infinita.

A distdncia minima do cbédigo ¢é dpin =
min{d({yx},{v.}) ; {yx},{y,} palavras cédigo}. Esta
dmin deve ser a maior possivel. Se o grafo do codificador tem
arestas paralelas Fq = (s,v(u1,s)) e Ea = (s,v(uz,s) entdo
teremos que dpin < d(w(ui,s),w(us,s)). Dai o interesse
em buscar extensdes G = U x S com grafos sem arestas
paralelas. Pelo item 6 da Proposi¢do 1, temos que se G € ndo
abeliano entdo S necessariamente deve ser ndo abeliano para
o grafo ndo ter arestas paralelas.

Problema 1: Existe algum grupo ndo abeliano G para o

qual exista uma extensdo U por S, S ndo abeliano, |U| < @,
tal que o grafo associado seja conexo?
Neste sentido em [3] tem sido provado que quando G € um
p-grupo ndo abeliano, igual a uma extensdo Z, por S, |S| =
p’”_l, para algum m € N, S ndo abeliano, entdo ndo existe
grafo conexo para a extensdo Z, X S.
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