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Um algoritmo de trelica para decodificagao de
codigos de grupo comutativo

Agnaldo J. Ferrari, Cristiano Torezzan, Grasiele C. Jorge e Sueli I. R. Costa.

Resumo— Codigos  esféricos  2k-dimensionais  gerados
por grupos comutativos estao associados a reticulados k-
dimensionais. Baseados neste fato, desenvolvemos um método
para decodificacdo de cédigos de grupo comutativo que utiliza
o algoritmo de Viterbi num diagrama de trelica do reticulado
associado ao codigo. No método aqui proposto, os calculos
sdo, essencialmente, feitos na metade da dimensdo e nio ha a
necessidade do armazenamento das palavras do codigo.

Palavras-Chave— Decodificacio, Cédigos de grupo comutativo,
Algoritmo de Viterbi, Reticulados, Trelica.

Abstract— Spherical codes in R** generated by commutative
groups are related to k-dimensional lattices. Based on this result,
a method for decoding commutative group codes which uses
the Viterbi algorithm for a lattice trellis diagram is developed
here. This method does not require the storage of the codewords
and the calculations are essencially done in the half of the code
dimension.

Keywords— Decoding, commutative group codes, Viterbi algo-
rithm, lattices, trellis.

I. INTRODUCAO

Cédigos esféricos gerados por grupos comutativos formam
uma classe especial dos denominados cédigos geometrica-
mente uniformes [9]. A forte estrutura geométrica desses
codigos assegura que as regides de decodificacdo por maxima
verossimilhanca das palavras do cédigo s@o congruentes.

Neste artigo, com base nos resultados de [13], que associam
c6digos de grupo comutativo em R?* a quociente de reticu-
lados em R”, propomos um método para decodificacio de
tais cédigos. O método aqui proposto utiliza um diagrama de
trelica do reticulado associado e ndo requer o armazenamento
das palavras do cddigo.

Diagramas de trelica foram introduzidos por Forney [8] em
1967, onde o algoritmo de Viterbi, inicialmente apresentado
em [1], foi utilizado para decodificacdo de cddigos convoluci-
onais. A estrutura de trelica associada a reticulados é abordada
em [11], [12], [14] e também em [2], onde a complexidade
destes diagramas é estudada para a decodificacdo eficiente de
c6digos baseados em reticulados.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: na Secdo II
sao apresentados pré-requisitos necessdrios sobre reticulados,
c6digos de grupo comutativo, diagramas de trelica e um
breve resumo sobre o algoritmo de Viterbi. Na Se¢do III
apresentamos uma abordagem do problema de encontrar a
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trelica minima de um reticulado associado a cédigo de grupo
comutativo. O método proposto para decodificagcdo de cédigos
de grupo comutativo é apresentado na Secdo IV e alguns
exemplos sdo incluidos.

II. PRELIMINARES
A. Reticulados

Um reticulado A é o conjunto de todas as combinagdes
lineares a coeficientes inteiros de um  conjunto
B =1{b1,ba,...,by} de m vetores linearmente independentes
do espaco vetorial R", ou seja,

A= x:Zaibi:aiGZVi
i=1

O conjunto (3 é denominado uma base de A e a matriz
B, cujas linhas s@o os vetores da base /3, € chamada matriz
geradora de A. Um reticulado pode admitir diferentes matrizes
geradoras, ou seja, diferentes bases. Assim, a notagdo Ag
ou Ap serd utilizada quando for necessaria uma referéncia
especifica a alguma base 3 ou matriz geradora B.

Um reticulado A é denominado racional se o produto
interno entre dois vetores quaisquer da base é um nimero
racional, i.e., a matriz de Gram P = BB! de A tem somente
coeficientes racionais.

B. Codigos de grupo comutativo

Seja O,, o grupo multiplicativo de matrizes ortogonais de
ordem n X n e G um subgrupo comutativo de ordem M de
O,.

Um cddigo de grupo comutativo Cg (M, n) , associado a G,
é um conjunto de M vetores unitdrios, ndo contidos em um
hiperplano, que é a orbita de um vetor xy da esfera unitaria
Sn~1 C R™ sob a acdo de G, isto é,

Cg(]\47 Tl) = {Glxo, GQJZQ, ceey GMIo} .

Como é usual, a distancia minima em Cg (M, n) é definida
por

d= min_ oy,
z,y € Cg
TFy
onde ||.|| € a norma euclidiana usual de R".

A distancia minima no cédigo Cg (M, n) pode variar con-
sideravelmente em funcdo da escolha do vetor inicial x( e
também da particular representagio G escolhida em O,. O
problema da procura pelo melhor cédigo de grupo comutativo
para um dado nimero de pontos M & apresentado em [4] e

[5].
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Um resultado conhecido sobre a representagdo irredutivel
de um grupo finito de matrizes ortogonais G ¢é estabelecido no

seguinte teorema:

Teorema 1 ([6]): Todo elemento G; em grupo comutativo
de matrizes ortogonais pode ser escrito, através de uma mesma
matriz ortogonal (), na seguinte forma pseudo diagonal:

Q" GiQ = diag[R1 (i), ..., Ri(i), i(i)2ks1, . - -

. ij _ con( 27bij
onde R;(i) = ( Ca) Tsenl ar) )
sen(—;2)  cos(—57%)
bij € Zeu()y=x21,1=2k+1,...,n.

Outro resultado importante nessa abordagem € a associacio
entre c6digos de grupo comutativo e reticulados, como estu-
dada em [13]. Em especial, a seguinte proposicao:

Proposicao 1 ([13], p. 5): Seja Cg(M,n) um cédigo de
grupo comutativo de ordem M, em dimensdo par, com vetor
inicial 29 = (61,0,...,0,/2,0). Se 2k = n em (1), isto é, os
elementos de G sdo livres de blocos 2 x 2 de reflexdo, entdo
a imagem inversa ¢~ (Cg(M,n)) é um reticulado A gerado
por k vetores da forma

b' - 27Tb7;151 271'1)1‘252 27Tb1k5k
1T M ) M 3 ) M

>M(i)n}n><n7 (])

>;1§i§h

que contém um subreticulado ortogonal A’ gerado por k
vetores da forma

vV = 27T57;6i, 1 S ) S k,

onde e; sdo os vetores candnicos do R™ e

_ v Yk Uk
Yz (y) = <51 <cos 51,sen 51) ey Ok <cos §k,sen 5k)) ,

¥z, (y) é a parametrizagdo candnica de um toro planar e
y = (y1, - ,Yx). Os nimeros ¢; sdo denominados raios do
toro planar T}, e o definem precisamente.

Exemplo 1: O melhor c6digo de grupo comutativo
Cg(200,6) com 200 pontos em RS, com médxima distancia
minima, € drbita do vetor inicial

x = (0.5551007, 0, 0.6194564, 0, 0.5551007, 0)"

pela ac@o do grupo ciclico G, de ordem 200, gerado pela matriz

R(%2) 0 0
G= 0 R(%35) 0 ,
R(%28)

0 0 200
_( cos(8) —sen(f) \ .
onde R(0) = < sen(6)  cos(0) € a matriz 2 x 2 de

rotag¢do no plano. Este cddigo pertence ao toro planar de raios
01 = 0.5551007, 62 = 0.6194564 e d3 = 0.5551007. O
reticulado A associado é gerado pela matriz

271'614 271’(5225 27‘(’6328
200 200 200
210250
B == O 0 ’
200
0 0 2753200
200

z

e um subreticulado ortogonal A’ é gerado pela matriz

2oy 0 0
B = 0 2702 0 .
0 0 2703

200 200 200

) 2mdy 2mde 2mhs
coordenada, respectivamente, podemos considerar o reticulado

A gerado por

em cada

A menos de uma deformacgdo de

4 25 28
Bi=|0 5 o |,
0 0 200

e o subreticulado A’ gerado por

200 O 0
B = 0 200 O .
0 0 200

E importante observar que esta deformacao afeta a métrica do
reticulado, mas ndo afeta sua trelica. Isso serd levado em conta
na decodificacdo.

C. Diagrama de trelica de um reticulado

Esta subsec@o faz um resumo dos conceitos basicos sobre
diagramas de trelica de reticulados, baseado em [2], cuja
notagdo serd utilizada neste trabalho.

Sejam {0} = Vo € Vi C Cc V, = R"™ uma
sequéncia de espagos vetoriais com dim(V;) = i, e W; o
complemento ortogonal de V;_; em V; para 1 < ¢ < n. Sejam
A C R” um reticulado n-dimensional, Py, e Py, os ope-
radores projecdo de R™ sobre os espagos vetoriais V; e W,
respectivamente, Ay, = ANV, e Ay, = ANW,.

Para a constru¢do de um diagrama de trelica de um reticu-
lado A, definimos os grupos quocientes:

20 = P%\EA) : espago de estado no nivel i, 0 < i < n.

, Pw. (A - )
Gi(A) = X#U : grupo de rotulamento na secio i, 1 < i < n.

Definicdo 1: O diagrama de trelica 7" de um reticulado A é
um grafo cujos nds em cada nivel ¢, 0 < 7 < n, sdo elementos
de ) .(A) e as arestas entre os niveis 4 — 1 e 7 sdo rotuladas
por elementos de G;(A).

No diagrama de trelica 7' de um reticulado A, cada
x € A percorre um Udnico caminho representado por
uma sequéncia de nés o(x) = (oo(x), -+ ,0n(z)), onde
oi(x) = Ay, + Py,(x), que estdo conectados por uma
sequéncia de arestas g(z) = (gi(x),---,gn(x)), onde

Na trelica do reticulado Ap tem-se que o(A) e g(A) sdo
isomorfos [10], e a cardinalidade de ambos, denotada por
N(Ap), é igual ao nimero de caminhos distintos na treliga.

Exemplo 2: Sejam by = (2,0) e by = (1,2) os vetores
que geram um reticulado A C R2. Tomando a sequéncia
de espagos vetoriais {0} = Vo € V; C Vo = R2, com
Vi = ger((2,0)), onde ger(S) denota o espago vetorial gerado
por S. Temos Wy = Vi e Wy = ger((0,1)) = ger((0,4)),
logo

ZO(A) = ZQ(A) =0, Zl(A) = (1,0)Z/(2,0)Z,
Gi(A) = (1,0)Z/(2,0)Z, G5(A) = (0,2)Z/(0,4)Z,

onde vZ representa o grupo aditivo gerado por v (0 conjunto
de todos os mudltiplos inteiros de v). E consequentemente,

a(A) ={(0,(2,0)Z,0), (0, (1,0) + (2,0)Z,0)},
9(A) = {((2,0)Z, (0,4)Z), ((1,0)+(2,0)Z, (0,2)+(0, 4)Z)}.
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Fig. 1. O reticulado A e o diagrama de trelica correspondente.

Os caminhos na trelica correspondem as classes laterais do
subreticulado ortogonal gerado pelos vetores v; = (2,0) e
vy = (0,4). Estas classes sdo ilustradas pelos conjuntos de
pontos pretos e brancos no reticulado A da Fig. 1.

Dizemos que A tem uma trelica finita se existe um
diagrama de trelica para A com um nimero finito de nés
(ou arestas). Um reticulado n-dimensional A possui trelica
finita se, e somente se, ele possui um subreticulado ortogonal
n—dimensional A’ [2].

O sistema de subespagos {W;}"_,, correspondendo & cadeia
Vo, -+, Vy, é chamado de sistema de coordenadas-trelica
A para T. Assim, um reticulado A possui trelica finita se,
e somente se, dim(Ay,) = 1, para todo i. Neste caso, o
subreticulado ortogonal correspondente A’ é Ay, &--- B Aw, .

Conforme visto no Exemplo 1, o diagrama de trelica de um
reticulado A € uma maneira de representar A como a unido
de classes laterais de A’ em A, onde cada classe lateral é
representada por um caminho através da trelica. O niimero de
classes laterais, que possui 0 mesmo valor do indice de A’ em
A, é igual a N(Ap). Consequentemente, tem-se que

det(A)
N(Ap) = ——. 2
(As) det(A) @
Escolhendo diferentes sistemas de coordenadas-trelica

{W;}r_,, tem-se diferentes diagramas de trelica, logo o
diagrama de trelica de um reticulado ndo € unico.

Para melhorar a eficiéncia no processo de decodificagdo,
¢ desejavel encontrar uma trelica menos complexa para o
reticulado. Usaremos N (Ap) como medida de complexidade,

isto é, dado um reticulado A associado a um cédigo de
grupo comutativo Cg(M,n), queremos encontrar uma treliga
para este reticulado tal que N(Ap) seja o menor possivel.
As trelicas minimas de alguns importantes reticulados sio
conhecidas [2], mas de um modo geral, procurar pela trelica
minima de um reticulado qualquer é um problema dificil. Se A
¢ um reticulado racional n—dimensional, entdo qualquer base

{by, -+ ,b,} de A resulta em uma trelica finita para A
(Lemma 3, [2]). Isto pode ser feito tomando
Vi = ger(by, - ,b;), e W; = ger(b;), para 1 < i < n, onde
131, cee ,Bn € R™ € o conjunto dos vetores Gram-Schmidt de
by, -+, by, € R", isto &,

b  (bi,by) 5

v — Y — ~ ~ 5.

= (b5, b5)

Observamos que existem multiplos racionais de b; formando
uma base para um subreticulado ortogonal de A.

Exemplo 3: Sejam b; = (—8,0,—56), by = (—8,0, —256)
e by = (—4,—25,—425) os vetores que geram um reticulado
A que é o mesmo apresentado no Exemplo 1. No sistema de
coordenadas-trelica

Wi = ger(bi) = ger(by),
Wy = ger(by) = ger((28,0,—4)),
W3 = ger(bs) = ger((0,—25,0)),
A tem a trelica da Fig. 2. Os grupos de rotulamento sdo
G1 = (-4,0,—28)Z/(—8,0,—56)Z,
G2 = (28,0,—4)Z/(56,0,—8)Z e
G35 = (0,—25,0)Z/(0,—50,0)Z.

Os quatro caminhos da trelica correspondem as classes
laterais do subreticulado ortogonal gerado pelo vetores
vy = (—8,0,—56), vo = (56,0,—8) e v3 = (0,—50,0), em
A

(56,0,-8)Z

(56,0,-8)Z

Fig. 2. Um diagrama treli¢a de A.

z z

Uma questdo relevante € se esta € a trelica minima para
A. Ainda nio se conhece um método geral para encontrar
uma trelica minima de um reticulado qualquer. Na Secdo
Il apresentamos uma discuss@o que permite abordar este
problema no caso de reticulados associados a cédigos de grupo
comutativo.
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D. Algoritmo de Viterbi

Nesta subse¢@o descrevemos o algoritmo de Viterbi, utili-
zado na decodificagdo de reticulados associados a uma trelica
com um nimero finito de caminhos.

Seja T uma treliga finita de um reticulado A n-dimensional,
com relacdo ao sistema de coordenadas-trelica {W;}7_,. Dado
x € R"™, o objetivo é encontrar y € A tal que

ly — |l < [lu— =[], Vue A

Seja v; o vetor de menor comprimento em Ay, para
i = 1,2,---,n, ou seja, Ay, = v;Z. Como o0s vetores
V1,032, - , U, SA0 Ortogonais, podemos escrever

(x,v;)
(vi, vi)”

Vamos atribuir a distincia d;; a cada uma das arestas da
trelica 7', que representam os elementos de

Gl(A) = {aijvi + v, Z; aijv; € PW1 (A)},

x = Zﬂivia onde f3; =
—1

1=

parai=1--- ,nej=1,---,|G(A).
Seja z; = ¢jrv; o elemento da k-ésima classe de G;(A)
mais proximo de (3;v;, ou seja,

l|zik—Bivil| < ||Cik—Bivil|, YCik € {aikvi+viZ; aipvi € Pw,(A)},

onde ¢ = ai + [Bi —aix| e [t] denota o inteiro mais
préximo do niimero t.
Assim,

dij = |leijvi — Byvil|? = ((8i — ai) — [Bi — ai; ) ||vil |-

Algoritmo de Viterbi:

1° Passo: Calcule d;; para todo ¢ = 1,---,n e
j=1,---,|G;(A)] e associe esta distincia a aresta da trelica
rotulada por a;jv; + v;Z. Faga k = 2.

2° Passo: Para todo t = 1,---,[> ,(A)|, considere o

elemento Si; € ) ,(A) e selecione todos os caminhos
sobreviventes que saem de ) ,(A) e chegam em Sj;. Para
cada um destes caminhos some as distancias associadas e en-
contre o minimo entre essas somas. Considere como caminho
sobrevivente aquele cuja soma for minima e descarte os demais
caminhos.

3° Passo: Faca k = k + 1. Se k < n, repita o passo 2,
caso contrdrio, com um Unico caminho sobrevivente partindo
de > ,(A) e chegando em ) (A), decodifique = como

Yy = CigyV1 + - + Cnk,Un, onde cip,v; + v;Z, para
i=1,2,---,n, é a classe associada a cada parte do caminho
sobrevivente.

III. TRELICA MINIMA DE RETICULADOS ASSOCIADOS A
CcODIGO DE GRUPO COMUTATIVO

Para os reticulados estudados neste trabalho uma trelica
minima foi encontrada através da implementacdo de um algo-
ritmo computacional que procura um subreticulado ortogonal
com o menor determinante, restrito a um conjunto finito de
casos. Esta abordagem € baseada na seguinte idéia.

Seja A um reticulado n-dimensional com matriz de Gram ra-
cional. Vimos na Secdo II que para cada escolha de subespagos

{0} =Vo C Vi C--- CV, =R" existe um subreticulado
ortogonal A’ = Ay, ®- - -®Aw, de A. Da mesma forma, dado
um subreticulado ortogonal A’ de A com base {vy,--- ,v,} €
tomando V; = ger(vy,--- ,v;) para todo ¢ = 1,--- , n, temos
que A" = Ay, @ @D Aw,, . Assim, pela Equagdo (2), vemos
que a procura por uma trelica minimal em um reticulado A é
equivalente a procura por um subreticulado ortogonal A’ de A
com o menor determinante possivel.

Pela Proposicdo I a menos de uma deformacdo, o
reticulado A possui um subreticulado ortogonal A’
gerado pela matriz MI,. Assim, ¢é possivel obter
uma trelica com M caminhos para tal reticulado, pois
N(A) = ‘fiitt((/}x)) = # = M. Para reduzir a complexidade
na decodificagdo do cddigo de grupo comutativo associado
a A devemos encontrar uma trelica com o menor nimero
de caminhos para esse reticulado, considerando o limitante
superior M.

Uma trelica minima para A pode ser encontrada através da
inspecdo de um conjunto finito de subreticulados ortogonais.
Sem perda de generalidade, podemos considerar que os vetores
v; geradores de A’ sdo tais que ||v1|| < [|v2]| < -+ < |val]-

Como estamos interessados em det(A’) < M™, segue que
n

M . .
|lvnl|| < <=, onde A é a norma minima do reticulado A.
Exemplo 4: Considere o reticulado A com matriz geradora

4 25 28
B=1{1 0 50 O
0 0 200

Temos que det(A) = 200%. Como 200[3 é subreticu-
lado ortogonal de A, existe uma trelica com 200 caminhos
associada a A. O Exemplo 3 mostra uma trelica com 4
caminhos de A, associada ao subreticulado ortogonal gerado
pelos vetores (—8,0,—56), (56,0,—8) e (0,—50,0). Consi-
derando o subreticulado ortogonal A* gerado pelos vetores
vi = (—32,0,-24),v3 = (—24,0,32) e v5 = (0,50,0),
obtemos uma trelica com dois caminhos, como pode ser visto
na Fig 3. Como o reticulado A ndo é ortogonal, podemos
concluir que essa trelica ¢ minima para A.

Uma implementa¢do cuidadosa pode permitir a redugio
iterativa no conjunto de casos a ser analisados. A cada
subreticulado A’ encontrado, com det(A’) = D < M", a
norma dos vetores que interessam passa a satisfazer

||’Un|| S )\n,1 .

(050,02

(0,25,0)+(0,50,0)Z

Fig. 3. Uma trelica minima para A.
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IV. DECODIFICACAO EM CODIGOS DE GRUPO

COMUTATIVO
Seja z € R* um ponto qualquer, Cg(M,?2k)
um co6digo de grupo comutativo com vetor inicial
g = (61,0,...,0;,0) e B uma matriz geradora do

reticulado k—dimensional A associado a Cg(M, 2k).

Nesta secdo desenvolvemos um método para decodificacdo
de z em Cg(M,2k). O método é baseado em méxima
verossimilhanca, ou decodificacdo por minima distincia, i.e.,
busca-se

y = argzrjrilgéHx—yiH.

A proposicdo a seguir mostra que o primeiro passo para
decodificar € normalizi-lo.

Proposi¢cdo 2: Para qualquer z € R™ e qualquer cdédigo
esférico C, tem-se que

= argmin ||z — y||.
o|| = enemin o - o)

argmin || —— —
& e || Tlal
Demonstracao:
Se y € C é tal que,
[+l <l = v =<
|||l |||
tem-se que
T T
2-2 ,y> < 2—2<,z> = (z,y) > (z,2).
<|I$| |||
Assim,

lz = yll = [lelP+1-2(z,y) < ||2|*+1-2 (2, z) = [z — 2.

Portanto,
. X .

argmin ||— — y|| = argmin ||z — y|| . |

vec || |]z|| yec
Para qualquer vetor unitirio z = (z1,Z2,...,Z2k—1,T2k),
podemos escrever

1 T2
x = \/x%—&-a:% — | ,..., |,

)
2 2 2 2
\/mlJr:):Q \/:1:1+x2

(11 (s Spen ) (s S))
Y1 | cos—,sen — | ,..., vk [ cos —,sen — ,
7 7 Tk Tk

onde,

Yi =

\V 23y +a3;, 1<i<k,

9, = arccos(xzi_1>*y,;, 1<i<k.

Vi
Isto significa que x pertence ao toro planar de raios
De acordo com a Proposi¢do 1, sejam T, o toro planar que
contém o cédigo Cg (M, 2k), e w o vetor em T, mais préximo
de .

De acordo com [3],

91 91 9k 9k
w={0d1|cos—,sen — | ,...,0k | cos —,sen — s
71 71 Yk Yk

e a distdncia minima entre T, e x é dada por d, = ||z — w|| .
Portanto, o segundo passo para decodificacio é projetar x em
T,, obtendo w.

Como w € T,, podemos utilizar a imagem inversa
z = ¢zl (w) € R* (“planificar o toro”) e obter z € R¥,

ou seja,
- (6191 0209 6k9k>
ol T w )

Finalmente a decodificagdo pode ser realizada procurando
o ponto do reticulado A mais préximo de z, utilizando o
algoritmo de Viterbi descrito na sec¢dio anterior.

A seguir apresentamos um resumo do método.

Algoritmo para decodificacdo em Cg (M, 2k):
Dado um cédigo de grupo comutativo Cg (M, 2k), com vetor
inicial 29 = (61,0, d2,0,- -+, dx,0), uma trelica T do reticu-
lado A associado ao cédigo e um ponto x € R?*:

1° Passo: Faca

T
m = (1‘173?2, ... 7x2k—17$2k) )

2° Passo: Obtenha o ponto z € R¥,

L <6191 0209 6k9k>
71 ’ V2 ’ Tk ’

e utilize o algoritmo de Viterbi para decodificar z no
reticulado A através da trelica 7, obtendo o ponto
u = (Ul,UQ, cee ,’U,k).

3° Passo: O resultado da decodifica¢do de 2 em Cg (M, 2k)
¢ a imagem de u por 1, ou seja,

y = ((51(:03 (Z—i) ,01 sin (7;—11) ,...,6kcos(1g—:> ,5ksin<3—:>>.

A etapa mais cara do processo de decodifica¢do apresentado
acima € o 2° Passo, que consiste numa decodificagdo em
reticulado na metade da dimensdo do cédigo. Como ja foi
comentado, este custo estd diretamente relacionado a comple-
xidade da trelica do reticulado associado ao cédigo. O nimero
de operacdes C' requeridas pelo Algoritmo de Viterbi para
decodificar Ar C R¥ satisfaz [2]

C < k(TN (A7) — N(Ap)Y* + 4k).

Na decodificacdo que estamos propondo, nido se faz ne-
cessdrio gerar os pontos do cédigo esférico Cg(M,2k), o
que pode significar uma importante vantagem do ponto de
vista de utilizagdo de memoria na decodificacdo. O nimero
de candidatos que precisam ser efetivamente computados e
armazenados na memoria € menor ou igual ao nimero de
caminhos na trelica utilizada.

Na Fig 4 apresentamos uma ilustracdo do método de
decodifica¢do aqui proposto. Os rétulos das linhas pontilhadas
indicam a sequéncia de passos do método.

Exemplo 5: Considerando o cédigo de grupo comutativo
Cg(200,6) apresentado no Exemplo 1, vamos decodificar o
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SQkJ—l - RQk‘

Fig. 4. Tlustracdo do método de decodificagdo.

11111

ponto xz = ( 77777 0), seguindo os passos do algoritmo

272027202
proposto.

1° Passo:

T

(1,1,1,1,1,0);
|||

_ 1
VA
2° Passo:

2 = (0.435975, 0.48652, 0);

Como o reticulado A, associado ao cddigo Cg(200,6),
caminhos
(Exemplo 4), temos apenas dois candidatos a decodificagdo,
u; = (0.558,0.973,0.418) e uy = (0.488,0.486, —0.0697).
Estes pontos sdo obtidos da decodificagdo de z em cada
uma das classes laterais de A, representadas pelos caminhos
na trelica'. O cdlculo de u; e uy envolve apenas operacdes
elementares de soma e multiplicacdo, produto interno e
arredondamento, ndo existe nenhum procedimento de busca

possui uma trelica com apenas dois

envolvido.

Como |Jus — z|| < [luz — z||, concluimos que uy é a

decodificacdo de z em A.
3° Passo:

y = (0.3538,0.4277,0.4380, 0.4380, 0.5507, —0.06957)

ponto de Cg(200,6) mais
11111

= (57575’5’5’ )

Conforme dito no Exemplo I, para simplificar a notacdo, o diagrama de
trelica foi construido considerando uma deformagdo em cada coordenada,
para a decodificagdo esta deformacdo foi revertida. Geometricamente essa
deformagdo equivale a uma dilatacdo ou contragdo na caixa que representa o

toro planar associado ao cddigo, ela ndo afeta a forma da trelica de A.

préoximo do ponto

Neste

V. CONCLUSAO

trabalho, apresentamos um algoritmo para

decodificacio em cddigos esféricos gerados por grupos
comutativos. O método desenvolvido é baseado na associacio
entre um c6digo de grupo comutativo em R?* e o diagrama
trelica de um reticulado k—dimensional. A complexidade
do algoritmo estd relacionada com o nimero de caminhos
na trelica e, durante o processo de decodificacdo, ndo é
necessdrio gerar os pontos do cdédigo, o que em termos
préticos, significa uma importante economia de memdria no
decodificador.

—
—

]

[2]

[3]

[4]

[10]

(11]

(12]

[13]

[14]

REFERENCIAS

A. J. Viterbi, “Error bounds for convolutional codes and an asympto-
tically optimum decoding algorithm,” IEEE Trans. Inform. Theory, vol
IT-13, pp. 260-269, Apr. 1967.

A.H. Banihashemi and L.F. Blake, “Trellis complexity and minimal trellis
of lattices,” IEEE Trans. Inform. Theory, vol IT-44, n 5, pp. 1829-1847,
Sep. 1998.

C. Torezzan, S. I. R. Costa and V. Vaishampayan, “Spherical codes on
Torus Layers,” 2009 International Symposium on Information Theory.
Seoul, Coréia, Jun - 2009.

C. Torezzan, J. E. Strapasson, S. I. R. Costa and R. M. Siqueira,
“Optimum commutative group codes,” Submited, 2009.

C. Torezzan, J. E. Strapasson, S. I. R. Costa e R. M. Siqueira,
“Cédigos de grupo comutativo para o canal gaussiano: Aproximando-se
do limitante,” XX VI Simpésio Brasileiro de Telecomunicagdes - SBrT08
- Rio de Janeiro-RJ, 2008.

F. R. Gantmacher, “The theory of matrices,” Chelsea, New York, 1959,
vol 1.

D. Slepian,“Group codes for the Gaussian Channel,” The Bell System
Technical Journal, vol 47, pp. 575-602, 1968.

G. D. Forney Jr., “Final report on a coding system design for advanced
solar missions,” Contract NAS2-3637, NASA Ames Research Center.
Moffet Field, CA, Dec 1967.

G. D. Forney, “Geometrically uniform codes,” IEEE Trans. Inform.
Theory, vol 37, No. 6, pp. 1241-1259, September 1991.

G. D. Forney Jr. and M. D. Trott, “The dynamics of group codes: state
spaces, trellis diagrams, and canonical encoders,” IEEE Trans. Inform.
Theory, vol IT-39, no 9, pp. 1491-1513, Sept. 1993.

G. D. Forney Jr., “Coset codes-I: Introduction and geometrical classi-
fication,” IEEE Transactions on Information Theory 34(5): 1123-1151
(1988).

G. D. Forney Jr., “Coset codes-1I: Binary lattices and related codes,”
IEEE Transactions on Information Theory 34(5): 1152-1187 (1988).
R. M. Siqueira and S. I. R. Costa, “Flat Tori, Lattices and Bounds for
Commutative Group Codes,” Designs, Codes and Cryptography, vol 49,
pp 307-312, Dez, 2008.

V. Tarokh, A. Vardy and K. Zeger, “Universal Bound on the Performance
of Lattice Codes,” IEEE Transactions on Information Theory 45(2): 670-
681 (1999).



